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1° 景 近 几 年 来 ,奇异 积分 方程 理论 在 实际 问题 中 显示 出 越 来 
越 大 的 作用 .， 在 这 一 本 书 中 , 我 们 只 讨论 合 有 Cauchy 积分 主 值 
ЖО 奇异 积分 方程 @. 

差不多 紧 接 着 Fredholm 积分 方程 既 典 理论 的 产生 , ВН. 
Роіпсагё 及 р. Hilbert 的 工作 便 贫 定 了 这 种 类 型 的 方程 之 理论 
基础 . 可 是 , 奇异 积分 方程 的 理论 长 期 一 直 没 有 受到 数学 家 们 应 
жию. 

ЧЕ ЖЛ, НЕК Е ва АНА Г ЕЕ 
ТЕНЕВАЯ УЕЗИ, 

在 研究 这 一 理论 时 ,如 果 用 到 一 个 通常 叫做 Riemann 问题 或 
者 Hilbert 问题 的 ,而 我 们 把 宅 叫 做 联 精 问题 的 边 值 间 题 的 解 , 那 
么 ,这 一 理论 便 会 变 得 特别 有 效 . 

因此 ,在 讲解 过 程 中 ,我 们 把 奇异 积分 方程 理论 与 联 业 问题 的 
边 值 问题 紧密 地 联系 起 来 . 

主要 考虑 到 在 数学 物理 各 种 问题 中 的 应 用 ， 我 们 才 对 出 现在 
所 研究 的 积分 方程 中 的 ， 或 者 出 现在 所 讨论 的 问题 之 边界 条 件 中 
的 已 知 男 数 和 未 知 画 数 ,加 以 某 些 限 制 ,而 加 这 些 限制 一 方面 可 以 
大 大 简化 叙述 , 另 一 方面 亦 并 不 会 影响 到 理论 的 完善 性 . 

Oauchy 型 积分 是 我 们 研究 和 求解 的 基本 工具 ， 在 第 一 章 中 ， 


中 ”我 们 这 里 指 的 是 : 积分 区 域 是 一 礁 的 ОН). . 

© ЖЖ “АРК (особый) Эса “奇异 (сингулярный)”. 我 条 用 了 
ЖА ЕНЕ, ВУ АР (сингулярный)” 来 表示 具有 Cauchy 型 核 的 积 耸 方程 
(在 本 韦 只 研究 这 一 类 方程 ) ; 不 过 , 就 我 所 知道 ， 在 更 一 般 的 意义 下 , ХЕ 
(особый) ?, ДЪ, ЖЭК) Р Fredholm 型 的 其 他 任何 类 型 的 积分 方程 。 


2 引 Е 
ФИР Gauchy 型 积分 的 基本 理论 ,另外 , 我们 还 要 给 出 某 些 
简单 的 直接 应 用 . 

我 让 读者 特别 注意 第 一 章 $822~26 КЕЗЕ, БЕВЗ ОНЕ 
所 化 费 的 各 至 的 劳动 ， 使 得 我 们 能 饮 相 当 简单 地 并 且 更 直接 地 得 
出 一 系列 从 应 用 角度 来 看 是 重要 的 新 嬉 果 . 

我 们 主要 在 第 四 、 第 五 章 中 要 用 到 88 22~26 中 的 灶 果 .而 在 
第 二 、 第 三 .第 大 章 中 , 如 果 我 们 不 去 注意 少数 略 去 而 不 致 于 影响 
到 对 其 余部 分 的 理解 的 地 方 ， 那 么 我 们 便 可 以 用 不 到 这 些 车 果 . 
我 建 坑 初学 的 车 者 在 第 一 欢 学 习 第 二 、 第 三 、 第 大 章 (这 些 章 本 身 
是 相当 完整 的 ) 时 ， 先 可 以 放 过 上 述 这 些 地 方 , 然后 再 回 过 求学 习 
放 过 的 地 方 . | 

2 УТОК АНЕ, РКО — 
系列 可 以 列 在 本 书 标题 下 的 极 重要 的 问题. 

首先 ,在 此 处 我 们 完全 不 涉及 到 多 外 的 奇异 积分 方程 理论 , 虽 
然 , 最 近 几 年 来 , 这 一 种 理论 已 疲 大 大 地 向 前 发 展 了 D @， 其 次 ， 
我 们 亦 不 就 到 非 米 性 方程 以 及 复 变 画 数 论 中 的 非 科 性 边 值 问题 ， 
最 近 儿 年 来 ， 书 有 不 少 重要 论文 是 专题 研究 这 种 方程 和 这 种 边 什 
问题 的 .我们 亦 不 对 论 具 有 差分 核 的 积分 方程 , 虽 则 ,这 一 类 方程 
具有 较 大 的 理论 价值 和 实际 价值 @. 

最 近 几 年 来 ， 与 所 性 广义 解析 夯 数 有 联系 的 边 值 问 题 显示 出 
极 重要 的 作用 在 本 书 中 , 我 们 亦 不 准备 寻 论 这 些 冉 题 ， 我 们 只 
停留 在 解析 画 数 的 释 典 理论 的 范围 以 内 来 计 论 边 值 问题 .我 们 建 


Ф 可 以 从 粽 合 性 论文 B. Д. Купрадзе[1] 及 0. Г. Михлин[7] 中 ,找到 对 到 
1947 年 为 目 所 发 表 的 论 交 的 介 帮 . 

图 最近 新 出 版 的 О. Г. Михлин 8:585 Многомерные сингулярные интег- 
ралы и интегральные уравнения, Москва, 1962 (жі, н БЕБЕ НАЛЕ 
出 版 ) ,是 专 讲 多 灯 的 奇异 算 子 和 奇异 积分 方程 的 ， Мантра 1961 年 为 正 
所 发 表 的 静 文 的 介 旨 。 一 一 次 者 注 

О ”对 这 一 问题 有 兴趣 的 该 者 可 参考 М. Т. Крейн В аж), 在 那里 可 以 找到 
有 关 的 文献 的 介绍 ; 亦 可 以 参看 В. И. Смирнов 的 书 [4 #879. 
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访 , ХИ ХО ЛЕН ЛУ НАГУ, Тер АЙ И. 
Н. Векуа 最 近 写 成 的 专门 著作 [18j ,在 那里 可 以 找到 与 此 有 关 的 
士 分 丰富 的 文献 . 

在 书 的 末尾 ， 单 独 地 和 给 出 了 在 本 书 中 将 要 引 放 的 文献 的 编目 
(著者 的 次 序 按 他 们 姓名 的 笔划 或 字母 排列 )、 在 查 因 时 ,可 以 根 
据 著 考 姓名 以 及 他 的 作品 的 竹 号 ( 写 在 方 括号 内 ) 从 参考 文献 壮 目 
中 找到 有 关 的 文献 . 

在 很 多 情况 下 ， 当 讲 到 在 本 书 中 所 叙述 到 的 和 结果 的 某 种 应 用 
时 ,我 们 将 不 再 引 诈 这 些 著 者 的 原来 的 答 康 ,而 引 臣 同一 位 著者 后 
来 所 写成 的 专著 或 考 经 过 充实 后 的 论文 . 此 外 , 某 些 值得 注意 的 
烙 果 ， 如 果 已 沟 在 最 常见 的 书 中 或 者 在 猎 过 充实 后 的 得 文中 已 叙 
述 到 了 , 则 我 们 将 不 引证 这 些 精 果 面 只 引证 这 些 书 和 论文 . 
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工 _ 一 些 定义 和 辅助 命题 


在 这 一 部 分 中 ， 我 们 要 和 葵 出 某 些 概念 的 定义 和 证 明 一 柔 列 入 
单 的 命题 ,这些 概念 和 命题 以 后 我 们 逻 常 都 要 用 到 . 


$1. 光滑 曲 钱 和 逐 段 光滑 曲 烤 


以 后 我 们 总 只 讨论 分 布 在 同一 在 面 上 的 曲 稳 ， 我 们 将 这 个 在 
面 上 的 坐标 条 Ozy 总 是 理解 为 直 粮 的 直角 华 标 邓 ， 我 们 这 样 来 规 
定 坐标 条 的 方向 ,使 当 一 个 人 沿 着 Оз 轴 来 看 时 , Оу 轴 总 在 他 的 
左边 . 

与 此 相应 ， 我 们 规定 在 面 上 角 庆 的 正方 向 是 循 着 反 时 斜 方向 
的 ,并 且 当 讲 到 从 指定 方向 来 度量 角度 时 ,我 们 总 指 的 是 带 有 对 应 
的 符号 的 角度 . 

舍 后 当 讲 到 光滑 曲 条 时， 我 们 总 把 这 样 的 曲 黎 理 解 为 简单 曲 
六 , 亦 就 是 说 , 它 自身 并 不 相交 


е о о 5 


@ Ф329 КЕННЕ Х. 


1. 工业 定义 和 辅助 命题 5 
或 者 散 开 的 光 请 转 线 @: 


7 2=2(3), у=9($), 35%, (1.1) 
Яңа за 与 зь 都 是 有 限 常 数 , Т 8 аг (в), y(s) ХЕ] [so ss] 上 是 
ЗЕЛА, ЕН Т Я: 

它们 在 区 间 [so, зь] Е (ЗЕ КЛЕР) АСЕ ЕКА 7 — ИР Е 
ВА w (в) Лу (8), резине ЖЕ, Н.В’ (8) Ау (8) 
在 区 间 映 点 处 的 值 分 别 理解 为 2'(s, 呈 0) , у’ (8.0) 及 (8—0), 
y' (so—0). 

IT. 参数 :在 上 述 区 问 上 的 不 同 的 值 对 应 于 不 同 的 点 (%, У). 

第 一 个 条 件 玫 明 所 考虑 的 弧 (我 们 把 它 记 作 1) 是 光滑 的 , 亦 
就 是 属 , 它 的 切线 方向 是 连 矿 变 化 的 (参看 后 面 ) ;第 二 个 条 件 表明 
ж 荆 是 往 单 的 和 级 开 的 . 

与 值 和 ss 对 应 的 点 & 和 5 都 叫做 缴 的 端点 . 根据 (1.1) , 端 
аж о жар С; 如 果 需 要 明确 地 指出 这 一 点 , 我 们 就 就 
弧 荆 是 一 条 团 弧 ， 如 果 端 点 都 不 属于 弧 ( 这 种 情形 常常 需要 特别 
Лорин н), ВЯ Г АЕ. 

Ер аа ЬИР — ВАЛЕ ЛЕД, 
亦 就 是 , 和 参数 $ ГЕ ОА. ЗАИР Н аб 表示 具有 出 
ажо йу, Е 到 8. 我 
们 有 时 把 点 4 与 2 分 别 叫做 强 的 起 点 和 条 点 ， 

光 兆 弧 也 显然 是 可 求 长 的 ; 因此 ， 从 工 上 菜 一 个 定点 量 起 的 
ЗЕ (в 的 符号 与 度量 的 方向 有 关 ) 可 以 当 作 参数 。 今后 我 们 总 
是 这 样 做 的 ， 与 此 对 应 ,我 们 可 以 有 

[е (ж) 12+ [47 (8)1°=1. (1.2) 

在 这 种 情况 下 ， 我 们 把 参数 * ЦНК 过 БА УР лунок к 
标 . 

С Ф аль)” А ШЕ контур)” АРС ЖИНЕНАЕЛЫ ЗИ ЕЯ ИРЭН 
ПАВЛА АТОР ЕЕ А ВЕЗЕ, 
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我 们 用 t(s) 或 者 简单 地 用 上 表示 与 弧 坐 标 8 所 对 应 的 点 ， 而 
#(80), (81), (35) 等 等 则 表示 与 跑 坐 标 so, 52, 52 等 等 所 对 应 的 
点 ,这 些 点 亦 可 以 简单 地 用 如, в, ts 等 等 来 表示 . 

ВА ХЕЗ НН Г ВУЗЕ Я ЕВ, 亦 就 是 , 指 涪 着 84 
加 方向 的 切线 . 如果 表示 点 і 处 的 切入 和 Ow АЗ 39,36 
且 它 是 从 0% 轴 量 起 的 ;那么 , 便 有 

с080=т'($), віл =0' (8). (1.3) 
这 些 公式 床 明 , 切 多 和 任 一 固定 方向 之 问 的 夹 角 是 随 着 s 而 回填 
变化 的 DD， 反 过 来 , ШЖ, 如 果 0 是 随 着 s 而 连续 变化 的 ,那么 ， 
а" (з) ТУ (3) 都 是 $ 的 连续 画 数 . ， 

今后 ， 如 果 4 和 Y 是 点 1 的 坐标 , 依据 我 们 的 写法 t= 十 多 ， 
我 们 通常 可 以 用 同一 个 字母 1 求 表示 1 的 点 附 标 。 如 果 点 t=t(s) 
ПОЗА ЛЕНЕ $, 那么 
0 – 2 +4 и = 9$ зір 9 =е®, (1.4) 
其 中 9 如 上 所 示 ， 显然 ， 


t'= 


[#1 = [98| 1. (1.5) 


2° Ж Г, ЕАИС ВЕЕ У, 所 不 同 的 
仅 在 于 : ТЕ з=, 及 s=5 外 ， 依 据 (1.1) 由 参数 ;不同 的 值 
所 对 应 的 点 (в, У) 亦 是 不 同 的 , 而 值 s=s 及 s=s% 则 对 应 于 同 
一 个 点 , 于 是 (so) 一 *(80), 9(35) =0(8), Н 31 0 2 (3—0) 
= 01 (80), 07 (8—0) =9' (84-0), ИМХ ГЕ ЖЖ 


ооо е о о 


ео овоо ооа ss oe в 


工 是 封 阴 的 ,而 第 二 对 等 式 则 表示 , 当 切 点 通过 对 应 于 弧 坐 标 为 5。 
及 的 点 时 , ЕЮ ЕВЕ. ЗАРЕ 


о 角 8 可 以 确定 到 送 一 个 形式 为 2k7 的 项 ,其 中 是 一 个 整数 。 但 是 ， 当 讲 到 
这 个 角 是 过 粮 变 化 的 时 ,我 个 所 指 的 是 什么 是 完全 显然 的 . . 
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别 , 因为 它 只 和 选 定 的 参数 表示 法 有 关 , 因此 , 它 显然 可 以 放 在 图 
六 工 上 的 任意 一 个 点 处 ， 于 是 , 例如 , 在 考虑 属于 已 葵 的 封 队 团 
六 上 的 任 一 条 弧 аб 时 ， 我 们 总 可 以 认为 (通常 不 对 这 一 点 再 作 特 
别 的 声明 ) ,这 一 个 点 已 经 移 到 弧 ab 之 外 ,或 者 已 帮 移 到 它 的 一 个 
端点 处 . 

3 我 们 把 有 限 条 没有 公共 点 (包括 端点 在 内 ) 的 封 了 的 或 者 


45 我 们 把 由 具有 下 述 性 质 的 、 光 请 的 做 开 缴 4142, @заз, ***, 
an_aan 的 一 个 有 限 序列 所 构成 的 曲 多 , 吓 做 简单 的 深 段 光滑 红 (或 


是 重合 的 ,并且 这 些 绝 , 除了 上 述 的 点 以 外 , 有 可 能 第 一 条 红 的 起 
点 a1 БАНКИ 4。 是 重合 的 , 但 是 , 它们 不 再 有 别 的 公 
共 点 如果 点 6 与 点 01 不 是 重合 的 ， 那么, ЖЕНА НЕО 
的 ;在 相反 的 情形 下 , 它 便 是 封 玉 的 . 

我 们 把 有 限 条 没有 公共 点 的 、 简 单 的 逐 段 光滑 驱 ( 围 芒 ) 的 全 
体 叶 做 和 单 的 逐 段 光 清 曲 粮 (图 1, 4) .这 一 类 曲 禾 和 光滑 曲 米 的 


(а) 
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区 别 仅 在 于 它 可 能 有 (有 限 个 ) 角 点 . 

最 后 , 我 们 把 可 能 有 有 限 个 公共 点 的 有 限 条 逐 段 光滑 90 (8 
Ж) 的 全 体 ,叫做 汲 段 光滑 曲 龙 (不 再 加 “简单 的 ”)， 

53 我 们 总 可 以 认为 , 已 答 的 光滑 曲 沪 或 者 逐 段 光滑 曲 米 工 
(在 刚才 答 出 的 定义 的 意义 下 ) , 仅 由 一 些 可 能 除了 端点 外 ,没有 别 
的 公共 点 的 (简单 的 ) .光滑 的 做 开 绝 所 构成 ， 在 必要 时 ,为 了 能 做 
到 这 一 点 ,显然 只 要 把 构成 工 的 一 些 封 六 围 线 及 铸 开 必 分 成 几 个 
部 分 就 够 了 (图 1, 0). 

在 今后 , 如 果 不 作 相反 的 声明 , 我 们 总 可 以 认为 , ВЕНЫ 


ооо оо 


НАЗ, БЕЗ ЕВС РЖ ЛХ 
曲线 的 情形 当 作 例 外 . 

65 我 们 把 这 样 的 点 叶 做 深 段 光 沸 曲 粮 Д 的 车 点 : 宅 是 构成 
ВНЕ ае ЛЕ ЖЕНА Ноў ду, 如 果 已 知 点 只 是 一 条 弧 的 
端点 ,我 们 就 把 这 样 的 点 亦 叫做 曲 徐 上 的 端点 ; 这 样 一 来 ， 根据 我 
们 的 定义 , НЕЕ Л 的 端点 是 类 点 的 特殊 情形 . 角 点 也 是 精 ， 点 的 特 
殊 情 形 ,在 角 点 处 有 两 条 光 请 弧 相 过 . 

为 了 方便 起 见 ， 根 据 我 们 的 考虑 ， 我 们 可 以 把 曲 芒 世上 分 布 
在 光 清 部 分 的 任何 别 的 点 列 大 千 点 之 内 ,因此 , 昌 禄 在 已 知 千 点 的 
邻 域 内 可 能 是 光 请 的 (图 了 中 的 5 点 ). 引进 这 样 的 补充 头 点 通 
常 可 以 简化 令 述 . 

ВАН НН № 上 异 于 缚 点 的 点 叫做 普通 ， <. 

7 最 后 ,我 们 提醒 一 下 , 依据 前 面 (1° Е) 所 采用 的 条 件 , 总 
УРА Е ЕЕ ОЭСР ОБИ) 上 ,都 已 经 选 定 了 确定 的 正 
2718]. 2% С 的 个 别 台 上 所 选 定 的 这 些 正 方向 , 便 可 以 规定 出 
工 上 的 正方 向 . 

8% 最 后 , АЖ, ШЕЕ Г, 的 一 部 分 总 是 指 由 有 限 条 弧 所 
构成 的 部 分 ,而 不 是 指 曲 多 р 上 任何 别 的 РЕЯ 
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8 3， 光滑 曲 栈 的 某 些 性 质 

今后 ,我 们 通常 仅 将 遇 到 光滑 曲 纹 或 者 逐 段 光滑 曲 糖 , 井 且 要 
用 到 光滑 井 纤 的 下 烈性 质 @ 

假设 工 是 一 条 已 知 的 光 请 曲线 ,而 о 为 任意 取 定 的 异 于 雳 的 
вел (ЖЗ, Ооо.) д ЕОР оо АСВЕЯ 
НЕА ЕЖЕ Е РОТЕ В, А, (оо), 它 具 有 下 烈性 质 : 

І. Г Баж Б форе ЕВ, у 
的 图 了 内 的 部 分 , и ЕНД o8 ЛАЛА (РЯ 2). 

П. 缴 45 上 任意 两 点 处 的 
切线 所 夹 的 非 钝 角 都 不 超过 oo 
(图 2). 

由 上 面 两 个 性 质 还 可 得 出 纸 
аб 的 下 列 性 质 : 

ПТ. ВЕРЕ аЬ 上 任意 两 点 
的 著 和 这 一 条 绝 上 任意 点 处 的 切 
米 所 夹 的 非 钝 角 都 不 超过 ао. 

实际 上 , Е 46 上 总 有 一 图 2 
点 , 在 谤 点 处 的 切 米 和 那 一 条 弦 是 下行 的 , 因此 , 这 一 个 精 论 可 由 
性 质 II 导出 . 


ТУ. 设 Bo 是 适合 条 件 ww< os 人 ИМЕНА, ХВ 4 А | 


过 点 4 和 ”的 机 条 平行 直线 , "ЕАМ аб 上 任意 点 1 处 的 切 徐 所 
夹 的 非 钝 角 BB 之 bo, 那么， 每 一 条 和 直线 2, 及 4 2470). ЕЕ 
РЕАЛЕ 4 都 和 сб 仅 相 交 于 一 个 点 (图 3). 
| 事实 上 , 显然 , 4 和 02 至 少 相交 于 一 点 ,至 于 4 不 与 &8 相交 
于 任何 别 的 点 , 则 可 以 由 人 性质 JII 工 以 及 条 件 62 Go>ao ЖЕН. 

Ф 在 本 书 末尾 的 附录 一 中 ,要 稚 出 性 质 工 与 Нав. 
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У. Е 4 是 通过 25 上 任意 点 的 一 条 前 效 , НХ 
和 和 t 处 的 切 黎 所 夹 的 非 印 角 不 
小 于 В>%, ХР а 上 
任何 一 个 别 的 点 ， 那 么 ，4 和 
联 精 点 志 与 БЕ ЗЕЗЕНОЗЕ 96 
角 不 小 于 oo 一 Bo 一 co>09 . 

为 了 简化 叙述 起 见 ， 我 们 
把 Во = Reokao) 时 做 对 应 于 已 知 
角 ао 的 标准 秆 径 , 年 径 为 ho 
ВУ Гор ЕН, пе 
М Го АНГ ЕР РН аб, ШЕК СГ 以 工 上 某 一 
点 为 中 心 ). 

设 荆 =ab 是 基 条 标准 弧 , 如 是 上 上 的 任 一 定点 ( 它 可 能 和 & 
或 者 5 重合 ) ,是 上 上 的 动 点 , 而 7 是 联接 如 和 # 的 弦 的 长 度 . 
我 们 有 
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ат _ 
р 298 % (2.1) 


其 中 s 是 点 上 的 弧 坐 标 , 而 wx 9% Но ЖП Е ЛЕНЕ ВУ, 8 ; 在 
(2.1) 式 中 , 对 应 于 6 部 分 取 “ 十 ”号 , 而 对 应 于 ato 部 分 取 “ 一 ” 
号 ， 因 为 由 上 所 述 ， Оаа, 因此 , 从 上 面 的 公式 知道 , т 
.在 部 分 cj 和 iob 的 每 一 个 上 都 是 弧 坐 标 8 的 单调 落 数 (在 aio 上 
台 是 单调 减少 的 ,在 ob 上 它 是 单调 增加 的 ) ， 所 以 ,在 这 两 个 部 分 
的 每 一 个 上 ,点 t 的 位置 都 可 以 由 芥 定 的 ?来 唯一 确定 ， 


Ф 车 是 4 和 驴 所 夹 的 章鱼 角 , а 是 上 处 的 切 糖 和 驴 所 夹 的 非 钱 角 , 8 是 {处 
的 切 粮 和 4 所 来 的 非 钱 角 ,那么 ,或 者 w 一 B 一 a>> Bo 一 ao 或 者 w=B+a( 当 有 as 到 
时 , 便 可 能 是 这 样 ), 于 是 )o> Po> po 一 ao 或 者 w 一 z 一 Pa ( 当 В+0> 7 В}, 便 可 能 
是 这 样 ), 子 是 ,oz 三 一 cz> Во ао, 
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从 (2.1) 可 以 导出 一 个 释 常 要 用 到 的 不 等 式 : 

las| <Klar|, (2.2) 
其 中 是 和 如 在 6 上 的 位 置 无 关 的 正常 数 . 

НА ак 及 tob 2.—, Е (2.1) РА 9 到 8 积分 ， 且 
利用 中 值 定 理 ， 对 于 а 或 者 ob 上 的 任意 一 对 点 志和 所 , 我 们 得 
到 

lm 一 ri =h &-3:|, <<< =. (2.3) 
其 中 加 是 常数 ,而 人 和 Ya 分 别 为 如 到 如 和 加 的 距离 . 
如 果 取 所 当 作 如 , 我们 还 可 以 有 
1313 一 8ala， ОЗ, (2.4) 
甚 中 ms лан ЖП о СНЕ, 而 оза = |52—31| 1 ЕЛ 
Я ёо 之 则 的 那 一 部 分 的 长 度 . 

容易 看 出 , 当 工 是 任意 一 条 做 开 的 或 者 封 阴 的 光滑 图 米 时 ， 
且 在 奎 于 园 线 的 情形 下 ,把 2 БАР А 05 1 的 那 一 部 分 理解 为 长 
度 较 短 的 那 一 部 分 ,形式 为 (2. 儿 的 关系 式 仍然 是 正确 的 . 


$3. 五 条 件 (H01lder 条 件 ) 


1 假定 (0 是 变量 (一 般 是 复 的 ) СИИ, "ЕКО 
变量 的 值 的 某 一 个 集合 Z 上 . 如 果 对 于 这 一 个 集合 上 的 任意 两 个 
090", 都 有 
е7) р) |<Al -0 (3.1) 

其 中 4 与 都 是 正 的 常数 ,那么 ,我 们 便 说 р) 在 这 个 集合 上 适 
АН. 我 们 把 常数 4 叫做 玉 条 件 的 系数 ,而 把 叫做 А 
件 的 指数 . 当 需 要 明确 地 指出 指数 及 时 ,那么 ,我 们 便 说 , 9(C) 是 
е Нш) 条 件 的 ;常数 4 的 值 通常 对 我 们 来 讲 间 不 重要 . 

显然 ,如 果 оО 适合 及 (1) 条 件 ,那么 ,|p ( | 亦 适合 同一 
个 条 件 . 

也 显然 , 如 果 集合 Z 是 有 界 的 , У о (О 适合 Аи) 条 
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件 ,那么 , 宪 对 于 每 一 个 v< 都 是 适合 Н (о) 条 件 的 . 
自然 地 可 以 把 五 条 件 的 概念 推广 到 多 元 画 数 的 情形 ， 亦 就 
是 ,假定 ФСС, 6, е, bn) 是 变量 01, Са, …, 5 的 画 数 ， 它 给 定 
在 这 些 变量 的 值 的 某 个 集合 2 上 .如 果 对 于 这 一 个 集合 上 的 变 
量 (3, ---, 的 任意 两 粗 值 54， бо, <<, С, 及 ба, ба, 各 都 
有 | 
|Ф(С1, бв, ==", бп) — Ф001, ба, **, 0) | 
«А 1А бб А, |2, 6,|*", (8.2) 
ЗЕ Аз, А», ---, А, 及 ма, Ма, ^-°, п, 都 是 正 的 常数 ,那么 ,我们 
就 说 ，p (61,， 563,，…， bn) 是 适合 Н ЖИ, зж РАН, 
9 (Сз, С, 57, Cn) 是 适合 Н (иа, ма, …， и») 条 件 的 . 
如 果 集合 2 是 有 界 的 ， ЖА, МАЧ (8. 2 可 以 导出 形式 上 更 
为 简单 的 条 件 : 
12 (1 一 2 
«А 161—613 (62—61 161—6, (3.3) 
(3.3) 是 由 (3.2) 将 其 中 的 指数 ма, шо, +, и, #0802 АД 
”的 一 个 来 替代 ， 同 时 用 充分 大 的 常数 4 代替 系数 А, Аа, …，A， 
而 得 出 的 ， 在 这 种 情形 下 , 代替 Б (ма, ма, --*, ив), ЗН 
成 H(p). 
25 Я Ф(Са, 562，…, bn) 适合 Н (ил, ша, *-*, м») 条 
件 ,那么 ,特别 有 : 
| 9 (C1, +, быль Er, Cnris ***, би) 
— (ба, ба, 7*, Cn, Ch бы, 5 6) «А1 С бъ", 
k=1, 2, ..., п 
Е, ВА р (б, ба, ---, С) 对 每 一 个 变量 0, 是 单独 地 适合 
Н 条 件 的 ， 换 句 话 说 ， 它 对 变量 (8 二 1， 2, --., п) 适合 А (иь) 
条 件 , 并且 对 于 其 余 变 量 一 致 地 适合 Н (а) 条 件 ; 所 谓 对 其 余 变 


量 一 致 地 适合 及 (jwx) 条 件 ,是 指 Н (и) 条 件 的 系数 和 指数 与 其 他 | 
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一 些 变量 的 值 是 无 关 的 ，。 反 过 来 , 容易 看 出 , ЯК 9 (&1, 62, 
,对 每 一 个 变量 单独 地 适合 Н Е, РУР (, 
适合 Н (ик) 条 件 的 ,并 且 对 其 余 变 量 是 一 致 地 适合 的 ,那么 , 它 适 
合 互 条 件 , 亦 就 是 部 ， 它 对 所 有 变量 适合 Н (ра, шо, …，An) 条 
件 , 亦 即 ,条 件 (3.2) . | 
在 今后 ， 当 我 们 讲 到 某 一 个 多 元 数 对 于 每 一 个 变量 单独 地 


ооо офф 0 0 0 0 。 o 0 0 0 0 a 8 


向 чй, наваи Ж. 

注释 1 我 们 指出 下 迹 儿 乎 是 显然 的 命题 假定 定义 在 某 个 
集合 2 Ба ии) А Н (и) 16, ЛЕЕ УЕ и= 000) 
的 值 域 上 的 画 数 Jo 对 变量 ww 适合 五 (vw) 条 件 . ЖА, ШК 
(CL) =} (и(0)) РЕ Са Н (ии) 条 件 的 .特别 是 ， 如 果 
р=1, 那么 ЖРО 是 适合 Н(р) 10680. Яна, а (0) 取 
实数 值 ,又 车 f (и) Жи АН ЕЯ А, 了 (LC) =1(%(6)) 
84 Н (р) 条 件 . 

注 程 2 通常 把 我 们 所 称 做 的 Н 条件 叫做 Ho6lder 条 件 (O. 
Holder) . ДЕ шз = шз =. = и, 1 的 特殊 情形 下 ,这 个 条 件 便 变 成 
了 Lipschitz 条 件 ; 但 是 ， 有 时 把 后 一 个 名 称 亦 应 用 到 Hilder 条 
ЖЕ. 


$4. ЕЖЕ Н ЖЕ 


18 今后 ， 我 们 主要 把 五 Км ЛИ ЕДЕ Ж 
曲线 或 者 逐 段 光滑 曲线 上 的 点 上 的 西数 上 . 
在 此 处 及 令 后 ,依据 在 8$1 (1° 段 ) 中 所 讲 过 的 , 我 们 将 用 t 旗 
表示 点 1(%, у) 本 身 , 又 表示 它 的 附 标 , 亦 就 是 ,复数 t=w 十 包 ， 
2° 为 了 简单 起 见 ,我们 将 从 讨论 已 知 曲 禾 工 为 一 条 (简单 的 ) 
做 开 的 或 者 封 阴 的 驱 的 情形 人 和 手 了 . 
Ф 在 $8,2° 了 段 中 ,我 们 将 讲 到 一 条 逐 段 光 滑 曲 禾 的 情形 . 
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假定 (0) НГ 上 点 上 的 适合 互 (n) 条 件 的 画 数 ， 亦 就 

是 襄 , 对 工 上 任意 两 个 点 刀 与 4, 均 有 
|р (а) 一 9 (4) | 雪人 4| 妇 一 页 | (4.1) 
的 画 数 ,其 中 А 与 人 都 是 正常 数 ， 

在 绝世 上 适合 Н РИ, ШЕ Г ЕН. 容易 
看 出 , 如 果 画 数 g (0) РГ 上任 一 对 彼此 之 间距 离 713 不 超过 某 
一 正常 数 》 的 点 二 和 如 都 是 适合 条 件 人 4. 巧 的, 那么, 它 在 整个 弧 
Г ВАН (ш) ЖА. 事实 上 , 如 果 当 71s 志 6 时 (4.1) 总 成 立 , 那 
2, ЛЕА Г 上 ,我 们 都 有 

[р (ts) – р) | <А"Ъ, 
其 中 4' 是 数 和 4 与 2M/5* 中 之 最 大 者 ,而 以 是 |p 人 | 在 上 的 
上 界 . 

另外 ,依据 式 (2.4) ,我 们 得 出 , Н (4) 条 件 等 价 于 条 件 

|р (02) 一 pb | <Аофь, (4.2) 
И озо |3— 81| ЗК Г ЕЛЕ Яп бо 之 间 那 一 部 分 的 长 度 
(ФЕ ГЭТА г, 我 们 就 取 工 上 两 个 部 分 中 有 较 短 长 
度 的 那 一 部 分 ). 

因此 , 依据 (2.3) 的 推论 得 出 , Н (р) 条 件 等 价 于 要 求 在 属于 
工 的 每 一 条 标准 红 аЬ 上 有 : 

|р (&) —Ф(®) | «Атат |“, (4.3) 
其 中 . mi= | ol, 7a 一 | 加 一 4|. 

在 不 等 式 (4.2) 及 (4.3) 中, 正 象 在 不 等 式 (4.1) 中 那样 , 4 з 
示 某 一 正常 数 ; 在 所 有 这 三 个 不 等 式 中 , А 可 以 认为 是 同一 个 量 ， 
在 必要 时 ,可 以 在 这 些 不 等 式 中 用 较 大 的 值 来 代替 А. 

我 们 还 指出 , 当 4 之 1 时 , 从 (4.2) 可 推 知 ,在 弧 上 的 每 一 点 处 
Р -0, 从 而 , 9 二 常数 ， 因 为 ,这 一 种 情形 无 关 重要 ,因此 , 我们 
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0<и=<1, (4.4) 

我 们 提醒 一 下 , АЯ р (0) 适合 Н (р) А, ВА, 对 于 
ои, 它 都 是 适合 Но) 条 件 的 . 

3: 自然 地 可 以 把 上 述 全 部 嫩 果 , 推广 到 当 画 数 ФФ 定义 在 

意 一 条 可 能 由 几 个 互 不 相连 的 部 分 构 艳 的 光良 曲 礁 上 的 情形 . 
由 于 这 个 推广 是 显然 的 ,因此 我 们 不 再 来 讲 它 了 . 

45 我 们 将 答 定 在 光滑 曲 狗 荆 上 , ВЕ А (ш) Жим 
数 pg 反 ,是 做 在 上 上 是 属于 Н (р) 类 的 画 数 , 或 者 , 当 没有 必要 指 
出 的 值 时 , 便 称 它 在 4 上 是 六 于 匡 ЖЖ 

如 果 ФО Е 只 是 在 已 知 端点 6 的 充分 小 的 邻 域 内 适合 А 条 件 
( 亦 包括 这 个 端点 在 内 ) ,那么 我 们 便 座 p ( ЧЕ с 的 邻 域内 是 属于 
本 类 的 

5° 自然 地 可 以 把 互 类 画 数 的 概念 推广 到 输 定 在 光 漠 曲 米 工 
上 的 几 个 点 五 如 ,…，, Ь 的 图 数 9 (01, 0а, 7, 如) 的 情形 上 ， 亦 就 
是 ,如 果 画 数 gb, і, +", ,) 适合 Н (из, Ма, ***, ит) 条 件 ,我 们 
就 说 , х АЛЕТ КАР Н (а, ja“…, bn) 类 的 画 数 ; 
如 果 没 有 必要 指出 指数 ил, Ha …, kw 之 值 ， 我 们 就 秘 单 地 说 
9 (t1, о, 1,) ВРЫХ. 

在 庙 一 一 … 一 J 一 4 的 情形 下 , 我们 可 以 把 H(i pa， 
9 р) 改写 成 卫 (1) .依据 和 上 壕 同 样 的 理由 ,我 们 总 认为 

О<ш<1, j=1,2,.%,%, 0<u<1. 


§ 5。 判定 答 定 在 光滑 曲 焙 上 的 历数 是 否 属 于 
互 类 的 简单 准则 


在 这 一 闻 中 以 及 在 下 面 两 节 中 ,我 们 要 和 给 出 儿 个 条 音 的 准则， 
在 很 多 情况 下 , 利用 它们 立即 可 以 创 定 出 定义 在 光滑 曲 米 工 上 所 
讨论 的 画 数 是 否 属于 五 类 ,或 者 所 讨论 的 丽 数 是 否 适合 Н 条件. 

在 整个 这 一 节 以 及 在 下 面 的 两 节 中 ， 我 们 把 荆 理 解 为 一 条 做 


s 0 © © 0 0 0 40 40 6 ооо 
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ое о е 


Е ИЕ на ИЕГЕ Ари И о 
与 os 都 是 任意 正 数 , 双 改 0 入 /和 1 那么 


О-о 


(ai 十 Ia) 2%, (5.1) 
<l (aaaa) ， (8.2) 


在 证明 这 些 不 等 式 的 时 候 , 不 失 一 般 性 ,可 以 假定 ci> cs; 如 
果 售 с = 22, 我 们 可 将 上 述 的 不 等 式 改写 成 形式 : 
14-с“ 
(1+0) 
1—0“ 
(1—oa)* 
后 面 这 些 不 等 式 完全 可 以 用 初等 的 方法 ( 亦 就 是 ,通过 找 出 在 
左 端 的 e 的 画 数 的 极 大 值 ) 来 证 明 .， 
现在 我 们 来 推导 我 们 所 要 建立 的 准则 . 
19 假定 点 加 把 做 开 弧 中研 分 成 两 部 分 of 和 Б. п 
数 p(t) 在 荆 上 是 连 炽 的 ， 并且 它 在 这 两 个 部 分 cb 和 如 5 上 分 别 
ЕАН (и) АВА "ЕЛЕ Г 上 是 适合 Н(р) 条 件 的 . 
实际 上 ,假定 刀 和 如 是 弧 工 上 的 应 个 点 . 如 果 妈 和 十 位 在 包 
的 同一 侧 , 那么 , 按 条 件 , 不 等 式 (4.2) ВИ. ЗН Жи 
在 如 的 异 侧 ， 则 用 сіЖ1 ба ЗА. tito 和 tots 的 长 度 ， 并 注意 
”到 (5.1) ,我 们 便 得 出 
[ф (42) р) | <|Ф(&) — p(t) |+|9 (0) — p(t)| 
<А (0-09) 278 А| 01-01 =21-2Аов,, 
ЗАРЕ Г РАВ. 
2 ФО фо ЕЁ ЕЛЕ В Н (р) 条 件 和 五 


S21 (0<o<1) А 


< (0<о<1), 
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条 件 , 那么, Ио 000) то. О 在 荆 上 是 适合 以) 
条 件 的 ,其 中 入 是 数 久 及 v 中 最 小 者 . 

以 乘积 ФО -ф@ 为 例 ,我 们 有 

|ф (65) 4 (4) — =) ФО) | 
< | (2) 0 (ta) 一 9 (54 (а) | 十 | ф() (6) – Ф (в) ф (#1) | 
SMIy(t)— yt | +№| (5) -Ф@)]|, 

НМ яж М Е ФФ ж [$ (Ф | 2 Е.Е. 现在 我 们 
НОЧЬ л НЕ АНУ т. | 

3 如 果 p 人 外 在 二 上 适合 Н(р) ЖЕ, АЖР БАА 
ФО) 0, 那么, Ио ЕЁ ЕВА Н(и) 条 件 . 其 证 明和 前 
面 是 类 似 的 . 

2 假定 上 和 加 分 别 是 也 上 的 动 点 和 定点 。 

t 的 画 数 

те = |t—to|l*, 0<ш<1 
在 工 上 是 适合 Н (ш) 条 件 的 . 事实 上 , НР (5.2), 
|е |та та |. | 

34 $ ЕЛП А РУКА. 因此, 两 个 变量 1 
和 如 的 画 数 |.| ЛЕ Б Н (ш) 条 件 的 . 

5° 假定 pW 在 上 上 适合 五 (1) 条 件 ,又 设 0< 和 A<p<1, ЭБ 
2, ПЖ | 

оо РО я 


在 工 上 是 适合 五 (1 一 入 ) ЖИ о Т Бйз. 

不 失 一 般 性 ,显然 可 以 假定 , t 位 在 用 以 加 为 中 心 的 标准 圆 从 
工 上 项 下 的 标准 弧 02 上 ;此 外 ,根据 1° 段 所 壕 ,例如 ,可 以 只 限于 
讨论 1 在 加 8 部 分 上 的 情形 . 我 们 可 以 由 量 7 一 | 一 to| 来 确定 #t 
在 加 8 上 的 位 置 (参考 $ 2), 并 且 我 倍 有 时 可 以 用 pg (т) (т) 


Ф нЕ у®) 一 lim (0) =0. 
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Кре ХО. 假定 >0 (这 并 不 影响 一 般 性 ), ХХ w(7) 
= Ф (0) — ф (0), 我 们 有 


е) р) 0 60 


ot –ө(т) || 1 11| 

(тА)? +5) (+ = 

[or+h) – о (т) | (т 1) 2 一 9 
< | 


现在 注意 到 ， | 
[о(т+А) —в (т) | «А, | (т) | = |ф(0) – ф() «Ат, 
我 们 就 得 出 - 
(А) – (0) | < 41-4», 


其 中 
_ А ш ("+ ћ)^ т^ 
Даун? 48—47 САВ) 
再 者 ,我 们 又 有 
А х А < и-А 
24|, 7 < Ай А 


因此 , 4: 适合 所 要 求 的 条 件 . 
我 们 回 到 Д, .上 ,并 且 分 成 两 种 可 能 的 情形 ?<h 及 ">>h 来 考 
№. 
ТЕ РЈ (г <А), 利用 佑 计 式 
(т) 


(参看 4° 段 ) ,我 们 看 出 ， 
| < 巡 h и» pa 
4»< А (п --Љ)^ 2125] АР 


ЕН (тА), АЛИКО 


Ф м 0<и<1Я Ром, 
(1+2) #—1<и15; 
3,4% Л (0) == (14-2) + 一 jC; 一 1， 我 们 就 有 
1(0)=0, Г’) <0, 
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АА А h _ А-1 
(тА) тат (1-2) 1 |н, 
我 们 相信 


ААА АА ћ 


В) асам, 
于 是 , 便 证 明了 我 们 的 精 论 . 

6 刚才 所 得 出 的 估计 式 的 推导 显然 和 如 在 工 上 的 位 置 无 关 ; 
此 外 ,还 可 以 交换 二 和 如 所 处 的 地 位 .因此 ,我 们 可 以 断 车 : 两 个 
”变量 上 和 如 的 画 数 
bl р-2О 29%, 
当 g 人 的 ЕЁ НЕА Н (п) 条 件 且 0< 和 < 时 在 上 亦 是 适合 
五 (1 一 入 ) 条 件 的 . 

79 最 后 ,我 们 考察 画 数 g(t, т), 其 中 t 是 荆 上 的 点 ,而 + 是 
在 某 个 区 域 卫 上 变动 的 参数 .假定 pC, т), МЕС, ТЕТ, 
对 t 和 7 都 是 适合 且 (w) 条 件 的 . 在 这 些 条 件 下 ,我 们 证 明 , 画 数 


(ho, 6, т) 9% 7—20 т) ОА 


对 所 有 三 个 变量 都 是 适合 五 (一 和 ) 条 件 的 ， 其 中 加 位 在 也 上,# 
亦 在 工 上 .对 于 如 与 1, 这 个 精 论 已 释 证 有明 过 . 
为 了 证 明 关 于 7 的 精 论 ,我 们 全 
Д= (0, t, т №) — (lo, t, т) 
_ pl T+ —ф(®, THh) _ ФФ, т) 


18—52 上 一 如 | 
一 ФС, т+№) -ф(, т) _ 9 (to, T+h)— 9 (to, т) 
[В |^ | 一 加 | ° 


当 |а| |А В, ТЕ ААА, 


[4] <24|2— “2 АВ |#^^. 
当 |2 |2 [А 时 ,由 它 的 第 二 个 表示 式 答 出 


和 
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АВ" 
|#—1|^ 


р, НЕВА У баа. 

взяв, "Барра НЕЕ ра У т 换 成 几 个 参数 的 
情形 . ， 
也 显然 , ШВИ т, БЕН. А БА 
还 可 以 直接 导出 下 迟 精 座 ， 假 定 画 数 р (io, 1) 是 工 上 两 个 变量 
和 如 的 画 数 , 并 和 且 它 对 这 两 个 变量 是 适合 Н (р) 条 件 的 ， 双 假定 
对 工 上 所 有 点 6, Ф(&, 0) =0. ЖА, ИЖ | 


Ч (20, #) ый, О<А< 


ЛЕЈН (ш А) 条 件 的 . 为 了 证 实 这 一 点 , 只 需 注 意 
到 下 式 就 够 了 : 


14| < 


«2А, 


Ф( ё) = 9 (to, 0) —Ф(%, №). 


$6. М 
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假定 рО) ЛЕНИНА Г Ни Н (р) 条 件 的 , ЗИ 5 (9) 在 
Г ЕЖА, 除了 值 t1 一 th 可 能 是 例外 以 外 ， 它 处 处 都 具 
有 对 Е ИЖ О ,并 在 i= 如 附近 ,有 


do|l С 
ЗЕ Ты (=), (6.1) 


Ф ”我们 把 学 理解 为 
lim 200-00 全 及 是 工 上 的 点 ) 。 

， tt tt 
显然 (参看 $1, РР 


dw _ dw 0 aw 
dt ds/ аз а 


其 中 6 是 工 在 点 处 的 切 米 和 Оз ао НЭ АО, 
|а а ЕЗ au | 


2-8, 
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其 中 C 是 常数 ,而 加 是 卫 上 的 某 个 ( 定 ) 点 ， 

于 是 ， 

VOD=[p0—9p(t) 19 (0) 
161 ЕН Н (ш) 条 件 的 . 

不 拓 一 般 性 , 我 们 可 以 假定 , t 位 在 以 如 点 为 端点 之 一 的 标 
准 弧 上 上， 那么 ,条 件 (6.1) 等 价 于 下 述 条 件 : 
Фо С, 
а тар 
其 中 Оо 是 常数 ,而 s 和 зо АУР $ Яп го КА. УЬ, ЭИ 
Ину рдЕ оо (7) 仅 取 实 值 (因为 ,在 相反 的 情形 下 ,我 们 可 以 对 它 
的 实 部 和 辜 部 单独 来 进行 讨论 )。 用 Ф(3), +), о (в) Зк Ф(0), 
$0, о(#), ФИЯ 
(s+ 了 DD) —ф (3) = [ф (84-А) — ф(8о) 19 (84%) —– [Ф (8) — Ф (8) 10 ($) 

= [ф(8+-№) – ф ($) 10 (8+1) + Еф ($) —– Фф (50) 110 (+1) –о(8)1. 

不 失 一 般 性 ,可 以 假定 8 一 so 之 0, А220, Р, М о (8) 的 有 界 
性 ， 在 后 一 行 中 的 第 一 项 按 模 不 超过 Си, 其 中 人 是 常数 . 当 
8— 305 А 时 ,这 对 于 第 二 项 显然 亦 是 正确 的 ， 当 ss 一 go 之 时, 我 们 
有 (0<0<1): 

|р ($) —2(50) | + lo(s+h) —w(s) | 


Сов < ACo(s— зо)“ oh 
8 一 506 “ 8— 84-0^ 


(6.18) 


[Фф (8) —ф (8) | 


<40, (2 


1-р 
) Ае АО, №, 
80 


РА, ВЕНЕВ ГАЈЕ а. 
我 们 把 这 一 个 结论 应 用 到 一 些 简单 的 例子 上 ， 
2 假定 + 是 上 上 的 动 点 ,而 是 上 上 的 定点 ， 那 么 ,历数 
(2) = 6-ю, 0<u<1 
在 二 上 是 适合 五 (w 一 6) 条 件 的 ,其 中 。 是 小 于 的 任意 正 数 . + 
实 上 ,如 果 今 
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Ф() = 1-5 w=|t-tol:n|t-—tol, 
我 们 可 以 把 上 面 所 证 明 的 桔 花 应 用 到 山 ( 信 上， 显然 , 可 以 交换 
和 如 所 处 的 地 位 ,和 并且 | 一 如 |* 1А 1i 一 如 | 对 于 两 个 变量 上 和 加 是 
ЖАН (и—в) АМ. 
更 一 般 地 ,如 果 g(t) ЕТ аА Н (и) ЖИ, ЖА, ЖК 
(9 = Г (0) – Ф (о) 11 |.| 
8 Н(р-=) 条 件 的 , 其 中 是 小 于 有 的 任意 正 数 , 这 是 因为 
чо = -20 еър ы. 


3° Ш Бн, ть Т БАЖА. ЗИМН 
9=9 (00, #) =arg (i 一 to) 十 常数 

表示 向 量 引 和 任 一 个 辕 定 方向 之 问 的 夹 角 ,并 且 这 一 个 角 是 从 后 
一 个 方向 量 起 的 。 这 一 个 角 可 以 确定 到 差 一 个 形式 为 28z 的 项， 
其 中 4 是 整数 ， 芹 时 让 1 在 工 上 变动 ， 并 且 不 多 过 点 0, 我 们 狗 
ЕСО (в, 四 . 当 # 缀 过 如 时 (如果 如 不 是 绒 工 的 端 
点 ) ,这 个 角 发 生 一 个 等 于 的 奇数 倍 的 跃 度 . 

容易 看 出 ,有 界 丽 数 о (0) 00,0 是 适合 条 件 (6.1) 的 ,或 者 
它 是 适合 同样 条 件 (6.1a) 的 .这 可 以 从 o( ЖЕН (2—0) 的 
АМ 


40-6) _ 1 和 |405 
at t—to аѕ 


_ 1 
| 一 如 | 


导出 . 

每 一 个 具有 有 界 导 夯 数 户 () Не 7 (8) 亦 都 是 适合 条 件 
(6.1) 的 .特别 是 , Б от 适合 这 一 个 条 件 ， 其 中 ?> 是 任意 常数 
(一 般 讲 来 , 它 是 一 个 复数 ) . 

因此 ,如 果 画 数 g(t) 适合 五 (1) 06, ЖА, И 

由 全 一 [gp 的 一 p(t)]e (у 是 任意 常数 ) 
зза Н (№) ЖЕ. 
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例如 , КЖ 
(в) = (2—1) = 1-59, 0<и<1 

Г Ежи Н (ш) ЖИ, НР 90 (00, #) =ате (2—0), 这 是 
由 于 , 画 数 p (0) = |2—10|* ЯЗВА Н (ш) ЖЕ, НВ. 9 to) =0. 

正好 同样 地 , 95 

Ш) = 1—5“ (0<и<1 у 是 任意 常数 ) 

亦 是 适合 Н (и) 条 件 的 . 

假定 у=а148, 此 处 a 及 B 都 是 实 常数 ， 我们 来 考虑 画 数 

ЛӨ, 一 (ют ет 一 [2—1 [191-00 

Жа Ц, В ein itpe ано, ЕНЕВ 0Е(6.1). 
Н, 4 0<а<1 В, В (О ва Н (а) 条 件 的 ; 当 а>1 В, 
宅 是 适合 Н (1) АМ. Ша=0, 850 В}, ЈЕВ ЕЭС 

у (2) 一 (1 ~ to) і6 — бй81911— 1—80 
=6 {cos[B а |2— 20|] +isin [BIn |t—to|]}, 
在 tb 的 邻 域内 显然 不 适合 Н 条 件 ; 它 莽 至 是 不 连续 的 但是， 89 
数 . 
ф(® = "(1-ю 8, 0<и<1 

是 适合 互 (w) 条 件 的 . 

显然 , 正好 象 在 前 面 那 样 , 在 上 面 所 有 各 例题 中 ,可 以 交换 $ 
与 如 所 处 的 地 位 ， 

和 前 面 类 似 , Е В ВНЕ, 如 果 在 二 上 变量 上 和 如 的 画 数 
g(t, 如 ) Е ГЕНА Н(ш) 条 件 的 ， 双 若 pg (to, №) =0, ВА, 
画 数 (比照 85, 7° 段 ) 


出 (to В) = 00 (у=а-- В, 0<а<и) 


ВА Н (ша) 条 件 的 . 
4 假定 1 是 上 的 动 点 , 而 如 是 工 上 的 定点 .在 点 如 的 邻 
域内 ,我 们 来 考察 比值 
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2—40 
о) =——— 和 


容易 直接 验证 : о ть 都 是 适合 条 件 (6.1) 的 , 或 者 
是 适合 同样 的 条 件 (6.1a) 的 
因此 ,例如 ,我 们 可 以 断定 ， 


е9, вы" (0<e<D) 
都 是 适合 Н (2) 条 件 的 ， 正 好 同样 地 ,容易 验证 ， 
ы 65, еа (осел) 


жала Н (=) ЖОЮ, ЗЕ и Е. 
这 里 ,当然 , 亦 可 以 交换 Е 5 10 ТАБЕ, 


57. Ж 


12 最 后 我 们 还 要 推导 一 个 简单 的 命题 ， 假 定 了 (s) 是 定义 在 
Б в, асв, 上 的 实 变量 s 的 画 数 , 并且 它 在 这 区 半 上 具有 % 阶 
ЗИК ЧИН 7008). 


Р (зо, 8) -1® 7%, 8,8, 80983, (7.1) 


同时 ,规定 
Е (8, $) ~ 9). . 


那么 ,存在 着 (mw 一 1) 阶 的 偏 导 画 数 
O"1F (s0, 8) 
9825 ' 
并 且 这 些 导 责 数 当 s1<s, so<ss ПЛЕНА. ПЯ, ЕШЬ, 
Р (8) 适合 五 (1) ЖЖ, БАН ВАНО АЕ $ 与 
go 是 适合 H (nu) 条 件 的 . 
所 有 这 些 都 可 以 从 公式 


用 十 7 一色 一， 
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Ро) | 00) 00 вв) | ош 5) du (7.2) 


导出 ,从 而 


а н). 2) _ = а-а) 8-а (8а) 144. (7.3) 


9° Эс п Ч 
ФЕ (во, $) 
Әз дв ° 
还 可 以 导出 下 列 精 论 ， 如 果 (8) 适合 Н (р) 条 件 ,那么 ,这 些 n 
阶 偏 导 画 数 都 可 以 写成 形式 
К (зо, $) 


[8—0 |^ 2 


b+l=n 


(7.4) 


其 中 1 一 w<X= 常 数 <1， 而 (в, 9 对 两 个 变量 是 适合 Н 条件 
的 ;此 时 , 可 以 在 上 述 区 间 内 任意 地 选取 ， 

为 了 证 明 这 个 车 花 , 我 们 可 以 利用 公式 人 .3)@ 的 某 些 变形 的 
公式 , 我 们 可 以 用 下 法 得 出 这 些 变形 的 公式 ， 假定 >1, 双 在 公 
式 (7.8) 中 把 上 改写 成 (8 一 1) , 着 且 改 回 到 原来 的 积分 变量 c 一 
so 十 ww(s 一 80) , 我 们 就 可 导出 公式 
д" Р(з, 8) 1 

95-10%, (8— 80)" 

将 两 端 对 з 微分 ; ЗЕ 121, 再 改 回 到 积分 变量 我 们 容 

易 得 出 


ӘР (80, 8) 
дз" дзі 


__1 

$ — 80 

р В № ВНЖ — ЗЕНА , ЛИВНИ Е, ЗАРЕ ИВ Н 
类 似 的 公式 ， 亦 就 是 , 当 #=n, 7 二 0 时 


Ф ”我们 不 能 直接 利用 从 (7.3) 将 7 换 成 (n 十 而 得 出 的 公式 , 这 是 因为 我 们 并 
没有 假定 导 画 数 О (5) 的 存在 性 ， 


[CC 


[а= 101—4) (по —– В) [804-0 (8—8) ]4и. (7.5) 
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DA (go, 8) 
дз" 
1 у 1 
Р) а шау [sot us—s0) Ju}; (7.6а) 
8 — 80 0 А 


在 =0, 1 一 m 情形 下 的 公式 和 上 面 公式 的 区 别 仅 在 于 记号 上 的 不 
同 ， 用 g (so, 8) 表示 任意 一 个 这 样 的 公式 的 右 端 中 六 (一 so) 的 
ЗЕ, А ТЕ, ч 7 (8) ЕН (и) 条 任 时 ,2 (so, 8) 对 两 个 
变量 亦 是 适合 豆 (w) 条 件 的 , ЗЕН. p(so so) =0Ф. 因此, 依据 在 
85 (7° ВО) 中 所 讲 过 的 车 果 ,这 些 右 端 可 以 写成 形 如 (zZ. 和 的 形 
式 : 


Фф (зо, 8) 一 Ф (50, 5) А 1 1— 1 
8—80 + |8—80|1-^ |8—80|^ ” и<^<1, 


于 是 ,就 证 明了 我 们 的 和 结论. 

3° 我 们 把 上 面 的 糙 果 应 用 于 某 些 简单 而 重要 的 实例 上 . 

假定 工 = ар ЕЖУ. 此 外 ,还 假定 工 在 点 t==s 十 包 处 
的 切 米 与 任 一 固定 方向 (例如 , Оз 轴 方 向 ) 之 问 所 夹 的 角 9 (0) ( 从 
固定 方向 量 起 ) 是 适合 五 (4) Же. ЖА, 显然 坐标 "一 z(s) ， 
y 一 y(s) КА $ В 

2' (8) 一 080， yy(s)=sing 
НН (ш) ЖИ. 196 
бв) он 


显然 亦 是 适合 同一 个 条 件 的 .现在 我 们 考察 比值 
2-6 8) (80) 
8—80 8—89 
НАБ о (80) КЛАРА Г. ВЕ Г ВИС ъ= 1 的 情形 
下 ) ,上 述 比 值 对 两 个 变量 з 与 so 是 适合 Н (р) 条 件 的 . 


Ф 我 们 指出 , 在 公式 (7.5) 中 ， 
wel (1—0) 1-1 (пи Ю)аи= ~ A (1—и) 1, 
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ЗМЕНЕ Г. НМ 2 和 如 ЙОК 

9 (20, #) =arg(t 一 t0) 十 常数 
此 处 ,正和 在 上 一 节 3° ° 段 的 例 中 那样 , 9 (00, 0) 表示 向 量 ВЕ ЖЕ 
一 固定 方向 之 问 所 夹 的 角 , 并 且 它 是 从 固定 方向 量 起 的 ， 亦 象 在 
那个 例子 中 那样 ， 芹 时 当 点 十 与 如 彼此 不 重合 时 ， 我 们 锡 定 好 逮 
和 炽 地 改变 8 (to t)， 当 这 些 点 彼此 相遇 时 , Д9 (6, 日 产生 一 个 等 
于 zt 的 奇数 倍 的 跃 度 . 

我 们 来 证 明 , 在 上 述 条 件 下 , 画 数 } (о, В 对 定点 如 和 支点 
ДЕК абу 和 to5 中 的 每 一 个 上 都 单独 地 适合 五 (jw) 条 件 ， 对 定点 
t 和 动 点 如 的 情形 , 亦 有 类 位 的 车 果 . 

不 失 一 般 性 , 显然 可 以 假定 , Пар 是 标准 弧 ， 如 果 规 定 Os 
轴 的 方向 与 这 一 条 红 在 某 一 个 点 处 的 切线 是 相互 平行 的 ， 我 们 就 
有 w'(s) 0, 且 当 sz 时 ,oz(s) 一 z(so) 关 0. 

我 们 合 


Х(а, 8) — 2090018) ye, з) 00-06). 


依据 在 1° Вен АЕ ОНИ Е, РНС Х (50, 8) № У (80, 3) 
在 过 上 都 是 回转 的 ,着 且 它们 都 适合 Н (ш) ЕН, Х (в, 3) 
关 0. 我 们 将 把 


arctg т. з) 


з) 
理解 为 在 Г ЕЧЕН, ЖА, 
У (5, У (зо, 8). 

Х (80, 8) 
ЖАБ, 当 点 二 与 如 彼此 不 相遇 时 , C 保持 常数 值 , 并 且 仅 当 这 些 点 
彼此 相遇 时 , C 才 产生 一 个 (等 于 的 奇数 倍 的 ) 跃 度 ， 

因为 公式 (7.6) 右 端 的 第 一 项 显然 是 适合 及 (w) 条 件 的 ， 因 

此 , 便 让 明了 我 们 的 和 结论. 


g(to, #) —arctg у +С, (7.6) 
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将 等 式 (7.6) 两 端 对 s 或 者 对 so 微分, 并 且 把 2° ВЕНЫ 
应 用 到 Х (55, 8) ЖУ (а, 8) 的 贪 导 画 数 上 ,那么 , 我 们 容易 断言 ， 
ре 

К* (to, £) 
|2—8[^ 7 
其 中 和 是 某 个 小 于 工 的 实数 ,而 (Ы, 0) 对 两 个 变量 都 是 适合 Н 
条 件 的 如 果 再 注意 到 在 这 让 一 开 首 所 指出 的 关于 比值 2—70. 的 
人 性质 ， 我 们 便 可 以 导出 ， 仿 时 画 数 .5。 及 2 都 可 以 表 成 下 过 形 
式 : 
К (1, #) 


Таар 9 | 


的 精 论 ,其 中 К (fo, 0) 对 两 个 变量 是 适合 Н 条 件 的 . 
我 们 顺便 可 以 推出 275 2 的 明显 表示 式 ， 亦 就 是 , 为 了 
书写 简单 起 见 ,假定 角 0 与 #3 都 是 从 Oo 轴 量 起 的 ,对 等 式 
(2—6) =Inr+ 讼 ，7=1t 一 lo|， 
两 端 微分 ,我 们 便 得 出 
1 0r is 1 @_ в во 


т Os Os ть ds те т” 


让 此 , ВВ ра ЕВ , ЗАРЕ 549 


99 _ зв(9-—8) _ зта(%, 0) 
дз т т ’ 


(7.7) 


其 中 a(b, 0) 表 示 点 二 处 的 ( 正 ) 切线 与 向 量 Е СМК 59, 
且 它 是 从 后 者 量 起 的 ， 类 伏地 ,可 以 得 出 ， 
28 _ _ sin(Go—8) _ sinalt, to) 


95° т т 


其 中 bo 是 点 加 处 的 ( 正 ) 切 线 与 Oz 轴 之 间 所 夹 的 角 , 而 a(t, ®) 
. 是 这 一 条 切 如 与 向 量 广 之 们 所 夹 的 角 , 并 且 它 是 从 后 者 量 赵 


(7.8) 
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УФ. 
和 上 面 完 全 类 似 , 并 且 同 样 简 单 地 可 以 证 明 下 这 一 般 精 
果 . 
ОЕ т а -9 = ,或 者 假定 坐标 4(3) 
与 y(s) АНИ и Пе. 那么 , п ИМЧ 


Od (to, 8 


т”, Ва (7.9) 


0 ж а Н(и) ЖЕ, Ж 


么 , п И ЖС (7. ила Ф Н (р) 条 件 的 ， 而 
ЕН 
919 (to, 2) 


ВЫ 大 十 一 多 十 二 (7.10) 
可 以 表 成 形式 
K (to, 0) 
ГЕУ 5, (7.11) 


其 中 入 是 小 于 1 的 实 常数 ,而 о, 四 对 两 个 变量 是 适合 Н 条 件 
的 . 

特别 是 , 当 一 阶 导 画 数 4 зева, ЭЛЬ, За Г А ЯГ 
争 变 化 的 上 曲率 


时 (其 中 是 带 有 符号 的 曲率 秆 径 ), 则 仿 导 画 数 5。 ，-3 -都 是 过 


#100. 如 果 , 除 此 而 外 , 曲 牵 双 是 适合 Н (р) 条 件 的 ,那么 ,这 些 偏 


Ф ”依据 公式 (7.7) ,并 注意 到 ,由 画 数 8 (10, 4) 的 定义 ,我 们 有 站 (t,to) 一 六 (to, 0) 
二 常数 ,此 处 常数 是 7 的 一 个 奇数 亿 的 数 , 那么 , 只 要 交换 如 与 所 处 的 地 和 位 ,立刻 便 
可 以 号 出 公式 (7.8). 

Ф ”参看 这 一 节 末 尾 的 注释 1， 
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导 画 数 也 适合 Н (и) 条 件 . 

注释 工 _ 上面 在 某 些 情况 下 , ВИЧЕ Т, 在 i= 如 处 是 
间断 的 画 数 》 (№, #) 之 仿 导 画 数 的 连续 性 ( 仿 导 画 数 因此 亦 都 是 
存在 的 ) ， 在 这 些 情况 下 , ЧАД, 24 РАБ Ву, 所 考虑 的 偏 导 
画 数 是 存在 的 ， 井 且 当 + 与 如 趋 于 同一 个 值 时 ， 所 考虑 的 偏 导 画 
数 趋 于 完全 确定 的 极限 . 

注释 2 在 应 用 中 常常 会 遇 到 角 0 是 适合 Н 条 件 的 那 一 种 曲 


地 叫做 Ляпунов НЕС, Е). 


58. ЕЕЕ ЕНУ Н ЖЖ, Но К, 
Н* 5. Hs К 


ИЗЛЕ ЖЕ ЛЕНЕ ЖЕБВННИЯЕ ВИК, ЕН 
引进 一 些 在 今后 要 用 到 的 概念 

12 于 是 , 假定 工 为 任意 一 条 逐 段 光滑 曲 粮 [在 $1 (4° 段 ) 中 
已 答 出 过 的 定义 的 意义 下 ]. 

我 们 用 o(% 一 1, 2, …, п) 表示 曲 粮 工 的 竺 点 (包括 端点 在 
内 ), 或 者 在 没有 必要 就 到 这 些 稿 点 的 区 别 时 ,我 们 简单 地 用 。 来 
表示 它们 .我 们 将 用 I(4 一 1, 2, …, р) 表示 构成 卫 的 那些 
简单 的 光 渭 弧 ， 我 们 仍然 把 工 上 不 是 类 点 的 点 叫做 普通 
点 . 

22 假定 p() 是 荆 上 点 + 的 某 个 丽 数 , 它 在 普通 点 处 以 及 在 
千 点 处 都 是 单 值 确定 的 。 当 画 数 g (0 在 构成 荆 的 每 一 条 (于 中) 
弧 1, 上 都 适合 Н (р) 条 件 时 ,我 们 就 说 这 一 个 而 数 在 荆 上 是 属于 
Н 类 的 ,或 者 更 仔 和 地 说 它 是 属于 如 (j) 类 的 

о (0) ЛЕНЕ 的 
充分 小 邻 域内 的 那 一 部 分 上 是 有 定义 的 ,并 且 是 属于 (и) 类 的 ， 

Ф ”我 们 提醒 一 下 , 当 端 点 属于 纸 时 ,我 们 就 称 比 ( 艇 开 ) ЗАЛЕ, 
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那么 ， В, p(t) 在 车 点 с ЕРАТА жю, 或 者 


3° М Ев. 假定 фь (В) Е 
分 别 单 值 确定 在 构成 工 的 (于 ) Г, ЕВ (6—1, 2,，…, р), 
叉 假 定 9 (2) ЖН ЕЕ УЕ Г Е: 
Ф(0) =фь(0) IEL:, h=1,2,.%,9. (8.1) 
这 样 一 来 ,西数 то 在 工 上 所 有 普通 点 处 以 及 所 有 端点 处 
都 是 单 值 地 确定 了 的 . 但 是 ,在 有 几 条 纸 相 遇 的 车 点 处 ,如 果 不 改 
Е 天 ) 它 通常 可 能 是 不 确定 的 ,不 过 , ЕА 
后 ， 如 果 丰 特别 作 相反 的 声明 ， 当 讲 到 画 数 g (0) 在 任 一 个 结 点 с 
处 的 值 时 ,我 们 总 认为 它 是 下 列 各 个 值 之 一 : 
V(c) 一 px(ce)， b= Ез, e's (8.2) 
Жн, Ба, 7 是 在 车 点 с 处 相遇 的 弧 Lr 之 标号 ЗАТЕЯ, 当 
讲 到 值 gC0) 时 ,我 们 总 认为 ,点 6 是 属于 过 с 点 的 任 一 条 弧 Ls 上 
的 . 
Ви, АЕ фк (0) 在 二 上 处 处 都 不 取 值 零 时 ,我 个 总 是 
指 :在 所 有 普通 点 处 gp (0) 0, ПОТЕ, Фь(с) +0, Ё =, Ёа, 


如 果 每 一 个 画 数 gx(b) 在 对 应 的 ( 开 ) 缴 Га ЕЛЕНЫ Н Е 
的 ,那么 ,我 们 就 吏 , 而 数 p(t!) 在 荆 上 是 居于 Но ЖЕН. алк 
gx(t) 只 是 在 弧 Lx ЕН с 附近 充分 小 的 部 分 上 是 有 定义 的 ， 提 
且 是 适合 Н ЖЫЮ, 那么 , ЗИРЕ, p (0) ЖЕНЫ о 的 邻 域内 是 


ооо о в 


Ф хиа, ро НЕА Н (п) ЖН ФО, 适合 条 件 
[ф() -ф(й) | 所 4| 刀 一 人 (4= 常 数 ，4= 正 常数 )， 
НН Я 19 К Lk 上 靠近 о 的 任意 两 个 点 ,而 Гл 是 任意 一 条 以 2 ЖЖ КНУ (И 5 
ts 中 有 一 个 点 与 0 重合 的 情形 也 不 例外 ) 。 
рН, 当 点 到 与 妇 位 于 在 с 处 相 过 的 不 同 的 绝 上 时 , 只 要 这 些 弧 在 © 点 彼此 
不 相 切 , 而 是 相交 成 非 钝 角 ，, 那么 ,上 还 形式 的 不 等 式 亦 是 成 立 的 ; 参照 本 书 末 昆 的 附 
зк (1° В). 
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вно. 

45 如 果 定 义 在 也 上 的 画 数 9 (8) ЕН Ги К 
糙 点 的 并 部 分 上 都 是 适合 Н ФЕН, 又 在 任意 的 转 点 c 附近 , "Е 
可 以 表 成 形式 


0-00. (0<a= 常 数 <D， (8.3) 


其 中 ре) ЯЕ с 的 邻 域内 是 属于 Но 类 的 0 , 我们 就 说 , ФО Е 
上 是 属于 五 类 的 .如 果 表 示 式 (8. 3) 只 在 已 知 精 点 ¢ 的 附近 成 
立 ， 那么 ,我 们 就 襄 p(t) 在 с 的 邻 域 内 是 属于 五 类 的 . 

5% 最 后 ， 如 果 对 于 每 一 个 任 : 意 小 的 a, ИЖ p 人 ТЕЖЕ с 的 
邻 域内 是 属于 Н" 类 的 ， 亦 就 是 ,车 对 每 一 个 任意 小 的 (>0)， 
| 一 ol*p (9) 是 属于 五 类 的 ,那么 , 我 们 就 说 , pb) 在 6 的 邻 域内 
是 属于 Н. 类 的 . 

如 果 上 进 条 件 对 于 所 有 的 精 点 都 是 适合 的 ， 并 且 可 能 除了 在 
业 点 的 邻 域外 , 画 数 р (Р) 处 处 都 是 适合 Н 条 件 的 , 那么 , 我 们 就 
8р0) 在 二 上 是 属于 НЮ. 

例如 ($6, 3° 段 ) , 画 数 (i 一 c)3[ 其 中 B68 为 任意 实数 ] 在 c 的 邻 
域内 是 属于 Но 类 的 ; 这 是 Не 类 中 有 界 画 数 的 例子 ; Па (i 一 0) 可 
以 作为 Н: ЖЕНЯ. 

6° 可 以 把 上 面 所 引进 的 定义 ,自然 地 推广 到 给 定 的 深 段 光 清 
曲 杀 工 上 的 几 个 变 点 的 画 数 的 情形 . 

例如 ， 如 果 荆 上 点 石 与 二 的 责 数 p(y, +) МЕ Р ВУ 
变量 所 是 属于 互 o 类 的 ， 又 当 固 定 值 吉 时 对 变量 加 是 属于 Нож 
的 , 我 们 就 说 , ФОз, ta) 在 上 上 是 属于 Ho 类 的 . ИЖ: 
来 ， 如 果 Га, Ть, 四 Ls 是 构成 Т ВС К, № 2, 按照 定义 ， 
ФС, в) = фу, в), 8, 了 =1, 2,…, р, 其 中 фий, ба) Е 
о (任意 小 地 ) 卉 大 & 的 值 以 后 ,可 以 使 得 9* (是 属于 НЗ Саен 
НИТ), 
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МА 59 Г, Еды В Ь ВЖЕ РЕЯ РЕН 5 
适合 Н ЖЕ. мы ть ВЕНУ, (6а, is) 的 值 根 
ФЕ Гл, Га, ***, Ls 中 过 给 定 结 点 的 那些 弧 上 的 值 (我 们 把 
这 些 业 点 算 作 那 些 弧 上 的 点 ) 来 确定 . 

注释 工 如 果 我 们 尤 许 所 考虑 的 函数 不 仅 在 嫩 点 处 可 以 具有 
上 上 述 类 型 的 奇 性 ， 而 且 在 二 上 任意 给 定 的 有 限 个 其 他 点 处 亦 可 以 
有 这 一 种 类 型 的 奇 性 , 那么 我 们 并 没有 得 出 推广 ， 实际 上 , 我 们 
可 以 把 这 些 葵 定 的 点 都 轨 和 车 点 .我们 以 后 便 是 这 样 来 处 理 
的 . 

注释 2 Мож, Н. Нр НА Н" 26; 
例如 ,如 果 在 (8.3) 中 а=0, 那么 , ФФ) ЖР Но 26, 


$9. ЖЖЕНИЕ 


1° 假定 工 是 一 条 深 段 光滑 曲 禾 ($1). 

容易 看 出 (参看 $2) , 圈 各 工 上 每 一 个 不 是 其 烙 点 ( 曲 粮 工 的 
端点 亦 包括 在 内 ) 的 点 如, 都 可 以 画 出 一 个 第 径 为 充分 小 的 图 , 而 
工 把 这 一 个 图 分 成 两 部 分 , 当 循 着 工 的 正方 向 来 看 时 ,这 两 个 部 分 
分 别 在 荆 的 左边 和 右边 .与 此 相应 , 我 们 可 以 考虑 点 如 的 左 邻 域 
和 右 邻 域 . 也 显然 ,应 该 怎样 来 理解 , 曲 科 荆 上 不 包含 辣 点 的 任何 
部 分 的 左 邻 域 和 右 邻 域 . 

我 们 分 别 用 加 在 上 和 角 的 符号 十 
或 一 ЖЕНИ ЖЕ Е 
邻 域 及 右 邻 域 钓 其 他 记号 . 

如 果 工 是 一 条 简单 的 光 背 曲 入 或 
者 深 段 光滑 曲名 ， 它 由 包 图 平面 上 某 
个 连通 部 分 @ ( 亦 就 是 ,平面 上 某 个 区 
域 ) 的 一 些 封 阴 园 米 所 构成 ,我 们 总 可 图 4 

Ф “区域 ?这 一 个 术语 仅 用 求 表 示 平 面 的 连通 部 分 . 
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以 这 样 来 选取 工 的 正方 向 ,使 当 沿 着 上 循 这 个 方向 移动 时 ,这 个 区 
域 永 远 保 持 在 工 的 左 侧 或 右 侧 ( 图 4) ; 在 这 种 情形 下 ,我们 通常 用 
ST 表示 保持 在 左 侧 的 部 分 平面 ,而 用 9- 表示 保持 在 右 合 的 那 一 
部 分 . 

2° 假定 (2) 是 平面 上 点 2 一 zx 十 yy КАЖ, ЛЕНЕ 
邻 域内 ,可 能 除了 工 上 的 点 外 , 处 处 都 是 有 定义 的 , 而 且 都 是 连续 
й. ВЕ Р Ея ЕВ. Яп МЕ. 

如 果 当 ? 沿 着 任意 一 条 保持 在 18 的 左 侧 (或 者 右 便 ) 的 路 径 
而 趋 于 е р, 9% Ф (2) 趋 于 一 个 确定 的 极限 B*0) [或 者 7 (4)]， 
我 们 就 说 , 画 数 Ф (2) 可 以 从 左 侧 ( 或 者 右 侧 ) 连 种 拓展 到 点 2 上 . 

当 且 仅 当 在 这 种 情形 下 ， ЗАСТ ВЕ, ЖФ (2) 在 点 处 取得 
左边 值 [或 者 右边 值 ] @ . 

如 果 画 数 $ (2) 可 以 从 左 侧 [或 者 右 侧 ] АИТВ Г 

= Г 的 每 一 个 点 上 ,我们 就 说 , Ф(2) 可 以 从 左 侧 СА 


1 й знао. 事实 上 ， 按照 条 件 ， 对 于 任意 预先 答 定 的 
8220, 均 存 在 仅 依 顿 于 8 的 6>0 (Е ЖЕ), 使 当 [2 一直 <6 
且 2: 位 在 过 的 左 倒 时 有 

|Ф (0) –-Ф*(0) |<. (ж) 
ЗЫ г Т Б 5—0, 11—20. 如 果 z 保 留 在 工 
上 的 左 个 ， 并 且 适 合 条 件 [2—1 <8, ЕЖЕ, ЖА, Ф() 将 


Ф 这 是 指 ， 

Ф(2) =0(0, у) +1 (0, 0), 
ЖРО (т, у) ЖУ (Е, у) 是 变量 z 和 2 的 某 些 实 函 数 。 

© ЕВ, чет ЕВ, 2 所 取 值 的 集合 , 除了 受 条 件 |21100 以 及 z 位 
在 工 的 左 ( 右 ) 便 的 限制 而 外 ,不 再 有 别 的 限制 。 

图 “在 本 书 正 文中 所 葵 出 的 定义 与 下 述 定 义 是 等 价 的 : 如 果 对 每 一 个 任意 小 的 正 
ге, 都 可 以 选取 到 这 样 的 正 数 5, 使 当 2 位 在 工 的 左 倒 ， 且 适合 条 件 [2—1| < 时 ， 
就 有 |Ф(2) – Ф+(0) | <s, 我 们 就 说 ,5(z) 在 点 і 处 取得 左边 值 人 B+ (t) 。 对 右边 值 次 
有 类 似 的 等 价 定义 。 
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ёр Ф (Р); 但 是 ,从 (*) 可 以 知道 ， 

[B+ (0) 一 和 (0) |<е, 
而 这 亦 就 起 明了 我 们 的 车 葵 ОЧЕР Ф (1) 亦 可 以 类 似 地 进行 推 
导 )9 . 

由 上 述 可 以 知道 ,如 果 用 S* (5) ЗН Л 的 左 ( 右 ) 邻 域 ， 
МНН Ф(2) 17 Е Ф (0) 19-(0)], ЖА, М Ф(2) 在 
8*+1'(05-+17) 上 将 是 连 种 的 . 

3° 我 们 还 要 指出 一 个 几乎 是 很 显然 的 事实 ,我 们 在 以 后 常 要 
ЯЗГЕ. 

假定 а 是 上 上 的 一 条 标准 弧 . АП ЖИ 
П, П 中 每 一 条 直 灯 同 о 的 切 秦 所 夹 的 非 钝 角 均 不 小 于 某 个 定 
角 Bo>oo, 而 oo 是 标准 弧 定 义 中 所 出 现 的 够 角 (8 2); 因此 , 我 们 
知道 (8 2) ЖП 中 每 一 条 直 米 4 СЕЛОТО ФУ а 
和 2 ВЕНЕ До 和 Дь 之 问 ) АА а6 交 且 仅 交 于 一 点 ， 更 在 
我 们 假定 , 当 2 保持 在 ар НЕ (СИИ) ВАЖНА П 中 
的 一 条 直线 4 而 趋 于 + 时 , ФС 一 致 地 趋 于 B+(W) (ок Ф-(0). 
95 2., В Ф (0) АЛИСА) ВАЗЕ ЕТ ab 的 任何 
一 个 不 包含 它 的 端点 的 部 分 上 . 

事实 上 , 首先 可 以 从 趋 于 极限 的 一 致 性 得 出 , мк 
Ф+ (0) 1Ф- (0) МЕ 05 上 是 连续 的 .现在 假定 * 治 着 任意 一 条 例如 
保持 在 26 的 左 侧 的 路 径 而 趋 于 绝 аб 上 的 点 二 而 上 不 与 00 Муў 
点 重合 . 当 |z 一 计 充分 小 时 , ОЕ ПОРЕ да о 的 直线 
ЭЩ a5 相交 于 茶点 # 此 时 量 2—7 和 上 一 让 可 以 是 任意 

”从 证 明 本 身 可 以 看 出 , 甚至 在 下 述 情形 , 邹 如 果 不 要 求 &(z) 是 过 篇 的 ,而 只 
要 求 Фо 可 以 从 左 便 或 者 右 侧 过 炉 拓 展 到 部 分 L' 的 每 一 个 点 上 上 ， 那么 有 关 B+ (0) 
和 人 (0 的 连结 性 的 命题 仍然 是 成 立 的 .这 个 命题 是 属于 Р. Painlevé 的 ; 例如 ,可 
以 参看 W. Е. Osgood[1] 第 53 Е. 


亦 可 以 参看 吴 新 谨 等 籽 的 数学 物理 方程 第 一 其 (科学 出 版 社 , 1958 年 ) ,第 8—9 
课 者 注 


я. 
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小 的 @. 

因此 , 差 式 

Dz) —Ф* (0) -[Ф(2) —$*(7)1-+[Ф*(Р) –Ф* (0)] 

ЕЖИКИ КАНЕВ Г ВИНО ЗВ. 

4° 到 目前 为 止 ,我 们 在 讨论 边 值 时 ,都 除去 了 曲 焰 工 的 烙 点 . 
现在 假定 t=c 是 一 个 精 点 (特别 地 , 上 可 以 是 它 的 端点 ) . 

构成 曲线 二 的 霸 且 在 烙 点 ЕЖЕ, ас 的 
邻 域 分 成 有 限 个 具有 公共 顶点 。 的 局 形 ci са, …, on( 图 5,4). 
如 果 当 2 沿 着 任意 一 条 保持 在 局 形 or 内 部 的 路 径 而 趋 于 时 ， 
G(2) 赵 于 一 个 确定 的 极限 ,那么 ,我 们 就 悦 , ВФ) 可 以 从 局 形 
съ ПЕНИЕ с 上 ， 我 们 把 这 个 极限 叫做 画 数 @(z) 在 点 
6 处 从 属 形 ow 内 取得 的 边 值 . 


Sua” 


Г 5 Г ЕО оъ КН (НЕ 为 其 公共 端点 )， 
ХЕ Ф (2) 可 以 从 局 形 oz МЭ ЕЕ ЕМУ РЕД 
的 曲 黎 БГ 的 所 有 点 上 以 及 结 点 上. ЗИМН ФО Зе й 


Ф 这 可 以 从 考察 三 角形 stt ИЕН. РУРК 00 ЯРА 07е © ТЫ А0 (ЭЕ Ф) 
夹 角 由 不 小 于 某 个 角 oo>0 ($2), Н, 我 们 显然 有 
I -te [2—2 и, [z 一 и =. = < 上 一 2] . 
Sin о Sin Sin wo 
@ 这 个 语法 的 意思 显然 是 : 从 局 形 ck 内 到 ЖЕ (或 者 1) 的 点 t 上 的 拓 
В, ЖА Г (或 者 Г") 的 左 俩 或 者 右 俩 拓展 到 点 г 上 ,而 这 是 与 局 形 o% 在 (或 者 
也 ) 的 左 侧 或 右 便 有 关 的 ， 
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ЖФ) 在 ; 处 的 边 值 (=c 的 情形 并 不 除外 ) ， 此 时 ,容易 看 出 ， 
НЫЕ Тг "БАГ Е ОВНА ФО) 在 点 。 的 邻 域 内 (包括 "在 内 ) 
是 连 逢 的 ;其 证 明和 2° 用 中 类 似 的 命题 的 证 明 汽 有 什么 区 别 . 如 
果 再 把 ФО) 当 作 夯 数 有 (2) ДЕТ 上 (又 在 点 。 的 邻 域内 , 包 
括 e 在 内 ) 的 值 ,那么 , 画 数 $(z) 在 由 局 形 ox ПЕ РТ 
所 构成 并 包含 在 以 < 为 中 心 的 充分 小 的 贺 内 的 阳 域 上 是 连续 的 . 

5 在 当 业 点 。 是 曲 米 工 的 端点 的 特殊 情形 下 (图 5,5) , 我 
们 只 有 一 个 由 沿 着 工 将 点 6 的 邻 域 制 开 而 构成 的 “ 属 形 ” со. 

容易 看 出 , 上 述 命 题 可 以 应 用 到 这 一 个 特殊 情形 上 ， 如 果 当 
с 沼 着 任意 一 条 不 与 工 相 员 的 路 径 而 趋 于 端点 " 时, ВН 6 (2) 趋 
于 一 个 确定 的 极限 ,那么 ,@(2) 就 连 秆 拓展 到 е 上 , 如 果 这 一 极限 
是 存在 的 , 它 便 是 (2) 在 点 处 的 边 值 ;我 们 简单 地 用 Ф (0) 来 表 
示 它 .如 果 画 数 画 (2) 可 以 从 左 侧 及 右 侧 速 和 项 拓展 到 曲 薰 工 上 位 于 
端点 < 的 邻 域内 的 所 有 点 t 以 及 端点 。 上 , 那么 , НЕ 中国 及 
g- (ОЛЕГ Ее Раа, ЕН. 


lim Ф+ (В = Шо Ф-(Ф =$(0). 
1>с с 


注释 1 在 本 书 正 文中 ,以 后 各 处 每 当 讲 到 某 一 个 画 教 Ф(2) 
的 边 值 以 及 在 应 用 记号 于 (2) жп Ф (0) 时 ,我 们 总 是 认为 ,这 些 极 
限 是 对 应 地 治 着 任意 一 条 位 在 也 的 左 倒 或 者 右 倒 的 路 径 而 取得 
的 ;此 时 ,当然 要 假定 点 t 不 与 精 点 重合 。 通 常 在 讲 到 在 t 处 的 左 
边 值 或 者 右边 值 时 ， 如 果 不 作 相反 的 声明 ， 都 假定 了 点 2 КЕ 
点 . 

注释 2 以 后 在 正文 中 很 多 (特别 指出 的 ) 地 方 ,要 指出 已 叙述 
过 的 烙 果 的 某 些 推广 ,而 不 加 以 永明 . 在 这 些 地 方 , 有 时 把 画 数 
Ф( 的 边 值 Ф" (0) 和 Ф (0) 理解 为 沿 着 不 相 切 的 路 径 而 取得 的 
边 值 , 或 者 , 更 确切 地 讲 , 当 % 从 工 的 左 倒 或 右 侧 趋 于 上 时， 如 果 
ВЕРЕ 13 ГЕ Е 处 的 切线 所 夹 的 ( 非 钝 ) 角 保持 不 小 于 某 个 固定 
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的 (充分 小 的 ) 鲁 角 , ЖА, ЖФ 的 极限 就 是 810) 或 者 
克 -(D)。 这 种 极限 有 时 叫做 角 边 值 ， 当 沿 着 任意 路 径 的 边 值 不 存 
在 时 ,这 些 边 值 也 可 能 是 存在 的 . 


$10. ЗБ 


15 假定 也 所 表示 的 曲 维 和 上 一 节 中 所 表示 的 是 相同 的 , 而 
Ф(2) 是 在 z 平面 上 的 每 一 个 不 包含 曲线 忆 上 的 点 的 有 限 区 域内 
ЗИК, НАБ ЕВ Ф (2) 可 以 从 左 侧 及 右 仙 连续 拓展 到 
Р.Е, ЖЕ ЗЕ К ЖЕ: 


1$ (2) |<o (10.1) 


22“ те 2 
其 中 。 为 对 应 的 精 点 , КФ Да ЖЕН, НИИ 
Ва<1. 

АННЕ СНА С СОА В 
ЗЕВС НЫЕ. 

о и: 8] 
и 
ЖАК (10.1) з, ВА, ЗИМЕ БЕНИН; 实际 
上 (参考 $8 末尾 的 注释 1), 我们 可 以 把 这 些 点 归 太 精 点 . 

а Ф (2 ДЕЯ 

000) = За (10.2) 

中 只 具有 有 限 多 个 2 ЕЖЕ, ЗИМА, ФО) 在 无 穷 远 处 有 有 
限 阶 . | 

如 果 аъ ЛЕК (10.2) 中 最 后 一 个 不 等 于 雳 的 系数 (我 们 现 


在 除 掉 了 所 有 4 一 0 的 情形 , 亦 就 是 , 除 掉 了 在 包含 点 ?一 ce 的 某 
一 个 区 域内 $Ф(2) =0 的 情形 ) , 那么, 我 们 就 说 , Ф(2) 在 无 穷 远 处 


Ф 为 了 避 腕 混 涌 起 见 , 已 将 大 写 的 C 改 为 五 。 一 一 请 者 注 
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的 阶 数 为 8， 当 >0 时 ,点 z=oo ЕВ Ф (2) 的 上 阶 极点 , 而 当 
<0 时 ,点 2 一 co 则 是 这 个 画 数 的 (一 及 阶 (或 重 数 ) 需 点 (或 根 ) ， 
и =0 时 , 亦 就 是 , 当 Ф (оо) = 是 一 个 确定 的 、 异 于 零 的 有 限 数 
时 ,为 了 方便 起 见 , 我 们 就 说 , $(z) 在 2 оо 处 有 零 阶 的 极点 或 者 
НЕМА. ВЕН, З ЕСО 时 , 我 们 就 说 ,@(2) 是 包括 无 穷 远 
25 我 们 更 在 提醒 一 下 ,我 们 以 后 常 要 用 到 的 解析 画 数 的 一 个 
著名 的 性 质 . 
假定 51 与 Ss 是 平面 上 两 个 没有 公共 内 点 的 ， 但 是 沿 着 某 一 
ДОН 了 相互 衔接 的 连通 部 分 , К 工 是 它们 边界 的 公共 部 分 ; 
我 们 不 把 工 的 端点 当 作 荆 上 的 点 . ВХ ©, ЖФ, 分 别 
是 在 9, 与 Ss АА, 又 可 以 分 别 从 9 及 В, РЕН 展 到 
工 上 的 画 数 ,还 假定 它们 的 边 值 在 Г 上 彼此 相等 : 
Ф,(# =Ф,(р, (10.3) 
此 处 以 t 表示 工 上 的 点 , Л $, (© 5 9,00) ван, 与 
Ф,(2) 的 边 值 ， 那么， Е Ф(2), 在 区 域 


D(z) =B1(2), м6, 时 ， 
Ф(:) =Ф, (2), 当 2ESs 时 ， (10.4) 
Ф(0) =$,@ =Ф,(0), 42-160, 
Ш, ШЕН ТОНУ т: Лал О Ф (2) 在 
ЯК Г, КЕЕ А Е бо Ну 56 РЧ 0 хе № НИ. 
Р у ААК РОЯ у, 使 得 7 恰好 与 上 相交 
于 两 点 a 和 05. 假定 o 是 由 YY 所 图 成 的 图 域 , 而 aa 与 cs 是 这 一 
个 图 域 分 别 位 于 Si 及 S's 内 的 部 分 ; НЕЕ у: 和 Ys 是 这 两 个 部 分 
al 与 vs 按 正 方向 的 边界 ; yz 与 ys 有 公共 部 分 60， 而 ?ya В уз 
在 аб 上 上 的 方向 正好 是 相反 的 . 
根据 Cauchy 定理 ,上 容易 直接 验证 : 对 位 于 区 域 01 或 者 cs 内 


ао 8—16 Cauchy 型 积劳 的 基本 性 所 
部 的 所 有 点 2, 我 们 都 有 


_ 1 Ф, (Ру 1 Ф, (ра 
20-5, 1—2 |, 7—2 


> 


因为 第 一 个 积分 当 zE€o1 时 等 于 Ф, (2), 当 zE€0s НР; 而 第 
二 个 积分 当 zE 0 时 等 于 (2) , М або: НИЕ. ЧН, 上 面 
两 个 积分 之 和 可 以 归 业 为 展 布 在 Y 上 的 一 个 积分 ,因为 ,依据 在 工 
上 成 立 的 条 件 (10.8), 展 布 在 弧 46 上 的 积分 是 相互 抵消 的 ， 因 
此 ,上 面 的 公式 可 以 改写 成 


210 Фй 
20-1] 204 


ЕНЧА а АЕ КТ, Эр, АЗК БК 
у РАВА пря. 

35 由 上 述 精 果 , ир рон Е Л ЕН К ВЕ 
论 . 
正 象 在 1° 段 中 那样 , 2 工 表 示 任 意 一 条 逐 段 光 请 曲 禾 , 而 
5(z) 是 具有 跳跃 曲名 ГИУ. 又 设 在 曲 米 荆 的 其 一 
部 分 LI 上 有 本 (有 一 5-0) ,其 中 下 示 部 分 上 任意 一 个 不 是 
精 点 的 点 (端点 亦 包 括 在 结 点 之 中 ) ， 那 么 ,在 Г 上 的 各 点 处 适当 
НЕТ Ф(2 的 值 以 后 , ЧЕТ РАВ ИН Г ВО Г ВАЗЕ, В. 
АВЕ Ф (2) 是 一 个 具有 跳跃 曲 米 Г. Г ИЖ. јх 
个 结果 可 以 从 2° 段 的 糙 果 导出 ， 值 得 怀疑 的 只 是 画 数 多 (z) 在 所 
去 掉 的 部 分 办 的 精 点 邻 域内 之 性 质 ， 但 是 , 如 果 注 意 到 , 由 于 
(10.1), 在 这 些 点 处 , Ф(2) 只 可 能 有 可 去 奇 点 @, 亦 就 是 说 , Ф(2) 
在 这 些 点 处 取 适 当 的 值 后 ， 便 可 以 使 得 它 在 那些 点 的 邻 域 内 是 全 
纯 的 ,这 个 怀疑 便 会 消除 . | 

45 Ене я) ре РАНЕ. 假定 BC%) 是 在 平面 的 基 


Ф ЯЗВ И. И. Привалов[6` 第 221-222 Н. 由 于 条 件 (10.1) (此 处 提醒 一 
№, 9<1), ВФ (0) 在 竺 点 0 的 邻 城 内 的 Laurent 般 数 不 包含 (? 一 2) МАЛЕЯ, 
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个 连通 部 分 (区 域 ) S ЖИ, ПП S 的 边界 包含 了 (无 葵 
怎样 小 的 ) 光 渭 弧 1 又 假 定 画 数 5(2) ГАИ ЯГ Е, ЗЕ. 
它 在 1 上 的 边 值 是 等 于 需 的 ; 那么 , Ф(2) 在 整个 区 域 3 内 是 恒 等 
рано. 事实 上 上 ,如果 S' 是 某 个 从 ?的 另 一 侧 和 区 域 5 衔接 着 的 
任意 区 域 , 那么 , 在 S' 内 和 在 1 上 全 多 (z) 一 0， ПиН 
9+5" 2 Ба Ф (2), "ЕЛЕ 8' 内 恒 等 于 需 , 但 是 ,这 样 
的 画 数 在 歼 个 区 域 8 上 +S + 石 内 必然 等 于 需 , 于 是 , 便 可 以 得 出 我 
Ня. 


П. Cauchy 型 积分 


在 这 一 部 分 中 ， 我 们 研究 在 下 一 节 中 要 定义 的 Qauchy 型 积 
分 的 主要 性 质 . 
我 们 在 以 后 镍 常 要 用 到 这 一 部 分 的 粘 果 . 


$11. Cauchy 型 积分 的 定义 


15 假定 工 表示 一 条 水 段 光 滑 曲 芒 , 又 假定 9 (0 在 工 上 , 可 
能 除了 在 有 限 个 点 处 外 ,都 是 有 定义 的 ， 我 们 将 假定 ， 夯 数 р (0) 
РЕ, 可 能 除了 上 述 点 的 任意 小 的 邻 域外 ,处 处 都 是 有 界 的 . 

在 构成 工 的 每 一 条 光滑 红 Lx(h 一 1， 2,…, р) Е, ИФ 
同时 又 是 + 对 应 的 绝 坐 标 * 的 画 数 。 在 以 后 各 处 , 当 我 们 讲 到 画 
数 рф 是 可 积 的 时 ,我 们 是 指 积分 


ев, в=1, 2, ep (0%) 


当 画 数 p (2) 在 Т, 上 有 界 时 , 它 在 Riemann 意义 下 是 存在 的 , 而 
ВИ g (人 无 界 时 , 它 在 “ 旁 义 积分 ”的 意义 下 是 存在 的 了 ， 如 果 


Ф Зри“ 义 积分 ”的 定义 是 分 析 教 程 中 所 答 出 的 那 一 人 定义 ; 例如 ,可 
参看 了. М. Фихтентольц[2], #22, 


42 第 一 章 Cauchy 型 积分 的 基本 性 质 
ВНЖ Ф (0) 是 可 积 的 ,另外 ,积分 


|, 10018, k=1 9, (+=) 


在 刚才 所 指出 的 意义 下 是 存在 的 , 我 们 就 说 , р (0) ЖЕ Г ЕЕ 
焰 对 可 积 的 。 如 果 画 数 p(t) 是 有 界 的 , 那么, 从 它 的 可 积 性 便 可 
”推出 它 的 移 对 可 积 性 ,而 如 果 p (О 是 无 界 画 数 , 那么 , 它 旗 可 以 
是 可 积 的 ,又 可 以 不 是 移 对 可 积 的 . 

我 们 提醒 一 下 ,如 果 画 数 p(t) 是 移 对 可 积 的 ,而 (0) 是 有 界 
ПНС А В о (0) (0) 亦 是 粗 对 可 积 的 . 

特别 是 ,出 此 可 以 导出 ,如 果 面 数 p (0) 对 з 是 绝对 可 积 的 , 那 
么 , 它 对 t 亦 是 站 对 可 积 的 , 亦 就 是 说 ,如 果 积 分 


|. Ф(РаЕ |: Фф ба 
是 存在 的 ,那么 ,积分 
| еа 
亦 是 存在 的 ,而 后 一 个 积分 应 就 理解 为 
[1201-92 јав 1р las, 
这 个 积分 正好 是 积分 (**) ， 反 之 , 从 对 + 的 起 对 可 积 性 亦 可 以 扒 
出 它 对 s 的 绝对 可 积 人 性 . 
жат, 展 布 在 也 上 的 积分 是 定义 为 展 布 在 Ls 上 的 积分 
之 和 , 亦 就 是 就 ， 
| p(t) ds— ый p(t)ds, 


|, 9 (9) = 5 | 0 (tat. 


2% 假定 工 , 正 象 在 上 一 段 中 那样 , ЗЕ ЯРО 28 НН #8, 
П Ф (在 卫 上 ,可 能 除了 在 有 限 多 个 点 处 外 , ЕН ЕН 
АХ. 
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ИРЕН 
Ф(2) | Ра! (1.1) 


22% Jr $8 


其 中 z 是 平面 上 的 任意 点 ;我 们 把 这 个 积分 中 做 Oauchy 型 积分 . 
有 时 把 面 数 9 (0 叫做 密度 . `` 

在 点 2 РНЕ Г БВ ИНК, 我 们 在 后 面 (8$ 18) 8% 
这 个 积分 以 完全 确定 的 意义 ; 但 是 , 暂时 , 我 们 将 假定 点 z ЖДЕ р 
上 . 

НФ) 在 每 一 个 不 包含 曲 米 荆 上 的 点 的 区 域内 都 是 
АНИМЕ. Ф(ос) 一 0; 更 确切 地 讲 , 对 于 大 的 |z|, 我 们 有 

(2) = о(2)* , (1.9) 


这 是 因为 上 是 有 限 长 的 . 
作为 例子 , 我 们 考察 当 工 = a6 是 一 条 简单 的 、 逐 段 光 请 的 做 

开 缴 ,而 9 (= 的 最 简单 的 情形 、 此 时 ,是 然 

Б 


__1 | at 1 bp—> 1 2—6. 
| то а о, 61.3) 
其 中 把 
2—4 а—2 


理解 为 在 沿 着 弧 аб УВЫ РА ЕЖЕЙ, 双 在 无 穷 远 处 取 值 
堆 的 画 数 的 一 个 分 枝 , 这 是 因为 由 前 述 精 果 , 总 有 Ф (оо) =0. 
$ 12， 和 对 数 势 的 联系 
Cauchy 型 积分 的 概念 和 展 布 在 曲线 二 上 的 单 层 对 数 势 或 者 
双 层 对 数 势 的 概念 有 着 紧密 的 联系 ， 我 们 在 此 处 对 这 种 联系 准备 
讲 几 句 话 . 
@ ИРИНЕ: 如 果 表 示 取 值 了 于 某 个 集合 了 上 的 变量 (一 般 来 讲 , БЕЯ 


变量 ) , 而 在 М 内 取 的 值 $ 按 模 是 可 以 任意 大 [任意 小 ] йу, ЯВА, ОС) 朗 表示 这 样 的 
量 : 当 的 值 按 模 任意 变 大 [小 ] 时 ,上 比值 C( ЛЕ ВЕН. 
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为 了 简单 起 见 ， 我 们 将 假定 了 是 一 条 光滑 曲 苞 ， 井 且 还 假定 
ФО) 是 实 画 数 ， 因 为 一 般 情形 可 以 直接 归 千 为 这 一 种 情形 . 
假定 : 不 在 Г 上 ,我 们 合 
Ф(2) 00е, у) #0 (е, у) = 90, (19.1) 


27% Јр 0—2 
ФОБИИ #3089. В 
上 一 2 一 6 ， (12.2) 
Ят [1—2], 8=8(2, 外 一 arg l(t 一?) .将 上 式 取 对 数 井 对 t 微 
分 (把 固定) ,我 们 得 出 
аа т.508 = 97-699; (12.3) 


1—2 т 
将 这 个 表示 式 代 大 (12.1) НР, ЕЕ В, Н 
公式 


1 1 an 
(е, 5) = от 
1 ашт, 1 ( реов(т, п) 
В 3], dn ds | т їз, (12.4) 
Ра, 0) = 3| едат 3 Ф 加 (2.5) 
а АЖ, 7 为 点 ДН 上 ИЕ, 而 (， ъ) 
у т 是 向 量 12 П п ХУ (Ч 6). 
ЖЕ (12.4) 中 进行 改变 时 ， 我 们 利 
用 了 关系 式 
48 аът 
б-р”, 42.6) | 
ЖЕНН ЛЕ РЖЕВ п ВН ВЕН Ех 


Ж (ЕКА ЯЕ ЕУ, Е 
好 象 在 Оту АА РБЕ, п ВН 1А] 
Т Л), 655 (12.6) Е 
数 mn (1—2) =00--1а r (2 为 常数 ,t 为 变量 ) 的 Qaucohy-Riemann 


П. Cauchy 型 积分 46 
方程 9. 
从 (12.49 可 以 导出 , U(w, Y) 是 密度 为 о 的 双 层 势 . 
在 对 (12.5) 进 行 了 分 部 积分 (为 了 简单 起 见 , 我 们 假定 9 具有 
对 于 弧 坐 标 s 是 可 积 的 导 画 数 号 ) 以 后 ,公式 (12.5) 可 以 改写 成 


_1[ 4 js 1. 
У, р д; 18 "48+ о ф(0) ть, (192.7) 


其 中 сь НН 工 的 端点 Кое), ПП т ЕАК 
(2, у) 到 点 с, Е. ЗЕ Г (на ЗИТ ВВЕ А, А, 


_1[ 4 
Є) -元 | 7d， (12.7a) 


后 一 个 公式 表明 :; 在 封 姑 图 炎 的 情形 下 , Г (а, у 是 密度 为 


1 4 | 
(в) = (12.8) 


的 单 层 势 : | 
Г, р-|, пы Рав - | в@® ғаз, (12.9) 


ДЕ Т, аа СЕ ВО, Е ЖЕНЫ cs 处 的 
“点 质量 ” 势 加 到 势 (12.7a) 上 ,但 是 ,应 该 指出 ,虽然 一 方面 由 公式 
(12.5) ЕН (, у) 是 单 层 势 的 一 种 推广 [因为 ,在 所 提 
到 的 公式 中 , 井 没有 假定 画 数 p (0) 是 可 微 的 1 ,但 即使 在 而 数 ф (0) 
是 可 微 的 情形 下 , 它 也 可 不 共 出 通常 的 一 般 形 式 的 单 层 势 。 亦 就 
是 ,由 公式 (dt2 .四 所 确定 的 势 ,只 对 应 于 通常 的 单 层 势 的 这 样 一 种 


@ ”一般 讲 来 ， 如果/(#) =ири МНЕ, ЯКА. 由 Cauchy-Riemann 方 
程 , 有 
аи _ adv аи __ ау 


ds и’ т ds” 
@ ”如果 利用 Stieltjes 积分 ， 这 个 假定 就 可 以 用 更 一 般 的 条 件 (例如 , РЕ 
ФАИ) ЖК. 
加 ”这 里 为 了 符合 中 文 的 习惯 起 见 ， 将 原 书 中 式 子 的 号 002.3) 和 (18.9) 189 7 
一 下 ,一 一 课 者 注 
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特殊 情形 , 在 这 种 特殊 情形 下 , 分 布 在 构成 工 的 各 条 封闭 贺龙 Lx 
上 的 “质量 ” 
ть [| № (5) ds 


ВЕЕРА; (12.8) ,这 一 点 是 很 清楚 的 、 因 此 ,在 令 后 ,我 们 把 形 
式 为 (12.5) 的 表示 式 叫做 变态 的 单 层 势 . 

ав Е, ВХ, 研究 Cauchy 型 积分 可 以 归咎 为 寻 论 单 层 对 
数 势 和 双 层 对 数 势 . 

А. Harnack 的 论文 [1] 事 实 上 就 是 在 这 一 个 方向 上 进行 的 ， 
这 一 德 论文 是 致力 于 研究 Oauchy 型 积分 最 早 的 重要 成 果 之 一 
(1885 42). 

Ва, Ирен НН 
果 , 而 这 些 结 果 从 应 用 角度 来 看 都 是 极 重要 的 . 

在 这 一 个 方向 上 所 进行 的 第 一 个 重要 的 研究 是 属于 9. Mo- 
тега [11 的 (1889 年 ) ,但 是 , 它 并 没有 引起 人 们 很 大 的 注意 . 

令 后 ,我 们 将 沿 着 后 一 条 路 多 走 , ЗАРНЕЖЯЛ Cauchy 型 积 
分 和 势 的 联系 ， 有 关 的 文献 以 后 会 指出 . 


$ 13. Cauchy 型 积分 在 积分 曲线 上 的 值 


我 们 回 过 来 直接 研究 0auchy 型 积分 , 并 且 计 窒 当 在 公式 
(11.1) 中 的 点 z 位 于 上 上 时 的 情形 , 我 们 现在 用 如 求 表示 *， 我 
们 和 炖 粹 形式 地 暂时 写 出 


_ 1 [ oa 
000) 51-004 . (13.1) 


从 通常 的 角度 来 看 ,有 端的 积分 一 般 是 没有 意义 的 。 但 是 ,对 
于 一 类 比较 广泛 的 和 重要 的 画 数 p() ,只 要 引进 积分 的 Cauchy 
主 值 的 概念 ,我 们 就 可 以 答 予 这 个 积分 以 确定 的 意义 。 在 下 面 我 


们 就 讲 这 一 个 概念 ， 
假定 加 不 和 了 工 的 任何 一 个 车 点 (包括 端点 在 内 ) 重 合 ， 以 如 
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为 中 心 画 一 个 咎 径 8 为 充分 小 的 圆周 , 使 得 这 个 图 周 与 工 恰 好 相 
交 于 两 点 九 和 如 , 霸 考 察 积分 
т. а 
21% Ла ЕЮ ’ 
其 中 71 表示 弧 好 "如 果 当 е0 时 ， 后 一 个 积分 趋 于 确定 的 极 
限 , ВАРНА, 这 个 极限 是 积分 的 CQauchy 主 值 . 显然 ,如 果 积 分 
(13. 了 在 普通 意义 下 ( 环 就 是 ,在 Riemann 意义 下 ) 存在 ,那么 ， 
主 值 亦 是 存在 的 (但 是 ,反之 则 不 然 ). 因此 ,我 们 可 以 用 和 普通 积 
分 同样 的 记号 思 来 表示 积分 的 主 值 ， 而 且 当 积 分 在 普通 意义 下 不 
存在 时 ,我 们 就 把 它 理 解 为 它 的 主 值 . 
我 们 不 准备 指明 能 保证 主 值 存在 的 最 一 般 的 条 件 ， 而 只 准备 
关 述 能 够 保证 主 值 存在 的 一 个 重要 情形 . 
这 就 是 ,我 们 现在 假定 , ВАС Ф (在 点 如 的 邻 域内 是 适合 Н 
条 件 的 .我 们 来 送 明 ,在 这 一 种 情形 下 ， 主 值 是 存在 的 ,同时 ,我 们 
要 找 出 它 通 过 普通 意义 下 的 积分 而 给 出 的 表示 式 . 
当然 ,我 们 只 需要 讨论 工 仅 由 一 条 光 背 弧 构 成 的 情形 .首先 
Вл: Г=аб 是 一 条 做 开张 ， 我 们 有 


а _ 的 一 2 (to) dt 
|. | РОР) (и) | _ эк. (18.3) 


(13.2) 


可 以 把 最 后 一 个 积分 计算 出 为 有 限 形 式 ， 为 此 , 必须 精确 地 
定 出 在 计算 中 要 出 现 的 对 数 项 的 值 ， 以 如 为 中 心 ， 画 出 一 个 通过 
Иж", РАКУ е Е Ро", НИИ (РТ). 
于 是 


Ф 如 果 对 于 从 如 ПИ ЕЕ НЕНИЯ ТЕ, АИ ТАКВА РУР, 
积分 (13.2) 便 趋 于 确定 的 极限 ,而 积分 (13.1) 便 在 普通 意义 下 是 存在 的 ; 在 主 储 的 定 
义 中 ,很 关键 的 一 点 在 于 : ОЕ БОЮ ЕАН; 还 可 以 参 秋 本 节 末 昆 的 
注释 2, 

Ф ”与 此 不 同 ,许多 沙 书 用 一 个 转 殊 的 记号 求 表 示 它 ,例如 ,用 在 积分 号 上 加 一 撤 
о 或 者 积分 号 前 加 一 个 记号 УР (Valeur Principale”). 
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| dt -| а -| dt 
五 一 7 # 一 加 гж $ 7 1—4? 


~ 其 中 二 表示 一 条 简单 ар, ПУ 


\ А ен" А 
Је 但 是 ,依据 (11.3) 
—# dt _, 0-0 
|. z 一 加 =1 е @ 
Я ВЕБ ЛАВАН а 2—0. 的 在 沿 着 


图 “ Т^ 而 制 开 的 平面 上 为 全 纯 的 、 在 无 穷 远 处 取 


值 需 的 一 个 分 校 在 点 如 处 所 取 的 值 ， 或 省 这 显然 可 以 归 业 为 画 数 
In 20 在 沿 着 Гаа Ача И, ЖЕЗ ЗЕЛЬЕ 
的 一 个 分 校 ,在 点 如 处 从 工 的 左 侧 而 取 的 值 

их, во, 


tt jp 
[2 пае) 6 р-а, 
у -— |е | 上 去 一 如 | 


其 中 0 желк, а у 处 移 至 久 处 时 , 1 一 th 的 幅 角 的 变 
化 ， 显然， 


lim д=л, 
8-0 


更 其 次 ,由 于 在 加 附近 
|р) —2(%) | <4 3-5 (А, МЕЖ, 
(18.3) 右 端 第 一 个 积分 的 极限 是 存在 的 ， 并 且 它 等 于 在 普通 意义 
下 的 积分 : 
p(t) —y (to) 
| 1—10 Ф, 


这 样 一 来 , 我 们 看 出 , 当 * 一 0 时 ，(13.3) 右 端的 两 项 都 趋 于 
确定 的 极限 , 依据 定义 , 这 两 个 极限 之 和 就 是 积分 (13.1) 的 主 值 ; 
依据 上 述 ,这 个 主 值 由 公式 

Ф 我 们 提醒 一 下 ,此 处 要 用 到 条 件 | 太一 如 | 一 一 如 | 。 


П. Oauchy 2 49 


Фа) = то) +508) шо 
1 ЧИЯ 
ай гед oat (18.4) 
КУН, НАИМЕ ЕТ, 

№ to—b =In b—to 

їо —а а — і 
т #—Ь In bp— 

2—0 2 — 2 


ДЕР Г, = а ТЕНТ Е ЗН , ЖЕ76 97ДЕН ДЕЈ 
个 分 枝 从 工 的 左 侧 而 取得 的 值 . 

特别 是 , 当 p (=1 时, 我们 有 

5 2 аа = 55 I 24 Е 5. 

在 推导 公式 (13.4) 时 ， 我 们 假定 了 二 为 一 条 光滑 的 做 开 弧 . 
在 工 为 任意 一 条 逐 段 光滑 曲 粮 的 情形 下 ， 公 式 (13 .名 当然 一 般 讲 
来 是 不 成 立 的 , 但 是 , 主要 和 结果 仍然 是 有 效 的 ， 这 就 是 必 , 从 上 述 
显然 可 以 得 出 ， 如 有 Ф(#) ЖЕ РЕ to (to 不 是 Г Нил) 的 邻 
мраз Н АННО, ВА В 006) 的 主 全 是 存在 的 

注释 1 依据 主 值 的 定义 本 身 ， 如 果 把 ( 逐 段 光滑 的 ) 积 分 曲 禾 
工分 成 几 条 ( 亦 是 逐 段 光滑 的 ) ШЕ Т7, Г", 666, Г, 但 是 , 使 得 
点 如 不 与 后 面 这 些 曲 禾 中 的 任意 一 个 结 点 重合 ,那么 ,显然 


(13.4a) 


52| ф (2) а 
2274 Е #— {0 
21 (Фоа 1 ФО... 1 рё 
ыы, t—to +2), t 一 加 + +52). 1—10 
只 要 左 端的 积分 主 值 是 存在 的 . 


注释 2 我 们 来 考察 任 一 条 从 曲 秋 也 上 截 下 的 、 井 且 包含 如 的 
充分 小 的 光 少 组 ttta. 当 在 公式 (18.48) 中 选 定 了 对 数值 以 后 ,根据 
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这 一 个 公式 可 得 


1-{ Фа tat oIn -tol ој, 
ны 0 ti—to | 一 如 | 


Ж о (лот) 是 方向 tots 与 方向 нь 之 问 所 夹 的 角 , Ж А. 
它 是 从 后 者 量 起 的 (图 8); М Т НЕ 
这 一 点 , 只 需 探 索 , 当 z 由 无 穷 远 点 
(在 那 一 点 处 9=0) 从 红 hits 的 左 合 
而 接近 于 点 如 时 ,和 角 


8—2 
Н— 


Ө = ато 28 =arg 
的 变化 就 够 了 ; 此 时 , @ 显然 趋 于 
人 十 〇 . 

ЗЕ Яп Ж у, 那么 , 显 
然 , 一 0; 如 果 , 除 此 而 外 ，| 如 一 加 | 与 | 所 一 如 | 又 是 等 价 无 穷 小 ， 
Е , п. 


图 8 


| 如 一 如 | М 
ГЕ —1, (*) 
ЗА, 1 ШАР. ДЕ (ж) т ЗЕРЬ 的 位 置 ) 一 致 地 


趋 于 右 端 ,那么 显然 , 工 将 一 致 地 趋 于 0. 

注释 3 我 们 仍然 假定 , ФО 在 点 加 的 邻 域内 适合 媚 条 件 . 
从 前 面 的 一 些 注释 可 以 知道 , 当 积 分 (43. 蕊 的 主 值 看 度 积 分 
(18.2) 的 极限 时 ,要 计算 它 , 并 不 需要 假定 从 积分 路 径 上 截取 的 部 
(НИЛ ЕР" 表示 它 ) 正 好 适合 条 件 | 太一 如 | 一 | 的 一 计 ， 
而 只 需 使 得 比值 


ить? С 


ары 
由 上 所 述 , 显然 , 如 果 在 (**) 中 左 端 (对 如 ) 一 致 地 趋 于 右 端 ， 
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那么 , 当 | 要 一 如 | 一 0 及 [241-20 时 ， 
工 | ФФ 


224 1—1 1—1 


也 一 致 地 趋 于 主 值 


1 | 20, 
226 )5 #6 ” 


例如 , 当 1 | = 121-6 时 ,或 者 当 弧 РЬ 与 tot'' 的 长 度 彼此 相 
等 时 , 便 有 这 种 情形 发 生 . 在 诈 明 积分 主 值 存 在 的 推导 中 , 把 条 件 
| = | 刀 一 加 | 换 成 条 件 (жж) 以 后 ， 自 然 地 便 可 以 直接 得 出 这 
注释 4 为 使 积分 (13.1) 的 主 值 存 在 ， 同 时 为 了 保证 公式 
(13.4) 的 正确 性 , 显然 , 并 不 需要 假定 ФО 在 点 ь 的 邻 域内 是 适 
合 豆 条 件 的 ,而 只 需 假定 ， 对 已 给 的 定 值 加 ， 下 述 不 等 式 是 胸 立 
ИЕ Г: 
[ф(® --Ф(%) | < 4-5 (4 为 常数 ,1 为 正 的 常数 ) ， 
这 个 不 等 式 对 如 的 其 他 值 可 能 是 不 碟 立 的 .在 这 一 种 情形 下 , 我 
АННЕ, (0) 在 已 知 点 如 处 是 适合 Н 条 件 的 . 
注释 5 有 时 ,把 积分 曲线 二 换 成 别 的 积分 曲线 4 是 合理 的 . 
假定 4 是 本 面 上 这 样 一 条 逐 段 光滑 曲线 : 在 构 碟 了 的 简单 光 请 张 
上 的 点 t 和 构成 4 МИ НИИ ЕЕ т ©, 可 以 建立 双方 单 
#=1(т), 
ЖАЖА 上 Ку АРАЗ Но 26 
(0) =. 


ЗЕЕ, ТЕА (18.1) НАУ 2 (РЕК А (如 不 是 精 点 ) 的 邻 域内 是 
适合 Н 条 件 的 ,那么 ,依据 上 面 的 嫩 果 ,容易 看 出 , ЛЕЛЕ Г 
上 的 Oauchy 型 积分 (13.1) , 可 以 用 展 布 在 曲 各 上 的 Cauchy 
型 积分 来 表 出 , 且 后 一 个 Qauchy 型 积分 可 以 直接 从 在 (18.1) 中 
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ЕЕ $=5(т) ТН, 
| 300 


22% јал т-ту ’ 


其 中 76 是 曲 米 4 上 对 应 于 曲 黎 荆 上 点 霹 的 点 ,而 


b= (800). (18.5) 

依据 在 87 (1° Б) 中 所 述 , ф(т) 在 点 то А РА ЕВ г Н 
条 件 的 人 @. 

注释 6 当 积 分 (13.1) 在 上 迟 意 义 下 存在 时 ,可 以 把 它 表 成 一 
种 有 时 是 有 用 的 有 形式. 今 ( 与 前 一 节 作 一 比较 ) 

#— = те, 

其 中 了 一 9 (о, 0) = |20], 8=8(%, 0) =атр (2—1). 把 加 看 成 
常量 ,把 当 作 变 量 ,将 上 式 取 对 数 后 ,再 对 t 微分 ,我 们 得 出 ， 


а ат. 
гага =— +998, 
由 此 可 以 得 出 
1 (Фа 
Ф(10) 27% | 1—1 
_ 1 1 т 
=- 元 | 009+] р). (18.6) 


Жп Е) НХ Г ЖЖ Тк Е, О А $ 当 作 积分 
变量 ,并 且 注 意 @ 
фт 49 _ зта(%, #) _ сов(т, т) 


д; 7008 а (в, 2), 5 7 (to, 2) 人 (to И ° 


其 中 alto, 0) ЗЕ ГДЕ РАБ СЕ) ВЕТ 与 向 量 引 之 问 所 夹 


Ф 为 了 能 够 应 用 $7 (1° Ве) нанне, АНН 
тт) 170, (7) - Ка) 
($) -1 (0) 07—90 9—00 
就 够 了 (其 中 6 汶 4 БИА). 我 们 指 也 ,变量 置换 t=t(7) 把 工 或 者 4 上 的 每 一 
个 Ho 类 的 画 数 变 成 4 或 者 上 的 同一 类 函数. 
@ ”参看 公式 (7 .7) 以 及 在 它 前 面 的 公式 . 亦 可 以 与 上 一 节 作 一 比较 。 


(13.7) 
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8528 ‚ЕН. Е А ЛАК ОЛЕГА) ЗАЯВ ПИ (0, п) НЕЕ Ы Р 
АНТ ЕНОФ п о Арти 98 (РЧ 9) 9 ,我 们 就 有 所 要 找 的 
表示 式 : 


Фо) = х |, оа 
0 


а (ё, 1) 


1. sina (to, #) 
Bry Wr 9 


rto, #) 


1 сова (фо, 1) 
十 天 г Ор. 


(13.8) 

如 果 曲 杂工 在 点 如 的 邻 域内 适 

合 Ляпунов 条 件 (参看 $7 末尾 的 注 
释 2) , 那么 在 右 端的 第 一 个 积分 就 可 图 
以 在 普通 意义 下 来 理解 ,这 是 因为 在 这 一 个 情形 下 ($7, 3° 段 ) ， 


зіпа(о, ) 48 Е (6,10) (к 
ть ds Пя 从 一 常数 <1), 


其 中 五 (fo 0) 在 点 如 的 邻 域内 是 连续 画 数 (项 至 是 适合 吾 条 件 
的 ) ; 但 是 ,第 二 个 积分 则 应 该 按照 Qauchy 主 值 的 意义 来 理解 ， 


8$ 4， 单 层 势 的 切 微 商 @ 


我 们 在 这 里 要 给 出 单 层 对 数 势 的 切 微 商 公式 ， 把 它 当 作 应 用 
积分 的 Oauchy 主 值 概念 的 最 简单 的 例子 ， 从 奇异 积分 方程 理论 
发 展 史 的 角度 来 看 , 这 个 公式 是 很 重要 的 , 因为 它 贫 纸 促 使 
Н. Poincare 去 研究 这 一 类 方程 @. 


Ф жі 与 精 点 重合 时 , 便 不 再 能 确定 这 一 些 角 了 ,但 是 , мата 
的 驱 中 一 条 纸 趋 于 这 个 烙 点 时 ,这 些 角 便 趋 于 确定 的 极限 .我 们 提醒 一 下 , 按照 条 件 ， 
МОЖЕ. 

© ”这 一 节 可 以 略 去 ,因为 它 对 今后 的 学 习 并 无 影响 。 

Ф Н. Poincaré[1] 第 252 页 ; Н. Poincare 本 人 对 在 下 面 导出 的 公式 (14.3) 
的 合理 性 ,并 未 粉 出 任何 理论 基础 ， 
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首先 假定 工 =ao 为 一 条 光滑 绝 。 此 外 ,我们 还 假定 荆 是 适合 
Ляпунов 条 件 的 ($7, 注释 2). 
其 次 假定 p Ее УГ БНАА Н АН. 我 们 
来 考察 单 层 势 
| У (%, д -|, РО, (14.1) 


其 中 r=]z 一 | 是 点 2==z% 十 多 与 点 i(3) 之 间 的 焉 离 . 众所周知， 
ВС Г (а, у) 包括 曲 克 工 在 内 (在 平面 的 有 限 部 分 上 ) 处 处 都 是 
回炉 的; 宅 在 工 上 点 to 处 的 值 六 (io) 可 以 由 在 公式 (14.1) 中 用 如 
交接 替代 2 而 得 出 ,因此 ， 


р) |, рей |, ош |514. (14.9) 
我 们 来 证 明 ,在 我 们 所 采用 的 条 件 下 ,对 于 所 有 不 是 端点 а 与 


* eo © ee ооо 


= Oe 4 отв (14.3) 


йн АА ААА (14.2) 而 得 出 ; 在 公式 (14 3) 


о о а оо оа оо е о о о 


中 , а($, 如 ) 表 示 向 量 {与 点 0 处 的 ( 正 ) 切 米 То 所 夹 的 角 ( 参 看 
上 一 节 中 的 图 9), 而 积分 是 在 Cauchy 主 值 的 意义 下 来 理解 
的 . 

事实 上 , Е о 是 构成 就 gg 的 某 一 个 确定 的 部 分 , ЖН. 
БЫ аб 没有 共同 的 端点 ， 我 们 假定 ,点 如 总 位 于 4'b' Е. Е 
上 从 点 如 的 两 侧 戴 取 彼 此 相等 的 两 段 红 Ро 和 tot", 它 个 的 长 度 
为 充分 小 的 正 数 г, 我们 用 7 表示 以 Ь ЖИВИ #4". 全 


7.) | рта 


-| ”OP rd 二 | (Отта, (14.4) 


其 中 ss зь 是 点 4& ы ЬН АЕ фк. 
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显然 
lim Fe(to) -7 (to). 


а тА зо Л ЧЕН 
РО ат dato nr (7) тт, (14.5) 
其 中 =| 一 to| тт 1010. 

ЕН, ФФ 适合 五 条 件 以 及 


рт" ры т (4) фа "от, 


ЖЕ, М в->0 时 ,前 面 的 差 式 (对 如 ) 一 致 地 趋 于 堆 . 
我 们 现在 转 到 研究 出 现在 (14.5) 右 端 的 积分 . ЖЕ ВЕ Я 5 
中 ,我 们 可 以 写 出 


ат _ cosalt, №). 
i (14.6) 


但 是 ,为 了 使 得 积分 有 具有 .上 一 节 中 所 研究 过 的 形式 ,我们 按照 另 一 
个 方式 来 入 手 讨 论 ,我 们 有 | 

人 一 (4-—5)е®, 
其 中 如 кА М. ВОРОВ, во 微分 ， 我 们 便 得 


出 
дг _ 1 а .608 ео 3.8 


дзо ti 一 如 № 4% Е ёз’ 
Жр 0 (0) зех ГЕ 1 АЫК Оз ву. 
依据 所 假定 的 条 件 (参看 $7, 3° 段 )， 
29. 
Oso 
因此 , 当 e 一 0 时 ,积分 


ги» 
< ни ‚ А<1, 


29 
| 21? 9а 68 


一 致 地 趋 于 9 
(00-6548, 
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再 者 ,依据 上 一 节 末 昆 的 注释 3 , 当 80 时 ,积分 


19 (фо) м ( 1100#)—900)1 
] y (De ds | Фе ав 
1-і 1—1! 


一 加 一 加 
НСТ 
Фф (2) еї8(а)—8(2)] Ии Фф (1) её) 
|, ti—to ua-| ! 一 加 а 
此 处 在 这 一 欢 积分 应 该 在 主 值 意义 下 来 理解 . 
这 样 一 来 ， 我 们 看 出 , 
. ЧР. _ д1аг 
lm |, ев 


А дк НР. 

由 此 ， 再 依据 数学 分 析 的 著名 定理 @ ， 便 可 以 断言 ， 导 画 数 

т 是 存在 的 ,并 且 
pe A 
由 此 再 依据 (14.6), 便 导 出 所 要 求 的 糙 果 (14.3).， | 

显然 , 如 果 工 是 任意 一 条 逐 段 光滑 曲名 ， 并 且 在 不 是 灶 点 的 
点 如 的 邻 域内 适合 Ляпунов 条 件 ,而 (0) 是 契 对 可 积 画 数 , 并且 
宝 在 上 述 点 的 同一 个 邻 域内 是 适合 Н 条 件 的 , 那么 , 上 面 所 得 出 
的 结果 仍然 是 有 效 的 ， 

在 很 不 一 般 的 假定 下 ，G、Bertrand2 用 了 要 复杂 得 多 的 方 
РЕН Т А56 (14.3); Е. Реага 重复 了 Bertrand 的 证 明 . 
此 处 所 令 述 的 非常 简单 的 证明 是 А. В. Бицадзе 告诉 我 的 , 而 且 
在 本 书 的 第 一 版 中 便 经 引进 过 这 个 证 明 . 

Л. Г. Махнарадзе 1, С. Г. Михлин!" 及 Я. Л. FepoHHMYCQY {81 


在 不 同 的 方向 上 作 了 推广 . 


ds 


3 


Ф Г.М. Фихтенгольц[2], 25:2, 408 小 节 中 的 定理 ， 一 一 至 者 注 
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$15. Садеву 型 积分 的 边 值 


12 我 们 现在 转向 研 守 对 我 们 来 讲 是 比较 重要 的 一 个 问题 ,就 
是 研究 Qauchy 型 积分 


200-5 {, ДОГ ава) 


92% 1—2 


ДЕЯ НЕ ГЕЕВ ЕЛА, 此 处 , 丈 象 通常 那样 ,我 们 假定 ,了 是 一 

下 面 的 简单 的 注释 对 简化 言论 通常 是 有 才 助 的 . 

假定 要 求 研 究 的 是 积分 Ф(2) ЛЕНЕ РЕ — 8 Я 
的 性 质 ， 如 果 我 们 把 积分 Ф (0) 分 万 两 个 积分 人 (2) 与 B62(2) 之 
和 ， 其 中 一 个 积分 Ф, (2) 展 布 在 曲线 了 包含 Po 的 Г, 部 分 上 ， 而 
另 一 个 积分 Ф. (2) АЛЕНЕ Е 的 其 余部 分 ZL， 上 ,又 车 后 一 部 分 
工 ,和 我 们 所 要 讨论 的 部 分 Lo 隔 开 一 个 有 限 距 离 , 那 么 , 画 数 Gas(2) 
在 部 分 Го 的 爸 域内 (包括 Го 在 内 ) ЖЕНЕ , КУ, РУАН 9] РЖ 
为 研究 画 数 B1(%). 

在 这 一 节 中 所 要 证 明 的 基本 精 果 陈述 如 下 . 

定理 Ф ® 在 由 也 ЗТ 是 适合 Н 


офор 


ооо 0 ® 0 © © * ee 


分 上 ， "енй я (如 果 有 这 种 端点 中 ) 可 和 р. 

如 果 注 意 到 前 面 所 作 的 注释 , 那么 , 在 证 明 时 , 显然 只 要 考虑 
下 型 情 形 就 可 以 了 : 也 是 一 条 做 开 的 光滑 弧 , 而 p(t) 在 荆 上 包括 
端点 在 内 是 适合 也 条件 的 . 

ЗИВ ай, 当 z->t 时 ,积分 


0-51) ®®= Po) gs (15.2) 


Ф 图 括号 内 这 句 话 看 来 是 多 余 的 , 在 后 面 (2” ОВЕН, 除了 使 ? +0 
那些 端点 外 , Ф (2) 亦 可 以 迷 续 拓展 到 端点 上 。 — АСЕ 
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的 性 质 , 此 处 如 是 世上 任意 一 点 ; 这 和 并 不 排斥 如 是 卫 的 一 个 端点 
的 情形 . 我 们 来 证 明 下 述 引 理 . 


р (6) = 5, Вы dt (15.3) 
о 2 是 从 切线 的 左 倒 还 是 右 倒 而 趋 于 加 是 无 关 的 ) . 
然 , 只 须要 对 ША 


(2) = 2% =, аат" № dt 


来 证 明 我 们 的 引 理 就 够 了 ， 此 处 ! 是 对 应 于 标准 牛 径 В (аз) 且 包 
含 如 (在 其 内 部 或 者 在 其 一 个 端点 处 ) 的 一 条 确定 的 标准 绝 , 此 
处 0<ao<Bo (参看 382, У). 

我 们 来 考察 差 式 


0—00) rz туой, 


其 中 下 一 2 一 各， 及 四 为 中 心 , 以 p 为 年 径 , 夯 一 个 图 周 y; 当 p 足 
够 小 时 ， 这 个 圆周 ?7 5 ! 相交 于 一 点 或 者 两 点 ， 我 们 是 这 样 假 定 
的 . ДАНЬ 表示 1 上 包含 在 7y 内 部 的 部 分 , 而 用 ! 一 二 表示 了 的 
其 余部 分 . 

那么 ， 


ф(2) 一 由 (加 ) =Т.-НТЬ, 
此 处 


h ФИ —9 (to) 
=- а (= 0 гу 


№ (0) —ф(ё) 
555 让 | ие 9 


人 


пи 
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我 们 先 研 究 了 .利用 о 在 好 ,上 的 值 是 适合 Н 条 件 的 @， 
亦 就 是 , ЖЖ А Ф(0) фФ(®) |< 412—1“, 又 引 进 记 号 
т 0—00], 再 利用 由 于 (2.2) 而 得 出 的 
|| 一 jds| < К |4"], ЗАРИ 


АК к | rut | ди 


= Вы 1—2] И 


其 中 6= |51. 但 是 , Я о 5 Е ВЕ 
与 02 之 问 所 夹 的 非 印 角 ( 图 10) , 那么 ， 


(tg|>6sinw> двір аж, 
其 中 oo 是 某 个 常数 , 并 且 055 ($2). МИ 


ee нат АК |7 елде АБ 

mT SIN Wo J нь msin wo TIN Wo 
我 们 选取 6。 如 此 小 ,使 得 <<a/2, 此 处 s 是 任意 给 定 的 正 

数 ; р 的 选 法 显然 可 以 作 得 和 加 在 1 .上 的 位 置 以 及 和 2z 的 位 置 无 
另外 ,再 取 8 三 各 那么, 当 + 在 1 一 bt 上 时 , 亦 即 , 24 2 ЯЕ 


у 外 时 ,我 们 有 1-2, #225, 并 因此 


1% 


11, < | и [ФО -Ф( 


其 中 ML 是 某 个 常数 , ВЕЕ 在 上 上 的 位 和 无， 又 与 % 的 位 置 
无 关 . 因此 ,对 充分 小 的 6, 我们 有 (І, 二 8/2, 于 是 ,我 们 可 以 认 
为 我 们 的 引 理 已 恕 证 明 . | 

现在 着 手 于 证明 在 这 节 一 开始 所 叙述 过 的 定理 ， 并 找 出 画 数 
Ф (2) 的 边 值 . 

正 象 前 面 已 指出 过 那样 , 只 需 考 察 下 列 情形 就 够 了 : аб 


а) ”我 们 应 注意 ,我 们 仅 对 包含 刀 的 足 矿 小 的 部 分 ! 利用 互 条 件 . 
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为 一 条 光滑 的 做 开国 入 ,而 g(t) ЕЁ Е (ЕЛЕ) 是 适合 
Н 条 件 的 . | | 
我 们 有 
B00) = 1 1р 0а 


__1 Ф-—Ф(®) (to) аі 
даоны a ste) | 


2zr4 Jr Lt—% 


或 者 依据 公式 (15.2) 及 (11.3), 有 


- 


(15.4) 


2—6 
а > 


此 处 , 我 们 把 对 数理 解 为 在 沿 着 上 =0b Па НЕЕ 28 А Е 2 #8 
的 , 又 在 无 穷 远 处 取 值 雳 的 一 个 分 枝 . 依据 已 证 明 过 的 引 理 , 当 ? 
象 引 理 叙述 中 那样 趋 于 如 时 , У 一 致 地 趋 于 确定 的 极限 
于 (如 ， 显 然 ， 当 2 从 左 便 或 者 从 右 倒 趋 于 卫 上 的 任意 点 加 (如 和 
端点 相隔 一 个 有 限 的 距离 ) 时 , (15.4) 右 端的 第 二 项 一 致 地 趋 于 确 
定 的 极限 . 但是, 由 趋 于 极限 的 一 致 性 可 以 知道 ($ 9) , 画 数 Ф(2) 
可 以 从 左 侧 或 者 右 侧 连 种 拓展 到 了 虐 上 任意 一 个 不 是 端点 的 点 如 
上 . 

这 样 一 来 , 便 证 明了 我 们 的 定理 了 ， Е (16.4) Фә 2 从 左 
全 或 者 右 个 趋 于 如 的 极限 ,我 们 分 别 得 出 


__1 р (2) — ? ш о бо) 如一， 0 


(15.5) 


ф- (to) | Фф а Фф (to) di 十 多 т ln а 0 _ p(to), 


Ф 我 难于 断定 :; ЕЕ ВН, 因为 , 它 以 多 种 形式 出 现在 


.上 世 和 所 发 表 的 很 多 论 交 中 ,并 上 且 附 有 各 种 不 同 严 格 程 度 的 证 明 , 例如 ,在 下 列 各 籍 论 


文中 便 是 这 样 ; Ю. В. Сохоцкий[1], ©. Morera[1]，A. Harnack[1]. 在 G.. 
Morera 的 论 交 [1j 中 , 便 粉 出 了 , 当 工 为 一 条 封 虹 图 线 ( 亦 序 , а=6) 时 , 由 (15.5) 而 
得 出 的 公式 . 

后 来 有 几 位 著者 答 出 了 定理 的 严格 证明 ， 在 现代 分 析 的 基础 上 , ЗОРАНА 
有 任何 困难 ， 


ІП. Cauchy 型 积分 М 61 
此 处 mn 00 是 按照 在 $ 13 中 那样 来 理解 的 。 如 果 注意 到 :由 定 
ужб "18), 前 面 的 表示 式 In 100. 2 是 画 数 jn - 2—0 2 2 


О З а АТ, 如 果 

注意 到 , ща 从 工 的 左 侧 ( 比 如 ) 灵 过 端点 4 而 到 宅 的 右 侧 时 ， 

In(z 一 a) 得 到 增 量 2wi, 而 1а (2—0) 则 仍然 回 到 起 始 值 ,那么 ,上 
述 表示 式 从 也 的 右 便 而 取得 的 边 值 等 于 


In 0-8 93, 
оа 


从 而 , 便 也 显然 得 出 公式 (15. 晤 中 的 第 二 式 . 
2 我们 对 于 上 面 的 烙 果 梓 充 下 迹 一 点 .如 果 在 问 点 а [或 者 

ЫА, р) =0, 那么 , 依据 上 面 所 得 出 的 精 果 , 容易 证 明 ， 画 数 

Ф(2): ЕЯ 点 a [或 者 如 上 ， 为 了 证 实 这 一 点 , 只 
” 需 把 弧 аъ 在 端点 4 [或 者 端点 5] 处 往外 稍为 延伸 (例如 , 把 
工 在 对 应 的 端点 处 的 切 炉 段 接 到 工 上 ,就 可 以 把 工 往 外 延伸 ) , 并 
在 延伸 的 部 分 上 售 w (=0, 再 把 上 面 的 精 果 应 用 到 这 样 所 得 出 
的 新 的 弧 [点 4 (或 者 点 5) 已 不 再 是 它 的 端点 ] Е, 就 可 以 了 . №. 
时 , 25 (15.5) 385, 如 果 加 位 在 延 个 的 部 分 上 (о 可 以 是 端点 6 
(或 者 端点 5)], 那么 

Ф (и) =Ф- (to) =Ф(&); 

由 此 查 接 便 导 出 我 们 的 精 论 ， 如果 我 们 用 c 表示 端点 4 和 五 中 的 

意 一 个 , 又 车 在 a 点 与 ?点 处 9() =0, ЖА, 当 ? 沿 着 任意 路 
径 而 趋 于 с 时, ЖАК (15.5), ЗАРИ Н С Ф (2) 的 边 值 
Ф (е) 的 表示 式 


Ф(е) -37|, 200 pas (15:6) 


?—е 
在 ф(о) ОА Г (此 处 , 正 象 上 面 那 样 ,6 表示 端点 4 和 
5 中 的 一 个 点 ) , 亦 容易 关上 明 画 数 Ф (2) 在 那个 端点 附近 的 性 质 ; 此 
时 , 我 们 可 以 假定 , 9 仅 在 工 上 点 6 的 邻 域内 (包括 点 6 在 内 ) 
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是 适合 五 条 件 的 ， 傅 据 公式 人 15 .人 和， 我 们 有 


002) —(2) 919) в 


2—0? 
其 中 
т OE, 40-5 -0, 
此 处 ,我 们 仍然 把 
In 2 一 和 (一 及 一 了 (一 由 


理解 为 在 沿 着 亏 而 制 开 的 平面 上 是 全 纯 的 、 在 无 穷 远 处 取 值 雳 的 
一 个 分 枝 . 

为 了 确定 起 见 ,我 们 假定 c=&. 在 点 а 的 邻 域内 ,我们 可 以 把 
(2—9) 理解 为 在 沿 着 工 而 制 开 的 焉 面 上 在 这 个 邻 域内 是 全 穗 
的 任意 一 个 分 枝 ; 此 时 ,在 点 4 的 邻 域内 , ВНЖ Та (2—0) 亦 可 以 取 
得 确定 的 值 ,并 且 它 在 没有 茬 开 的 平面 上 在 这 个 邻 域内 是 全 乞 的 ， 
再 者 , 因为 ,由 (4) =0, 因此 ,在 点 а 的 邻 域内 (也 包括 点 4 在 内 )， 
画 数 多 (x) ТАУН АИЯ ИЖЕ ГЕ. МИ, 在 点 4 
附近 我 们 有 


Ф(2) = – 909) (20) +Фо(@), (16.7) 


Яр Фо (2) 在 已 制 开 的 平面 上 点 а ЭТАН), УЕ Н. ТЕ 
дай ГЕНИЕВ Ера Е. 
在 端点 8 附近 ,完全 类 伺 地 我 们 有 | 
00) = +20) шв) +00), (15.8) 
其 中 画 数 Фо (2) 在 沿 着 工 制 开 的 平面 上 点 5 СЕ О, 
且 在 点 5 了 附近, 宅 可 以 从 左 侧 或 者 右 侧 连 秆 拓展 到 上 上 以 及 点 6 
上 . | 
这 样 一 来 ,我 们 可 以 看 出 ,如 果 在 弧 гав 上 о 是 属于 五 
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类 的 , 那么 , Ф(2) 是 一 个 具有 跳跃 曲 灯 工 的 分 区 会 炖 画 数 ， 在 无 
Зда, РЕ, ЗАМЕН ($ 22, 2° 段 及 $26, 4° ЕЁ) ,在 
ЭРИ Г АР о 的 更 一 般 的 假定 下 ，Qauchy 型 积分 亦 
具有 这 样 的 性 质 . 
注释 1 把 公式 (15.5) 中 的 两 式 相 加 ,并 把 它 与 公式 (13.4) 作 
一 比较 ,我 们 得 出 ， 


00) [0 (to) + &)1. (15.9) 


在 下 一 节 中 ,将 在 更 一 般 的 情形 下 证 明 这 个 重要 的 公式 . 

注释 2 如 果 不 是 假定 画 数 90) 在 点 如 ( 它 不 是 端点 ) 的 邻 
ЗЕРЕН ЖЕ, 而 仅 假定 在 那 一 点 处 是 适合 五 条 件 的 (813, 
注释 4), 那么 ,由 上 面 所 进行 的 推导 ,容易 看 出 ,在 这 一 种 情形 下 ， 
зро 沿 着 不 相 切 的 路 径 从 左 便 或 省 从 右 个 而 趋 于 加 点 时 [更 确切 
地 说 , 当 2 趋 于 如 时 , ЕВУ jz 与 点 如 处 的 切 炎 所 夹 的 非 钝 角 保持 
大 于 某 个 (任意 小 的 ) 正常 数 (和 8 9 未 尾 的 注释 2 作 一 比较 )]， 
Ф (г) 趋 于 确定 的 极限 . 

注释 3 在 此 处 我 们 指出 一 个 以 后 有 时 要 用 到 的 简单 的 估计 
式 . 仍然 假定 p(t) 在 光滑 弧 o 上 是 属于 五 类 的 ， 双 假 定 o 与 
с" 是 这 一 条 弧 上 两 个 有 次 序 的 点 , 转 别 是 ,它们 可 以 分 别 与 4 及 5 
重合 .考察 积分 


__1 (ра 
20 = 22% |. ПЕГИ (15.10) 


我 们 求证 明 : РАТ БЕНГ Е Р РЧ ГАУ Н дт 2 [包括 
2 БАА ТЕЙ, 19, кс’ с" 本 身 必须 除外 (一 般 讲 来 , 在 这 
慧 个 点 处 ,积分 没有 意义 )1 ,都 有 


[0(2) [< (15.11) 


常数 
12 一 | 2 一 os) 
其 中 е" 与 se" 都 是 (任意 小 的 ) 正 常数 ;如 果 = а" 1, ДВА, ЕЕ 
不 等 式 在 无 沱 远 点 的 分 城内 显然 亦 是 成 立 的 . 
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为 了 证 其 这 一 点 ,可 以 这 样 来 进行 。 例 如 ,用 点 4 和 点 5 处 的 
ЈЕВ аа’ 和 02', 便 可 以 把 红 gb 从 两 端 向 外 稍 许 延伸 ,并 且 可 以 
使 得 缴 ab ЕО, аъ 的 一 部 分 ， 而 缀 96 5а 没有 公共 的 端 
点 , 我 们 引进 这 样 定 义 的 夯 数 polt) 来 考虑 : ЧЕ ас Е, фо ($) 
一 9p(0) ;在 红 сс" Е, фо) = ф(0) ; ЖЕ с" Е, Фо =ф(6"), 
+в. 


909 |, 8 


暂时 假定 其 中 的 点 z КАЕ а 上 

因为 画 数 polt) 在 ав 上 显然 是 属于 五 类 的 , 于 是 ,由 上 
所 述 , 画 数 2o(2) 可 以 从 左 倒 及 右 侧 连 续 拓 展 到 这 一 条 了 驳 上 ,从 而 
"ЕТЕ аъ 的 邻 域内 是 有 界 的 ， 另 一 方面 , 《当选 定 了 对 数 的 值 以 
后 ) 我 们 有 


Plea _ 1 | ф (с!) а 
90 一 2o(2) | $—2 25% Jorp 1—8 


н Ш 
Е ЕЕ 


由 此 ， 再 注意 到 点 wm ББ ар НЕ, ЕЯ а 
出 ,对 于 充分 柴 近 弧 工 的 点 z,， 有 估计 式 

10(2) | <А-+ ВЕ № (2-с) [+ [1 (2—0) |1, (15.12) 
其 中 4 Волей, А (15.12) 亦 可 以 导出 所 要 求 的 (#3 
粗粮-- 些 的 ) 估 计 式 (15.11) . 正如 由 公式 (15.9) 可 以 知道 , 所 得 
出 的 估计 式 对 弧 15' 上 的 点 СЕТЕЙ аЬ ЕЗЕК ов 附近 ) 仍然 
ЖЭКИ. 


$16. Сохоцкий-Р1етеіј 公式 


#1 Qauehy 型 积分 边 值 的 公式 (15.5) 只 能 直接 应 用 于 当 工 
为 一 条 简单 的 散 开 卫 的 情形 ,从 这 -点 来 看 , 它 是 不 够 方便 的 . 
但 是 , 如 果 引 进 积分 的 0auchy 主 值 来 讨论 , 那么 , 这 些 公式 
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可 以 改变 成 极 简单 的 形式 ， 卉 且 它 可 以 适用 于 任何 一 条 逐 段 光滑 


”积分 曲 匀 的 情形 ， 这 就 是 说 , 如 果 注 意 到 公式 (18.4) , 那么 显然， 


жж 


的 边 值 的 公式 (15.5) ‚ 可 以 改写 成 
0+ 0) 1р) 6006) 


dt 
59%) + 55, 208. ИС 
(16.9) 


Ф-() = — То (to) НФ (to) 


pO)at 
5 $— to а 


其 中 在 右 端 出 现 的 是 积分 的 主 值 . 
ЕН, ЕЕ РЕ, 在 下 


事实 上 ， таа Е. я 21) 32891 РЭВ А 
分 之 和 的 形式 : Ф(2) =Ф,(2) -Ф,(2), ЖТ, 此 处 , 第 一 个 积分 
Ф, (2) 是 展 布 在 包含 点 如 的 任意 一 条 光滑 弧 a5 上 的 积分 ， 而 第 二 
个 积分 Ф, (2) 则 是 展 布 在 工 的 其 余部 分 上 的 积分 , 把 当 上 ==o2 时 
的 公式 (16.2) 应 用 到 第 一 个 积分 上 , 而 因为 点 如 不 在 第 二 个 积分 
的 积分 路 径 上 ,因此 ,对 于 第 二 个 积分 ,有 
Ф; (to) =Ф; (о) =Ф.(ю). 

Ю. В. Сохоцкий ХЕ 1873 年 首先 答 出 了 和 公式 (16.2) 等 价 的 
АЗ (Ю. В. Coxorgaiim) @ ,但 是 , 他 在 证 明 时 仅 考虑 了 这 样 的 情 

Ф 容易 把 公式 (16.2) 推广 到 点 如 与 曲 禾 工 的 角 点 是 重合 的 情形 ; 参看 本 书 末 
尾 的 附录 二 ， 

© ЖЕ, Ю. В. Ооходкий 输出 了 公式 (16.2) 中 的 第 一 个 和 后 面 导出 的 公 
3016,3), 
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形 : ГЕН, ож Бить М. 多 年 以 后 ， 
J. Plemelj”… 重新 得 出 了 公式 (16. 2), 他 在 证 明 时 利用 了 和 我 们 
这 里 大 体 上 相同 的 假定 . 

晚 些 时 候 ， 在 更 一 般 的 条 件 下 , И. И. Привалов 得 出 了 这 些 
公式 (参看 И. И. Привалов 的 论文 [2], [4] , 71). 

前 面 所 叙述 的 公式 (16.2) 的 证 明 , 按 思路 来 讲 , 与 J. Plemelj 
的 证 明 并 没有 什么 区 别 ,此 处 只 是 作 了 一 些 简化 和 订正 . 

АРА ЗА (16.2) | Сохоцкий-Р1етае) 公式 Ф. 

我 们 再 指出 两 个 和 公式 (16.2) 等 价 的 公式 : 

$*(%) 一 人 (to) =Ф(%), (16.3) 


о) +0002 508, (16.4) 


ЗИМЕ РА Е ТЕ РИА. 


$17， 边 值 的 差 的 公式 之 推广 


我 们 在 9 (2) 至 少 在 点 如 (假定 如 不 是 结 点 , 亦 一 定 不 是 端点 ) 
的 邻 域内 是 适合 Н 条 件 的 假定 下 ,得 出 了 公式 (16.3) 
Ф (to) 一 全 (ho) = 9 (to). (17.1) 
但 是 ， 在 pg () 只 是 连 炉 的 情形 下 ， 
也 可 以 答 这 个 公式 以 确定 的 意义 . 
我 们 在 过 点 如 而 在 如 处 不 和 
Г Нин д (911) 上 ,分 别 在 
工 的 左 侧 和 右 侧 选 取 两 个 点 2 Я 27, 
алети едын), 9н. 


ап 约定 好 ,把 Bf (и) –Ф- (to) 理解 为 


Ф ”元 乎 在 很 长 的 时 间 内 ,数学 家 们 一 直 不 知道 J0, В. Сохоцкий а) (以 
及 他 的 具有 很 高 价值 的 成 果 的 其 他 短文 ) . ЖИВИ, 我 在 本 书 第 一 版 出 版 时 , 亦 不 知 
道 他 的 这 些 襄 文 , 所 以 , 我 鲁 称 把 公式 (16.2) 叫做 Plemelj АЗК, А, И. Маркуше- 
вич] 首先 指出 了 Ю. В. Сохоцкий 的 优先 性 . 
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极限 
lim [Ф(0) -2)]. (17.2) 


ео © © ве 


是 不 等于 第 ) ,只 要 gp 在 工 四 每 一 光滑 部分 上 是 过 入 的 | жи , 
这 个 极限 在 那 一 部 分 上 是 -一致 地 达到 的 (在 这 一 部 分 端点 的 邻 域 


内 可 能 除外 ) . 
ЖЕНЕВА НУ , 我 们 显然 可 以 只 考虑 工 为 一 条 光滑 的 封 阴 强 或 者 
是 做 开 纸 的 情形 , 
我 们 合 
2=1,+Ь, ЕВ. 
此 时 


_ Е ФР 
7), Ч’ 


或 者 


0-61 a at 


һе) | 
= ， 


后 一 个 积分 可 以 简单 地 计算 出 ,但 是 ,为 了 УЕ АВЕ 
я, РИБЕ, АВЕ и 
假定 五 上 的 正方 向 是 这 样 来 选取 的 , "ВОЛЕ, 可 以 使 得 , 由 了 所 

国 成 的 平面 上 的 有 限 部 分 保持 在 荆 之 左 侧 ， 又 车 注意 到 , 点 如 十 有 
一 z 位 于 这 一 部 分 之 内 ,而 点 如 一 =2 则 是 在 宅 的 外 面 , 利用 留 数 
定理 ,我 们 立 可 看 出 ， 在 (中 右 端 的 第 二 项 等 于 9 (to), 于是， 

D2) –Ф(2) =Ф() +1, 


(к) 
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其 中 


__№ (0 ~— 9 (to) 
1-2 — к 让 


食 待 证 明 的 是 : 当 ->0 时 , I>0， 我 们 以 二 为 中 心 , 画 一 
个 牢 径 р 为 充分 小 的 图 周 у, 图 周 y 与 工 相 交 于 两 个 点 4 与 9. 我 
们 假定 p 如 此 小 ,使 得 对 于 46 上 的 所 有 点 + 都 有 |9 0) 一 9 (to) | 
<, 此 外 是 已 知 的 正 数 ， ЗАРИ T= 了 十 了 ,其 中 Г ИЖЕ 
аф 上 的 积分 ,而 I 是 展 布 在 L 一 ab5 上 的 积分 . 

我 们 有 


<: | ds 


а |—#2| | 一 2 

Дф д1. 5 |t 一 | =7, 根据 (2.2) ， 只 要 p< В (о), 便 有 
ds<K|dr|, 其 中 mo 是 小 于 Bo 的 任意 正 数 ,而 Ro(ao) 为 对 应 的 标 
准 图 的 咎 径 . 

再 者 ， 如果 8 是 向 最 ip 和 tot 之 问 所 夹 的 角 ， 双 车 当 ө <. 
В}, =8, 而 当 ?> 号 В, 一 w 一 从 , 则 我 们 又 有 

|#—2|2=т2-+-0? — 275 с089> 1? --0? — 278 сово 
2224-02-970 с08 оо, 


其 中 oo= Во —(>0) аж ©; 类 伏地 


1—2 |2>172--0? — 270 сов оо. 


因此 ， 
еа [2—2 | 2202-02 – 270 сов оо = (т — д сово)? 4-0? зв? wo, 
2 天 07 р ат 
< 
115 баб 


< _2Кя 


r=0 gn со? 


И [а атс (а еіп оо — сів oo)| 


由 此 我 们 看 出 ， 对 于 充分 小 的 p, 我 们 有 | 11| <8/2, ДФ в 是 任 


Ф 参看 52, 狂 质 V， 
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ВИЛЛЕВ. | 

其 次 , 显然， 选 定 了 足够 小 的 6 ( 当 取 定 p 时 ) 之 后 , 便 有 
|1,| <s/2, 由 此 便 可 以 导出 上 述 命 题 . 

我 们 指出 已 元 证 明 过 的 命题 的 一 个 重要 推 葵 ， 如 果 注 意 到 在 
$9, 3° ВЕРЬ, жалча лла ан. | 


о оо + © ноо. 
ооо а оо 
оо 0 90 фе 


Ея Ю. В. Сохоцкий Ку С [1] #8, Е ТЕЗ 
一 开始 所 叙述 过 的 精 葵 的 主要 部 分 (他 叙述 得 不 完全 精确 ). 

这 一 节 所 叙述 的 粘 果 ,按照 此 处 陈述 的 形式 来 讲 , 大 致 上 是 属 
于 本 Plemelj 的 。 此 处 所 引进 的 话 明 ,只 是 把 他 的 证 明 补 得 更 
话 租 些 而 已 [ 亦 可 以 和 Ё. Pieard [11 作 一 比较 ] . 


518. ИЕАЗ РЕ 


15 仍然 假定 上 是 一 条 逐 眉 光 谓 昌 约 ， 双 假定 夯 数 р (0) 在 曲 
ВЕС ЗЕЛЕНЫХ L' 上 是 适合 Н 条 件 的 ， 
我 们 已 缀 看 到 ,在 这 些 条 件 下 , 画 数 


Ф(2) -a7|, a (18.1) 


可 以 从 左 个 以 及 右 侧 连 灶 拓 展 到 部 分 5 上, 的 端点 可 能 除外 . 

因此 ($9, 2° 段 ) , зин Ф" (0) 5 Ф-(0) 是 点 寺 ( 端 点 可 能 除外 ) 

在 五 上 处 处 连续 的 夯 数 ， 对 于 这 些 边 值 可 以 得 出 更 一 般 的 车 论 ， 
亦 就 是 ,成 立 着 下 述 重 要 定理 . 

| Ріеше]-П ривалов 定理 如 果 p(t) 在 Т еве: Н нен 


ъ 
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женио) но ано, 
在 证 明 时 ， 是 然 可 以 只 考虑 ЕН — ЖИ КЕ 00 аб 构 
ЕН. М БГ иие 
假定 Га" В Л = аб 的 任意 一 部 分 , 井 且 2" 的 端 
АПА Г йаду а 与 5 相距 一 个 有 限 距离 .我 们 必须 证 明 : 对 于 
Г 上 的 任意 一 对 点 如 与 如， 
|Ф+ (5) —Ф+* (6) | <016 0°, 
要- (1) —Ф- (6) | Ct to)’, 
НФО ЛУ, ПЗ ш<1 Е, у= р, М2 и=1 时 , р=1-8; 
в 表示 任意 小 的 正常 数 . 
依据 公式 (16.2) , 我 们 有 


(18.2) 


1 (Ра 
2+0) = н, и 
= 1 [Ф Ф). 
+5 рб +], к “ 
Ф(®) { dt (18.3) 


Е 也 了 一 加 
此 处 应 访 同 时 取 上 面 的 或 者 下 面 的 符号 .因为 (18.3) 右 如 的 第 一 
项 和 第 三 项 显然 在 刀 ' 上 都 是 适合 五) 条 件 的 @ , 因此 , 剩 下 要 
证 明 的 是 画 数 


Е |, ріш ё (18.4) 


对 于 Г" 上 的 任意 一 对 点 如 和 刀 适 合 条 件 
(0) —Ф%) | <@]н-ь”, (18.5) 
其 中 О 为 某 个 常数 ,而 所 表示 的 和 上 面 的 相同 . 
© 更 确切 地 说 当 4W=1 时 ,对 于 上 上 ' 上 的 任意 两 个 充分 接近 的 点 to 与 妇 我们 
前 有 | 
[Ф (1) – Ф (10) | «Я 12 6 Па 一 一 一 
® 参看 公式 (13.44)， 


[在 Е 
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象 通常 那样 ,我 们 用 s，so, 51 表示 点 tto, 1. ВТОРА ЈК Е 
标 , 再 引进 记号 
ti—to=h, 81—80=0;} 
不 失 一 般 性 ,我 们 显然 可 以 认为 : o>>0, ЕН. 20 ЖА ча”, Б" 
到 点 а, 5 的 距离 . 
我 们 有 
(01) У (16) = (tt+h) (0) 
ЕЦ а, ово 
我 们 沿 着 荆 从 名 的 两 侧 截 到 长 度 辐 为 20 Й ВВ Е Д Ро Я 
tot", ЕН ВЕРЕ" 表示 这 两 条 弧 的 全体 ; 用 上 一 1 表示 工 的 其 余 
部 分 . 
与 此 相应 ,把 前 一 个 积分 分 成 两 个 积分 之 和 
Dot (6) =Б-Т, 
其 中 To 是 展 布 在 1 上 的 积分 ,而 了 工 则 是 展 布 在 工 -! 上 的 积分 . 
从 9 的 ЕН (и) 条 件 , 亦 就 是 ,从 条 件 
Ф (5) 一 2 (| 过 4 加 一 下] 
(其 中 二 与 刀 是 上 上 的 任意 黄 个 点 ) 可 以 知道 ， 


15:2 Еа СТЕЗу 12—417 5, (18.7) 


另外 ,再 回想 起 ,对 于 二 上 的 任意 两 点 去 和 刀 , 都 有 
0<ho< 1, | (18.8) 
701 


其 中 bo 是 常数 ， АЯ Д, 由 (18.7) 我 们 导出 
| То. |) и [8—8 — сеа [77 ваја) 


< Вус" Оћ“, 
Ж А, Во, Со 是 某 些 常数 . 
回 到 研究 积分 Т, 现在 把 它 改 写成 
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了 工 一 了 十 了 >， 
其 中 
_ 1 9 (to) — 9 (fo+ 人 了 D 
= vb 一 加 И 
二 gp 人 一 о -+ь {в 2 in } 
py . 
1 1 
1-1 200 – и Ч: 
А #@ —ф(+Љ) д2. 


22 т = 加 一 №) (#— to) 
ЖЕ 1, 的 才 示 式 中 花 括号 内 的 因子 ， Зад о ФЕ а" 上 时 ， 显 


然 是 有 界 的 . 因此 
Ы,|<0.|А|*, 


其 中 Cu 是 常数 。 留待 考察 的 是 积分 Ta。 应 用 (18.8) ,并且 注意 
НЕ + 一 o/ (3—5) ХНА 1/2, 那么 ,我 们 便 得 出 


45 
< 8 
АДМ] i 
ds 
А) ре тя 
<в,м| ЛЕ и а р 


в тв), 


Ж з, 9 зь 90 Ё=аб 的 端点 4 5 0 ВУЧАК А, 而 А. 与 
B, 都 是 常数 . 计算 这 些 积分 ,容易 得 出 
І. <О.|А{, 当 и<1 时 ， 


其 中 Cs 是 常数 ; 在 后 一 个 不 等 式 中 ,当然 [А 表示 充分 小 的 量 . 
已 得 出 的 一 些 不 等 式 便 艇 明了 上 述 的 定理 . 
容易 把 这 个 定理 推广 到 为 任意 一 条 简单 的 深 段 光滑 А8 
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的 情形 , 7 甚至 还 可 以 有 拓 点 (参看 本 书 末尾 的 附录 二 ). 

所 证 明 的 定理 是 属于 У. Plemelj 的 ;但 是 ,这 位 著者 并 没有 
能 够 精确 地 指出 对 积分 路 径 所 加 的 条 件 ; 从 上 下 文 来 制 断 ,他 所 指 
ВЕ ВЕНЕ. 此外, J. Plemelj 亦 没 有 讲 到 久 w=1 的 情 
形 , 看 来 , 他 所 讨论 的 是 и<1 的 情形 、 在 1916 4 И. И. Прива- 
x03[1] 不 依据 J. Plemeli 的 工作 ,证 明了 在 工 为 图 周 的 情形 下 的 
这 一 定理 @ .后 来 ,在 短文 [4] 中 ,他 双 和 给 出 了 在 工 为 任意 一 条 没 
有 估 点 的 简单 的 逐 段 光滑 曲 匀 情形 下 的 证 明 . 我 们 在 此 处 所 给 出 
的 证 明 实质 上 是 由 Ј. Plemelj 指出 的 ; 我 们 仅 作 了 一 些 精确 化 ; 
ри рп И. И. Привалов [61, [71 ЧЕН. 

我 们 再 指出 一 个 几乎 是 显然 的 ， 但 是 又 是 重要 的 情况 .为 了 
简单 起 见 , 假定 荆 是 一 条 光 活 的 做 开 弧 , 又 假定 9 (2) ЛЕХ 
端点 с 的 邻 域内 (包括 这 个 端点 在 内 ) 是 适合 Н (ш) 条 件 的 ,并 且 
ф (с) =0. 此 时 ,如 果 把 B87 (с) =6-(с) О Ф (с), А, $ 
Ж Ф-(0) 也 在 端点 e 的 邻 域内 (包括 点 < 在 内 ) ја Н) 条 件 ; 
м 1 В, ”表示 常数 ш, 当 几 =1 时 , >=1 5， 其 中 8 为 任意 
小 的 正常 数 . 如 果 在 所 讨论 的 端点 处 把 弧 工 向 外 延伸 (例如 ,用 切 
线段 来 延伸 ) ,并 且 在 延 促 部 分 上 令 ФО =0, 那么 ,由 上 面 所 得 的 
Беа рае Зин. 

2° 根据 公式 (16.2) 或 者 根据 在 施 明 宅 时 所 作 的 推导 ,由 
Р]егое]}-Привалов 定理 可 以 得 出 : 如 果 ф() Тейн L 的 光滑 部 
2 Г Еве Н (ш) ЕЮ, #2 „ВАК 

20) = 下 ых к (18.9) 


ооо офф 


Ф НИЕ И. И. Привалов[2]. ИВАН „Е 1906 4 Р. Еаіоагі 1, 8 
一 个 图 周 的 情形 下 证 明了 : п рО) Г Ежа Н(п) Ж, 那么 ， DBL) 适合 


и (сат) #6. 
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时 ) О Н(и—г) 条 件 的 Є ш=1 时 ， 其 中 8 为 任 


`` 5 АСИНО rz 的 情形 ， 亦 就 
是 ,考察 积分 


_ 1 pt, Tat 
Ф (5, т) 9 | р (18.10) 


我 们 假定 ， 当 点 Е АРНЕ Г ВЭС ГЕ, т 位 于 某 个 
集合 T 上 时 , ЖФ, т) 对 了 与 是 适合 Н ЖИМ, ЯНЫж 
ЖЕ ЕН 
| (6, 7+4) -Ф(, т) <А №", 
一 常数 >0， ТЕТ, т+АЄТ, 

其 中 4 的 为 石上 正 值 可 积 画 数 @， 又 起 Z 是 忌 ИЛ, Е 
与 DL 没有 公共 端点 ， 

我 们 来 证 明 : 在 这 些 条 件 下 当 ЕСГ", ТЕТ 时 ， 画 数 
V(to, т) 对 两 个 变量 加 Утв Н 条 件 的 . 

为 此 , НУНЕЗ Ф (1, т) 对 变量 是 适合 Н ЖИ 
了 ， 因 为 我 们 已 经 知道 , ФО, т) 当 7 固定 时 对 好 EL" дн Н 
条 件 的 ， 

由 条 件 (18.11) , 在 证 明 时 ,显然 只 要 假定 荆 是 一 条 光滑 的 例 
0,8 ГЕНАМИ Г. 

在 这 些 条 件 下 ,我 们 有 


Blto, т+№) Ф, Dy, pt, t= ОО" 


一 工 | [Ф (2, т+й) —Ф(, +1 一 [9 人 т) 一 Ф (to, т)] at 
274 t—to 


(18.11) 


4 
І 2—10 ' 


+ [gto +0 рь, 7)] | 


Ф 我 们 不 说 ,对 于 工 上 所 有 的 ,9 (ty7) 对 变量 T 是 适合 Н 条 件 的 ,因为 此 时 由 
$3 (2° 段 ) 中 所 加 的 条 件 可 以 知道 , ВИР БАЕ, 形式 为 (18.11) 的 不 等 式 对 有 界 的 
系数 АСФ 是 成 立 的 ,但 是 我 们 在 这 里 并 没有 作 这 样 的 假定 。 
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А ЕДИНКА ВА”, К фь Я Ф( т) 
ХРА т А) Н 条件 的 指数 ,而 B 为 常数 .、 剩 下 要 考察 的 是 积 
分 


1-2 {p(t, т+№) —9 (to, Tz 十 及 )] БЕ fo (+, т) —9 (to, т)] 4. 
2% Лт 1—1, 


假定 1 是 以 如 为 中 心 长 度 等 于 o= |А) А; ЗАРИ |А № 
够 小 ,以 数 1 整个 容纳 在 工 内 . 将 积分 工分 成 两 个 积分 之 和 : 
I=I1+1,, 
其 中 五 是 展 布 在 ! 上 的 积分 ,而 I 是 展 布 在 工 一 1 上 的 积分 。 我 


们 显然 有 
a 


8 № 
ЕЕ 


1а] 
р ф( т) 对 于 变量 t 所 适合 的 五 条 件 的 指数 ,而 А, 
和 Bi 都 是 常数， 再 者 ,我 们 又 有 


一 1 | Ф ($, T+h) -Фф(, т) 
аф) ац 1 一 而 а 


~ _ 15 _&_ 
[Ф(%, т 1) Ф (4, т)] 279 J ть . 


第 二 项 的 绥 对 值 不 超过 B'o”, 其 中 B' 是 常数 . 对 于 充分 小 
的 c ,第 一 项 的 绝对 值 不 超过 


» з | 
АА то" Inol, 


其 中 А, Во 都 是 常数 .这样 一 来 , 便 证 明了 我 们 的 精 论 . 

显然 ,可 以 把 所 得 到 的 精 果 推广 到 不 是 一 个 参数 75, 而 是 有 几 
个 参数 的 情形 . 

4% 特别 是 ,我 们 来 考察 积分 


一 1 фб, 加 ) 
Bto) 21, 一 加 0, 


ЯФ ВОН, ХИ ФС, to) Є, СЕН, 
对 于 两 个 变量 是 适合 耳 条 件 的 , 而 对 上 上 其 他 的 t 值 , 它 适 合 
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条 件 
|9 lt, 5+) —9(t, to) |<ACD |А), 
у= >20, БЕГ, +АЄГ, 
ЕАО Г БАЛЕ О ; 正 象 上 面 那样 , Г ЗЕ 
二 的 任 一 光滑 部 分 ， 
由 上 述 糙 果 可 直接 导出 , 更 (如 ) 在 了 的 任何 一 个 属于 元 但 与 
П 没有 公共 端点 的 光 谓 部 分 上 是 适合 互 条 件 的 . 


519. 展 布 在 无 穷 长 下 堵 上 的 Cauchy 型 积分 
在 整个 这 一 本 书 内 ， 除 了 为 数 不 多 的 以 后 常常 要 指出 的 例外 


情形 外 , 我 们 所 要 研究 的 , 亦 正 象 在 前 几 节 中 那样 仍然 是 边界 曲 
糖 或 者 积分 曲线 整个 位 在 有 限 距 离 内 的 情形 。 但 是 , 在 这 里 我 们 
仍 准 备 对 积分 曲 焰 或 者 边界 曲 黎 延伸 至 无 穷 远 处 的 情形 作 一 些 注 
#8. 

1° 将 前 面 引进 的 概念 以 及 对 应 的 命题 推广 到 刚才 所 提 到 过 
的 情形 ,并 没有 什么 困难 .例如 ,分 区 全 策 画 数 的 概念 很 自然 地 可 
以 推广 到 这 个 情形 ;除了 根据 所 研究 的 问题 的 特点 ,对 画 数 在 无 穹 
远 点 ( 它 现 在 在 边界 曲线 上 ) 邻 域内 的 性 质 ,需要 另 加 某 些 条 件 外 ， 
前 面 的 定义 仍然 是 保持 有 效 的 . | 

Qauchy 2 2} й) 5 8, Сохоцкий-Р1ете!] 公式 ，Plemejj- 
Привалов 定理 等 等 ,同样 可 以 自然 地 移植 到 所 讨论 的 情形 . 

为 了 要 关 明 展 布 在 无 穷 长 曲 禾 上 的 积分 收敛 性 条 件 ， 并 为 了 
要 能 保留 (在 有 限 长 曲 米 情形 下 所 得 出 的 ) 基本 命 是 ,需要 用 到 (未 
知 的 或 者 已 知 的 ) 画 数 在 无 穷 远 点 邻 域内 的 性 质 , 因此 , 还 需要 单 
独 地 补充 研究 画 数 的 这 种 性 质 ， 用 来 进行 这 种 研究 的 最 自然 和 往 
单 的 方法 ， 是 通过 复数 平面 上 的 分 式 炉 性 变换 把 无 穷 远 点 的 邻 域 

Ф ФА. И. Гусейнов 及 到 .Pogorzelskit2 的 论文 中 ,在 有 关 枚 数 9 (to, #) 
的 另 一 些 假定 下 ,研究 了 画 数 全 (to) 的 性 质 ， 
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变 成 某 个 有 限 点 的 邻 域 ,从 而 ,把 积分 曲 科 延伸 至 无 穷 远 处 的 情形 
归 精 为 有 限 长 曲 帮 工 的 情形 来 研究 . 在 后 面 3° ВЕ, ВАРНЫ 
РАЕН НИЯ. 

2 ВР БЕГ ЛЗР 5а И Е РУ ЯН} 
曲 米 是 无 穷 长 的 直 米 的 最 简单 的 (但 在 应 用 上 重要 的 ) 情 形 ， 我 们 
现在 用 卫 来 表示 无 窃 长 的 直入 . 

不 失 一 般 性 ,我 们 假定 也是 实 轴 , 并 考察 0auchy 型 积分 | 


pdt 1 (+ Ра. 
Ф(:) 521], jz - = 09.10) 


在 所 言论 的 情形 中 , t 是 实 变量 , "Е ГАБОН 9 А ЗЕ ВОИ, 而 
фр 一 般 讲 来 是 定义 在 整个 直 炎 DD 上 的 实 变量 4 (D 上 有 限 个 点 
对 应 的 值 可 能 除外 ) 的 复 值 西数 .我 个 假定 , 可 能 除了 上 述 点 的 任 
总 小 的 邻 域外 , ВЖЕ р (2) 处 处 部 是 有 界 的 , ЕНЕН 8 Р 5 
个 有 限 长 的 和 线段 上 是 纸 对 可 积 的 (参照 81L, РВ. 

蓝 时 我 们 假定 点 2 不 在 D Б. 如果 对 于 充分 大 的 [让 ,不 等 
式 


Ip OD | <= (19.2) 


ТЕ 
成 立 ， НВ ЕО, ЗА (19.1) А 
的 .但 是 , 在 今后 我 们 要 过 到 当 | 引 一 co 时 (或 者 同样 当 办 > 十 co 
及 i-> 一 oo 时 ) ФФ 趋 于 有 限 极 限 的 更 一 般 的 情形 ; 我 们 将 用 
g (co) 来 表示 这 个 极限 ， 

我 们 将 假定 , 对 于 充分 大 的 |е, 我 们 有 


0 ео) ео) +0 (т), 一 常数 >0。 (19.3) 


在 这 种 情形 下 , 4 ез0 ВУ, 积分 (19.1) 是 发 散 的 , 亦 就 是 说 ， 
мл 与 人 "相互 独立 地 分 别 趋 于 一 ce 及 十 co 时 ,表示 式 


Ф ”这 个 条 件 是 充分 的 ,但 是 , 它 当 然 不 是 必要 的 
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" ga 
№ 一 多 
РЕЛЕ. 事实 上 ,我 们 有 
х" p(t)at + № at 
р - j, 2 和 ене 39.. (+) 


通过 简单 的 时 论 , 可 以 知道 
| 
№ $—2 Т 

其 中 ma(0<a<m) 是 点 2 Ос = і М" й 88 2. 
间 所 夹 的 角 , 而 7 和 mr" о 分 别 到 点 和 W' 和 е 的 距离 ; 这 时 ， 
当 z 在 上 中 平面 时 取 “ 正 ”号 , 而 当 z Е РСЯ в. Аш 
М 和 №" 相互 独立 地 分 别 趋 于 一 co 和 +оо, Ж › «Р 
п, 但 是 ，n ( 2 ) 不 趋 于 任何 极限 . зая Ыван 
极限 ,因为 ,由 条 件 (19.3) , (ж) 右 端 的 第 一 个 积分 是 收 全 的 ,因此 ， 
这 亦 就 说 明了 (*) 左 蝇 亦 不 趋 于 任何 极限 . 

但 是 , 如 果 — № М" 在 增 天 时 不 是 相互 独立 的 ,而 是 假定 
了 处处 都 有 №№", 那么， (与 -) 将 趋 于 需 , 并 且 由 前 所 沈 ， 
我 位 有 — 
lim Г Фа _ Г 909-0 ё+айо. (19.4) 


Мәх J—N $ —2 一 co 


”出 现在 左 端的 表示 式 叫做 无 穷 积分 
全 AGLY 或 者 g(a 


-= 0—4 р #—2 
的 Озасһу 主 值 . 今后 ,我 们 在 遇 到 无 纹 积 分 时 , 如 果 在 普通 意义 
下 积分 不 存在 ,我 们 便 把 它 理 解 为 它 的 主 值 . 
正 象 我 们 所 看 到 过 的 那样 , 当 满 足 条 件 (19.3) 时 , 主 值 是 存在 
的 ,并且 


Ф ”在 确定 主 入 时 不 必 假定 恰好 有 №№, АВЕ lim уд 入 =1 8$ Т, 
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| ГОРЕ аа рСсо), 19.9) 
В ПИН Вит 
z 在 上 衬 奉 面 时 取 “ 正 ”号 ,而 当 2 在 下 站 平面 时 则 取 “ 肥 ”号 . 

这 样 一 来 ,我 个 把 “ 主 值 这 一 个 术 证 应 用 于 两 种 不 同 的 ,但 双 
是 类 似 的 情形 : 丢 积 夯 数 在 某 一 点 处 变 成 无 穷 的 情形 ( 象 前 面 几 节 
中 那样 ) 以 及 积分 限 为 无 穷 的 情形 ， 
| ЗАРА дЕ, = 位 在 积分 曲 入 上 , 亦 就 是 说 , 它 在 实 轴 

上 .此 时 ,我 们 把 积分 


| ФО -| p(t at 
D + 一 co + " 


理解 为 上 述 两 种 意义 下 的 主 值 , 亦 就 是 膏 , 当 下 述 极 限 
[22-4 ња | рй" сеа (19.6) 


一 oo ! 一 加 六 一 十 oo х ! 一 加 +8 一 加 
#>0 


а Е 特别 是 ,容易 看 册 
+е 4 
ко. («е9 
Н 条件 ,那么 主 值 (19.6) 一 定 是 存在 的 . 
根据 (**) 容 易 看 出 ， 主 值 可 以 由 下 列 公式 中 的 任意 一 个 来 表 


я: 


Г. с Г а, (19. ва) 
™ p(t ФО) Ф). 
Ге - [2 4, 0, (19.6) 


此 处 可 以 把 有 端的 积分 仅 理解 为 上 述 两 种 党 义 之 一 的 主 值 . 

假定 Ф(Ю 是 适合 条 件 (19.3) 的 , 当然 , 还 加 上 一 开始 所 提 到 
НЕ. №4, НА (19.1) МЕХ НЮ Ф (2), ВЖЕ ЕР 
НА ЖЕ КЕРНИ Н). ЗИМН 8* 及 分 别 表示 上 
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Едет и РАЛИ; 而 边界 РЕЖЕ S*, 又 不 属于 8-. 

ВЕН АР рај Сохоцкий-Р1өтпе!) 公式 以 及 在 前 面 
几 节 已 沟 证 明 过 的 有 关 边 值 的 定理 移植 到 在 此 处 所 考虑 的 情形 上 
来 ， 亦 就 是 ,如 果 如 是 也 上 位 在 有 限 距离 内 的 点 ,又 若 p (6) 在 这 
点 的 邻 域内 是 适合 五 条 件 的 ,那么 


200-5000 | и (19.7) 
Ф- (6) = 一 5. g(to)+ 5 аш . (19.8) 


如 果 ФО НЕ рав Еа НАЕ, ВА, Ф* (to) 
及 Ф- (0) 在 这 个 线段 上 (端点 可 能 例外 ) а Н ЖЕН. 在 
$17 中 所 让 的 结果 对 我 们 的 情形 亦 仍然 是 正确 的 . 

3° 到 现在 为 止 , 当 讲 到 画 数 G(2) 在 边界 卫 上 一 点 附近 的 性 
质 时 ,以 及 当 我 们 讲 到 这 个 画 数 的 边 值 时 ,我 个 所 研究 的 都 是 位 在 
有 限 距 离 内 的 点 处 的 情形 . 

我 个 现在 在 无 穷 远 点 的 邻 域 内 研究 画 数 Ф (2) 的 性 质 以 及 它 
的 边 值 . 在 我 们 的 情形 下 , 无 穷 远 点 是 边界 的 一 个 点 。 这 种 研究 
可 以 直接 进行 , 但 是 , 我 们 宁愿 利用 在 工段 末尾 所 指出 的 方法 来 
研究 它 , 浆 就 是 ,把 它 归 精 为 有 限 长 的 边界 的 情形 来 研究 . 

我 们 可 以 利用 下 述 变 量 置 换 来 实现 这 一 个 目的 ; 
—1 


тру» (19.9) 
у, 
2= 2, {= 02, (19.98) 


当然 ， 我 们 亦 可 以 利用 任何 其 他 把 直线 刀 变 成 一 个 贺 周 的 (分 式 ) 
黎 性 变换 来 实现 这 一 个 目的 , 但 是 , 我 们 只 讲 到 变量 置换 (19.9) ， 
因为 , 它 是 最 篇 单 的 并 且 具 有 对 称 性 的 轩 换 之 一 . 

在 这 个 变换 下 , 2 平面 上 的 实 轴 D 变 成 《 在 面 上 具有 下 列 性 
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ЕЛЕ р: 工 与 平面 上 的 实 轴 相 切 于 5=0 点 , 井 且 通 过 点 
=—. Ща Е 在 正方 向 (上 年 平面 保持 在 宪 的 左 侧 ) 描 
ШЕЕ РЕТ, ВЕХИ 


КЕИ 
=й _ 9.10) 


ЖЕ С а ЕЯ БЕРЕ Я Н (808 Г ЕН 6 Е Е 
的 左 侧 )， 

Эс (19.9) Е 2 АННО БАРАТЕ ЯЗ] 2 焉 面 上 由 
ВЯ С рге ТА ОЖ АВВ, УРУНБА ЯТ Е 2 平面 上 
的 下 富平 面 映射 到 《 280 АЈА Г АЈБ. РЕ 2 平面 
上 的 无 穷 远 点 映射 为 阅 周 卫 的 点 《= 一 %. 

在 公式 (19.1) 中 进行 变量 读 换 (19.9), (19.10), 井 且 引 进 记 


号 


50 -(-“)-Ф®, р р( 0) 0), 
”我 们 就 得 出 


мяу 1 (A ф“’(т)ат 
Ф(2) =Ф Сы, 1+8 TC ' (9.11) 


ЗЕЕВА ЗЕЯ РО, 


Ф(0)=0(0 = ч й 2 一 二 | ey =, (19.12) 


ДЕН Вер атоо (7-5) 的 积分 理解 为 它 
的 主 值 .容易 看 出 , 由 于 条 件 (19.3) ,这 个 主 值 是 存在 的 下 . 

上 式 右 端 第 二 个 积分 是 个 常量 , 因此 , ВЕ Ф (2) 在 点 
2 一 co 的 邻 域内 的 性 质 , 可 以 归 精 为 我 们 已 沟 熟 悉 的 有 关 右 端 第 
一 个 积分 在 边界 上 的 点 7= 一 和 附近 的 性 质 的 问题 . 

为 了 直接 利用 我 个 已 沟 苑 悉 的 粘 果 ,我 们 对 画 数 ф (2) 加 上 这 
_ @ 容易 看 出 ,由 于 条件 49. ,在 荆 上 的 点 < 一 i 附近 ,我 们 有 


[ф* (0) 一 gx*( 一 个 | 志 常 数 '|5+ 计 4， 
ЛЕВ, ри (7) 在 点 + 二 一 i 处 适合 工 上 的 Н АС 613, #9. 
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样 的 条 件 , 使 得 画 数 о" (т) 在 点 т= 一 的 邻 域内 是 适合 五 条 件 
的 , 亦 就 是 ,适合 条 件 : | 

|ф* (12) — ф* (т) | <А|т,—т:|", 4= 20, пе 0; 
ВЕРА рН ЕЕ Е: 对 充分 大 的 jh| 与 
2] И 有 


й й 1 1 | 
+) 一 < 1 _ 2 = 一 -一 -一 一 
| (15) —Ф(&) Is4| 下 十 一 到 二 ҺЕ to 


或 者 ,显然 等 价 地 , 归 策 为 条 件 : 对 充分 大 的 | 所 | 与 | |, 有 


в 


1608) (< 2-2 (4 一 常数 >0, pp 一 常数 >0) 


(19.13) 
我 们 把 条 件 (19 .18) 时 做 在 无 劣 远 点 邻 域内 的 НЫ 条 件 ， 或 者 


о. о о оо о о о о 


оо о о о о о о е 


在 假定 了 920) АННЕ РЕЛЕ: м 2 沿 着 任 
ЖАН ЕРАЗ НОЕ 
В+, ИЖ Ф(2) 的 边 值 是 存在 的 ;我 个 分 别 用 Ф* (оо) И Ф-(<о) в 
示 这 些 边 值 . 为 了 道明 它们 的 存在 性 兰 且 计算 出 它 个 的 值 ， 我 个 
回 到 公式 (19.12). 

如 果 z 保留 在 上 千 平面 或 者 下 牛 平 面 内 而 趋 于 co, 那么 ,《 
相应 地 保留 在 工 的 内 部 或 者 外 部 而 趋 于 一 i， 因 此 ,把 Сохоцкий- 
Plemelj 公式 应 用 到 (19.12) 右 映 的 第 一 个 积分 上 ,我 们 便 得 出 

Ф (00) = Br+( 

(0 +), 2915 一 25 | р Е =, 


由 此 直接 便 导 出 下 烈 公式 中 的 第 一 个 : 
Ф* (оо) = 2. р (оо), Ф-(0о)= — 3. р(әә); (19.14) 


完全 类 似 地 可 以 证 明 第 二 个 公式 ， 
Ф 与 此 相应 ,可 以 把 条 件 (19.3) 呀 做 在 点 1 一 oo 处 的 互 条 件 ， 
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ЛА Г, 上 的 Cauchy 型 积分 的 公式 ; 今后 我 们 在 求解 某 些 关 


题 时 要 利用 到 这 些 公式 . 
假定 
Ф(т)дт. 
00-52), 20097; (19.15) 
此 时 ,在 变量 置换 (19.9) А (19.10) 下 ,我们 有 
， +6 "Фе 
09|, 27 09.16) 
或 者 还 有 
РТИ Da 1 ( ФОН 
НН о 0917 
此 处 已 全 


200 -2(—@), (58). 


如 果 假 定 公式 (19.17) жуз АЕ Qauchy ЗЕ {Я Ж 
义 下 是 存在 的 ,例如 , 只 须 假 定 画 数 1 的 ЕД += оо 处 是 适合 卫 
条 住 的 ( 亦 就 是 , ВЗК р (т) 在 点 Y= 一 处 是 适合 Н ДЕИ), 那 
么 , 公式 (19.17) 就 有 意义 , 提 且 可 以 由 公式 (19.16) 得 出 . 但 是 
如 果 这 个 到 式 下 成立 ,那么 , 便 应 该 利用 公式 (19.16). 

由 于 上 面 所 指出 的 理由 , ХЕБЕЖУКЮНЯД № 
Оадеву 型 积分 

>| Фра 


20 Jp 1—8 
的 研 完 ,通常 很 容易 地 可 换 成 对 形式 为 
5 2+8 ф (Р) а? == | фа 
2r Jp Е 2—2 27 jp (#0) (6—2) 
的 积分 的 研究 , 当 р ( 适合 条 件 (19.3) 时 , 后 一 个 积分 仅 和 前 一 
个 积分 差 一 常数 项 . 
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$20. Cauchy 型 积分 的 导 画 数 在 积分 曲 先 附 近 的 性 质 


. 今后 ， 我 们 需要 用 到 Cauchy 型 积分 的 导 画 数 的 模 在 积分 曲 
米 附 近 的 一 个 简单 的 估计 式 ,这 个 估计 式 本 身 亦 是 有 价值 的 . 

在 这 里 我 们 只 需 假 定 积分 曲 儿 工 是 一 条 圭 开 的 或 者 散 开 的 光 
НИТ. 4, 我们 还 假定 , ФО) 在 也 上 是 适合 鼠 (w) 条 件 
的 . 

我 们 来 考察 Оапсһу 型 积分 的 导 画 数 


Ф (0) = | 5 е (20.1) 


Бе 1 БАЕ ЛЕ, НЕ Д ЭЕ Е 
到 曲线 也 最 近 的 一 个 端点 的 距离 不 小 于 某 任意 取 定 了 的 正 数 五 . 
我 们 用 Bo Ro(ao) 表示 曲 楼 元 的 对 应 于 任意 取 定 了 的 某 个 
锐角 a 的 标准 千 径 .最 后 ,假定 p 为 适合 下 列 条 件 的 任意 正常 数 : 
p<Ro, p<R; . (*) 
在 工 是 一 条 封 阴 图 钱 的 情形 下 ,没有 第 二 个 条 件 . 
今后, 我们 假定 ,点 2 到 点 如 的 距离 不 超过 p: 
= |2—&| <p， (>=) 
ЯВ jz 与 工 在 如 处 的 切线 所 夹 的 非 钝 角 直 小 于 某 个 固定 
的 量 Bo>ao， 
май рава: 
| 到 (2) | Сд“, 当 ш<1 8, 
|Ф' (2) |<С|8|, м и=1 В, 
оли. 
事实 上 ,以 为 中 心 ,以 Во 为 牛 径 我 们 画 一 个 圆周 Го, + 
1 一 ob 表示 Г 上 包含 在 Го 内 部 的 部 分 ; 与 此 相应 ,我们 把 积分 
(20.1) 分 成 两 个 积分 之 和 


”当然 ,在 4=1 的 情形 ,在 估计 式 中 假定 了 5 为 充分 小 的 量 ， 


(20.2) 
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Ф' (2) =, (2) 07, (2), 
其 中 第 一 个 积分 0 (2) 是 展 布 在 ! 上 的 积分 ， 第 二 个 积分 多 (2) 
是 展 布 在 工 一 上 的 积分 . 因为 ,依据 条 件 (**) , МВТ, 对 于 
所 讨论 的 值 > 显然 是 有 界 的 ,因此 , я ауа РИА: 


(Ра 
(=) = | -全 2)? 
1 (0) — g(to) (to) [1 1 。 
|, ? (一 р + 人 2; а |. 20.8) 


因为 右 端 第 二 项 是 有 界 的 (依据 对 z 的 位 置 所 加 的 条 件 而 得 
出 的 ) ,因此 ,还 留待 考虑 的 是 第 一 项 . ге | 一 加 | , 砷 且 回想 起 
| 43| <К |47|, |Ф(0) -Ф(%)| <“, 
[#—212> (т — дс08 wo) ?+ д? віп? оо, 
其 中 wo= Bo 一 ao (参照 第 68 页 ) ,又 车 引进 记号 
Т= 1 | ФИ — 9 (to) Ф, 


22% (2—2)? 
我 们 就 有 
АК ге | ат] 
I< 27; |А (т — дс05 од) 2- 92 sin? wo 


< АК | талт 
х я ЈО (т — 8 соз оо) ?-- д? вір? оо " 

24 ш < В}, ВЕБЕ тед, 我 们 得 到 

АК Е | иди Se-i 
(0 — с08 wo) 十 Sin2 wo 2 


其 中 CO 是 常数 . 当 风 一 工时 ,前 一 个 公式 右 端 的 积分 可 以 算出 为 
有 限 形 式 ,并 且 可 以 导出 估计 式 |Т| С |8 8|. 于 是 , 便 证 明了 我 
们 的 命题 . 
ЗОНЫ Г, ЖОРА, 又 车 放 弃 要 求 点 如 Па В 
ЛУНЕ НУКЕ, 与 此 相应 , 应 该 抛 去 条 件 (*) 中 的 第 二 个 ， 
2, ЖА (20.3), 容易 看 出 , 当 保 留 了 关于 点 2 ед 
条 件 时 , 便 有 


IIi< 
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[Ф' (2) | =<067, | (20.4) 
其 中 C 是 常数 ， | 
回 和 到 (20.2) , 我 们 还 可 以 作出 下 述 推 花 ， 假定 加 和 为 是 通过 
点 如 而 与 加 点 处 的 切 痿 所 夹 的 非 钝 角 不 小 于 Во ВЛЕЕ РНК 
д. ХЫ 21 ЯП 2, 位 在 乙 的 同一 倒 ,我 们 有 


00) —Ф (в - |" да, 


此 处 可 以 认为 积分 是 展 布 在 直线 眉 az 上 的 .现在 利用 估计 式 
(20.2) ЕН. ЗЕ и<1, 再 用 与 д. 表示 点 为 与 为 到 点 加 的 
距离 ,我 们 得 出 

19 (24) Фа) | < | <0,193—81|* 


= 00|22— 21|“, (20.5) 
其 中 06 为 常数 . 
当 凡 = 上 时 ,类 似 地 ,我 们 得 出 
[$ (23) —Ф (21) | 委 Co| 3 一 5 和 一 Col2 一 和 | 于 ， (20.6) 
其 中 г 为 任意 取 定 的 正 数 .现在 用 2 表示 za, 用 8 жк д, ЖН. 
假定 为 一 和 , 而 且 认 为 z 位 在 工 的 左 全 ,我们 便 得 出 
[Ф (2) —Ф+ (6) | Од“, 当 凤 < 工时 ， (20.7) 
|Ф(2) —$Ф* (00) | <С,б'*, № и=18}. (20.8) 
对 于 位 在 工 右 个 的 z, 完全 类 似 的 估计 式 亦 是 成 立 的 。 


$21. Cauchy 型 积分 在 积分 曲线 附近 的 性 质 


现在 我 们 进一步 研究 Qauchy 型 积分 在 积分 曲 贸 工 附近 的 性 
质 , 亦 就 是 襄 , 我 们 要 证 明 下 述 定理 . 
定理 假定 上 2н, 又 假定 ион 上 是 


оо оо оо е ео о е 
ооо ооо ов 
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мац] 08 ав 

азн 
|Ф (25) –Ф(2а) | «О |22—2.|*, М ш<1 83, (21.2) 
Ф (5) Ф (4) |С |га—21|2—°, 24 и=1 时; (21.28) 
СН 8 为 任意 ТЕЖ, 0 是 常数 ， #82 zE 工 时 ， 应 该 把 Ф(2) 理解 


Фо +o 0 о +。 


在 证 明 时 ， 我 人 可 以 假定 ш<1, 7, 在 1 的 情形 下 ， 我 们 
可 以 从 下 述 事实 出 发 : 当 ф® Же НО 条 件 时 , 它 一 定 更 适合 
Н(-2) 条 件 .我 们 把 平面 的 有 限 部 分 用 S*+ 表示 ,又 用 8- 表示 
平面 的 无 界 部 分 ,并 且 可 以 假定 ,对 应 地 已 沟 选 定 了 的 正方 向 . 
假定 如 是 园 稳 工 上 的 任 一 个 点 ,而 z 是 区 域 S* 内 的 动 点 .我 
们 研究 2 К 
D2) = 20-20), 0<<и (21.3) 
在 Sr+ 内 的 任意 一 个 单 值 分 枝 . 根据 РешеЦ-Привалов 定理 以 及 
在 $6, 3° 段 中 所 述 车 果 , 这 个 画 数 的 边 值 
4+ 人 м (21.4) 
在 工 上 是 适合 五 条 件 的 . 为 了 能 应 用 最 大 模 原 理 , ЕЛУ АЕВЯ: 
и Ш (2) 469+ -- 1, ЕВЕ. 后 一 点 可 以 从 下 面 的 考虑 得 
出 .我 个 从 区 域 8* ЕН о, 而 o 是 以 如 为 中 心 
的 无 穷 小 的 图 域 和 S+ 的 公共 部 分 ， 此 时 ,在 区 域 S+ 一 o ЎЧ, К 
(2) 可 以 用 Oauchy 积分 


1+ (га 
于 (一 224 я 下 一 区 
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т), 91, 


2—0” 
РНЕ, НЕВЕ 如 152695 БЗД АРА, 从 而 , 在 整 
тву, 


vy) =0( 


_ 1 P+ (Р) 
и. 


但 是 ,如 果 在 工 上 把 宅 的 值 写成 罗 1 (9), 那么 ,由 $15 中 证 明 
过 的 定理 可 知 , 画 数 多 (z) 在 8* 十 过 上 是 连 炉 的 ,从 而 ， 


РОБ ЕЕ, 又 与 量 v < 无 关 @ .因此 ， 
上 述 不 等 式 当 z= 时 亦 仍然 是 成 立 的 ,于 是 ,我 们 有 
|Ф (2) —$* (%) |<С|2—1|“. (21.5) 
对 于 和 位 在 S- 中 的 点 z, Уку АЕ НЕЕ Уг ЖЕ А) 2 25 
式 @. 
这 样 一 来 , ФЕ 2 与 2 中 至 少 有 一 个 点 位 在 Г 上 的 情形 下 , 便 
证 明了 不 等 式 (21.2). 
我 们 现在 来 考察 两 个 点 和] 与 %% 都 位 在 S* 内 的 情形 .容易 看 
出 ,我 们 可 以 只 讨论 这 两 个 点 中 至 少 有 一 个 ,比如 说 纪 , 到 边界 的 距 
离 小 于 某 个 常数 p< В 的 情形 , 此 处 Bo АРК. 我们 
ВТЕ Н 22721, 2 表示 2. НЕ ЕЛЬ. 
ЗАРЕ ВЕРЕ io%o 将 区 域 S+ НЕ (ВЕРЕ tozo 显然 是 也 在 点 to 
АБУ) ,并且 考察 画 数 
Ф ”这 是 由 于 , 画 数 0+0) ЕАН 条件 的 ， 
® 画 数 轩 (2) 在 8- 内 不 是 单 值 的 。 但 是 ,由 于 我 们 所 感 兴趣 的 只 是 在 加 附近 
的 点 =, 因此 ,我 们 可 以 只 讨论 区 域 8- 的 有 限 部 分 , 这 一 部 耸 是 由 世上 和 包含 点 如 的 任 
一 部 分 延伸 而 成 的 任意 一 条 光 消 封 阴 转炉 所 圈 成 的 区 域 ( 夫 使 它 在 S- 内 ) 。 此 时 , 我 
人 就 可 以 把 闻 题 妇 业 为 前 一 种 情形 求 言论 。 | 
图 “如果 两 点 到 边界 的 距离 都 不 小 于 Pp, 其 中 是 任意 固定 的 数 ;那么 ,由 于 西数 
Ф (2) МЕЖ К (21.2) жену, 
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Wo (2) О-о, (21.6) 
"ДЕБ, ЗЕМ РЕН, НЕ Я р Е 0 ло 
的 整个 边界 上 . 依据 (21.5) , 这 个 画 数 在 上 上 的 边 值 适合 条 件 
19$ (2) | «О. Ш Фо(2) ЖЕНИ zoto 两 边 的 每 一 边 上 的 边 值 也 适 
合同 样 的 条 件 ( 这 一 次 是 根据 条 件 (20.5) 而 得 出 的 )。 因此 , 依据 
最 大 模 原 理 , 在 8+ 内 处 处 都 有 | (2) | <О. х 8- 亦 可 以 完全 
类 似 地 建立 同样 的 不 等 式 ， 这 样 一 来 , 便 证 明了 我 们 的 定理 . 
注释 1 А Бжорн Рв. 假定 $B(z) 是 某 个 在 
S* (或 者 在 包括 无 穷 远 点 的 8 ) 内 全 纯 ,， 又 可 以 连续 拓展 到 了 上 
的 函数 ,又 假定 它 从 左 侧 [ 右 侧 ] 而 取得 的 边 值 [我 们 把 它 简单 地 训 
ФО МЕТ ЕЕ Н (р) 条 件 的 (0 过 nw<1), 此 时 ,对 于 区 域 
ST+ 十 工 [87+ 17] 内 的 任何 两 点 为 , za, 都 有 
[Ф (22) – Ф (21) | «О |23—2;|^, 
其 中 C 是 常数 了. 
事实 上 ,如 果 在 区 域 S+ 内 把 丽 数 $B(z) 用 Oauchy 型 积分 


20-51, DOO 


22% 2—2 


外 ”这 个 车 果 是 了. 工 . Walsh 和 М. Е. Soewell 的 欧文 [1] ( 亦 可 以 参看 №. Е. 
ВемеП[1-]) 中 所 证 明 过 的 定理 的 转 殊 情形 ,并 且 它 可 以 包括 在 下 迟 定 理 之 中 : 
假定 了 工 是 一 条 封 关 的 Jordan В, 又 假定 8 是 由 工 所 图 成 的 有 界 区 域 ; 另外 ， 
又 设 f (2) 是 在 ЯН, ТЕ 3 十 工 АН, Е, Оки, ХХ 
对 三 上 所 有 的 点 2 与 zo， 都 有 
Vf 之 太一 常数 ; 


那么 ,对 8 + Г. 内 所 有 的 2 与 20, 这 一 个 不 等 式 亦 都 是 成 立 的 ， 

这 一 个 定理 是 SB8，Warschawski[2】 所 得 出 的 一 个 千 果 的 推广 ， ВЕЗЕТ 
点 4 与 20 中 的 一 个 位 在 工 上 的 情形 ， 

НЕ НАЕ ЗОН РБ НИЕ Жи ЕН РЕНН Г Г ЖИ 
НЕНИЯ. ЗИНА Е ВНЕ Г У — ЖЕНИ РЖ 
韦 末 尾 的 附录 二 。 
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表 出 ,那么 ,由 前 面 的 定理 直接 就 可 以 得 出 上 壕 的 灶 果 ;对 区 域 S- 
亦 可 以 类 似 地 加 以 寻 论 . 

反之 ,如 果 再 利用 Реше--Привахов 定理 ,那么 ,由 这 个 结果 
亦 可 以 得 出 上 面 已 让 明 过 的 定理 . 

注释 2 从 上 面 这 些 烙 果 还 可 以 直接 得 出 下 述 烙 果 . 假定 在 
公式 (21.1) 中 工 是 任意 一 条 逐 段 光 滑 曲 米 ， 又 假定 p ( 在 属于 
工 而 不 包含 工 的 业 点 的 某 一 条 党 滑 弧 上 是 适合 五 条 件 的 ， 
此 时 ,在 弧 Г 的 任意 一 个 与 它 的 端点 以 及 与 曲 粮 荆 上 不 属于 七 
的 点 都 相隔 一 个 有 限 距 离 的 左 {[ 右 ] 邻 域内 ， 不 等 式 (21.2) 是 成 立 
的 . 

为 了 谣 明 这 个 结果 ,只 要 把 积分 (21.1) 表 成 两 个 积分 之 和 ,而 
这 两 个 积分 中 有 一 个 是 展 布 在 L' 上 的 积分 , 另 一 个 是 晨 布 在 工 的 
其 余部 分 上 的 积分 , 同时 , 把 对 展 布 在 一 上 的 积分 之 研究 换 成 对 
НЕЖНАЯ 卫士 五 ' 上 的 积分 之 研究 , ВЕ Г 是 某 一 
条 弧 ， 把 到 补充 到 上, 可 以 得 出 一 条 整个 位 在 上 流 邻 域内 的 
С ЖЕНЕ (А 12); 此 时 , 可 以 把 W' 上 的 о 理解 为 任何 一 
个 使 得 p (© ЖЕЛЕ ГГ 上 适合 Н 条 件 的 画 数 ， 


图 12 


注释 8 和 前 面 类 似 ， 如 果 Ф(2) 是 在 弧 忆 的 左 [ 右 ] 邻 域内 、 
全 和 纯 的 (参看 前 一 个 注释 ) ， 又 可 以 回炉 拓展 到 и 上 的 画 数 ,又 如 
Ж Ф (0) 12-0011 АН 条 件 , 那么, 对 于 上 壕 邻 域内 与 
厂 的 端点 以 及 曲线 到 上 不 属于 Те 的 点 相隔 有 限 焉 离 的 点 ， 不 等 
式 (21. 2 是 成 立 的 . 
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$22. Cauchy 型 积分 在 积分 曲线 端点 附近 的 性 质 ? 


在 前 面 几 节 中 , 只 是 在 下 列 假定 下 , 我 们 研究 了 Cauchy 型 积 
分 在 积分 曲 米 上 和 它 的 附近 的 性 质 : 假定 积分 曲线 至 少 在 所 讨论 
的 部 分 是 光 请 的 ,而 密度 p (Р) 在 这 一 部 分 上 是 属于 五 类 的 .但 
是 ,在 很 多 (甚至 是 最 简章 的) 应 用 中 ,这 种 限制 有 时 会 导致 失掉 一 
些 比较 重要 的 精 果 ， 

另 一 方面 ， 在 大 量 的 应 用 中 , ВЕН Г ЖЖ 
#8, 而 p() 在 工 上 是 属于 Н* 类 的 ($8, 4° №), 就 完全 足够 了 . 
我 们 亦 需 要 来 研究 这 一 种 情形 . 

为 了 关 明 比较 重要 的 问题 ， 只 要 考虑 积分 曲线 是 一 条 简单 的 
做 开 弧 ,而 p(t) 在 它 的 一 个 端点 的 邻 域内 是 属于 А" 类 的 情形 ， 
并 研究 Oauchy 型 积分 在 这 一 个 端点 附近 的 性 质 就 角 了 ; Е 
广 到 任意 一 条 水 段 光 滑 曲 六 的 情形 是 并 不 困难 的 (§ 26). 

1° 于 是 ,我 们 假定 积分 曲 兆 

L=ab 


是 一 条 光 请 的 散 开 弧 ,又 假定 p (2) 在 端点 4 或 者 1 之 一 的 邻 域内 
是 属于 Н" 类 的 , 我 们 用 с 表示 那 一 个 端点 ; 正 象 通常 那样 , 我 们 
可 以 认为 在 上 上 的 正方 向 是 由 4 #16. 


”如 果 不 考 虞 这 一 章 中 的 某 几 节 , 那么 我 们 只 是 在 第 四 、 第 五 章 中 才 要 用 到 在 
$$ 22-26 中 所 叙 迹 的 苦果 ,如 果 仅 讨论 更 特殊 的 情形 , ЗАЛЕ ЗК ВЕНУ Е ЛИН К 
可 以 不 利用 88 22-26 аи р. (在 有 关 的 地 方 将 要 指出 ) ， 而 那些 更 特殊 的 情形 只 是 
在 第 二 ,第 三 ,第 六 章 中 我 们 需要 用 到 . 

著者 得 出 了 在 99 22-25 中 所 这 的 类 果 , 并 把 它们 发 表 在 下 壕 散 文 (主要 部 分 没有 
ВЕН) 中 : Н. И. Мусхелишвили[6] 以 及 Н. И. Мусхелишвили 和 Д. А. Квесела- 
ва[1]. 其 证 明 发 表 在 本 书 的 第 一 版 中 (1946 年 ) Е. Tricomirg 在 1951 年 发 表 的 公 
式 是 用 了 很 复杂 的 方法 才 得 出 的 ,并且 它 们 只 是 公式 (23.7) 及 (22.8) 的 特殊 情形 ， 显 
ИЕ Е. 亦 可 以 和 更 晚 一 些 发 表 的 Н. 86bngencl рува 
作 一 比较 。 У. Pogorzelski 最 近 发 表 的 一 条 列 论文 是 专门 研究 在 此 处 我 们 所 感 兴 
趣 的 问题 的 ;关于 这 一 点 可 以 参看 $26 起 首 的 注 . 


92 第 一 章 ”0auchy 型 积分 的 基本 性 质 

为 了 要 得 出 表征 Cauchy 型 积分 在 所 讨论 的 端点 。 附 近 的 性 
质 的 公式 ,井上 且 把 这 些 公式 写成 售后 我 们 要 用 的 形式 ,我 们 把 图 数 
ФО ГА Ф 


00-3005, у=а+18, 0<а<1, (29.1) 


НН а БВ З, 而 9* (О ЕЁ Ез с 的 邻 域内 是 属于 
Н 类 的 夯 数 . 在 上 述 的 表示 式 中 ，(t 一 0)?7 表示 任意 一 个 在 二 上 
是 器 和 炽 变 化 的 确定 的 分 枝 ( 若 a==0, 8 关 0, 则 必须 去 掉 点 с). 

我 们 指出 ,由 (22.1) 可 以 知道 ， 

g(t) = 了 (22 1а) 

Кн р (0) 是 在 c 的 邻 域内 属于 五。 类 的 有 界 画 数 ; РНЕ с Уу 
令 域 内 是 属于 Н. 类 的 意味 着 ($8, Б° В) ,对 于 每 一 个 s>0 包 , 乘 
Ж |+—с|°ф”" (0) ЕС 的 邻 域内 是 属于 互 类 的 ; 显然 , 这 一 个 乘积 
Ж і=с Ана. 

我 们 还 指出 ,由 同一 个 条 件 (22.1) 答 出 


ф(2) = (+ 天 > g(t) --5=0,, (22.2) 


Кф и, о 都 是 任意 正常 数 , 它们 都 比 a 要 大 一 个 任意 小 的 量 , 而 
ф.(4), pm(t) ЧЕ с 的 邻 域内 都 是 属于 Н ЖЕНЕ = 处 取 值 
5). ЕЖ, Я og (外 适合 条 件 (22.2) 中 的 第 二 个 , 而 其 中 
Ф. (0) ЛЕ с 的 邻 域内 是 属于 Н 类 的 (在 这 个 点 处 它 不 一 定 等 于 
2), ЖА, 当 风 比 > 大 一 个 任意 小 的 量 时 , 9 亦 适 合 条 件 
(22.2) 中 的 第 一 个 . 


Ф 在 6 的 邻 域内 是 属于 Н* 类 的 贾 数 ， 总 可 以 表 成 (22.31) 的 形式 ， 这 可 以 从 本 
书 下 面 所 讲 的 [ 亦 就 是 ,从 公式 (22.2) 及 紧 接 着 这 个 公式 之 后 所 讲 的 ] 导 出 。 
2 我 们 有 
ф** (0) =ф* (фев (1—0), 
其 中 б=ате (7—0); 如 果 注 得 到 在 $6, 3° 牌 中 所 讲 过 的 精 果 ,那么 , 由 此 可 以 导出 在 
ЗЕ СИ. 
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2° 我们 现在 考察 积分 


一 - Фа _ 1 [ Ф 
20 57), 1—2 а Ще ? (22.3) 


其 中 Д НАЗ (22.1) 确定. 
ТОКЕ МИ 
命题 如 果 7Y 一 0 (ШН 9-90), 那么 ,有 


Ф(2) = Е 200) я ш (2—2) 十 go 人 ， (22.4) 


ВЫ ВАТА 0 
命题 II 如果 у=а+18+0, 那么 ,有 


er 9p’(¢) 
Dosin ул (2—0)? 


НЛА ЭО ГА: (2 一 0)" 表示 此 ЗЛЕ Г] 


Ф (2) = 


+Ф,(2), (22.5) 


ооо 0 0909990900609 0.  »» © »* * 
оо ооо 
бот 


К 
| Фо (2) <, (22.6) 


其 中 К 及 mm 都 是 正 ПК, ЕН. ва. 


ооо 


从 命题 ТИ я 可 以 知道 : 如 有 果 ФР 在 工 上 是 属于 н'і, 


Ф 把 《一 0)7 А НЕК (22.1) ИЙ. 
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那么 ， Фо 是 一 个 县 有 跳跃 曲 狠 工 的 分 комм ЖФ (在 


И ВЫ 
对 于 位 在 工 上 的 点 各, 下 列 命题 是 成 立 的 . 


命题 III 如 果 一 0， 那么 ,有 


Фк) = + т №(%—©)+$*"(%), (22.7) 


оо фо 


命题 IV 如 果 у-а+08+0, 那么 ,有 


ИИИ (22.8) 


时 ， 则 有 
Ф*(ю) - 290. , (22.9) 


其 中 Dm(io) Е с 的 邻 域内 是 属于 及 类 的 ; m 一 常数 <a; 符号 的 
选 法 同 命题 I. 


ое 


命题 I 在 8 15 ГАЗ (15.7), (15.8) 1 ЕЖ аЕВ. 依据 在 
$18 (1° ЕжЮ) 中 所 讲 过 的 精采 以 及 工 述 公立 ， 完全 类 似 地 可 以 
ВІВАТ Ш: 公式 


а ФФ – ф(0) ф(а) 4} 
Фо) 25% г |, #5 о. 22% Ја t—to 


Ф ЖЕ, Ф) 属于 H* 类 的 条 件 (或 者 任意 类 似 的 条 件 ) 是 很 重要 的 . 正如 
И. Н. КарцивадзеШ 全 经 指出 过 的 : 甚至 在 密度 9 的 在 工 上 处 处 是 过 续 的 , НЕА, 
有 在 工 上 除了 端点 o 处 外 处 处 都 是 连 粮 的 导 画 数 的 情形 下 , 当 еко, В Ф(8) 
增长 的 速率 可 以 基 任 意 快 的 ， 
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_ Ш р(#) — ф(а) pa) 1 to—b љад 
22%)% i—ito dt In а (22.10) 


以 及 对 应 于 端点 5 的 类 似 的 公式 ， 命 题 I 和 TV 将 在 $8823~25 
ФЕВ. 

3° Бе Бе, ЕЭ, 我 们 还 指出 在 公式 (22.4) ， 
(22.5) 右 端 出 现 的 画 数 ge(s) 的 某 些 性 质 ; 这 些 而 数 当 然 和 在 公 
式 (22.7) (29.8) НН ВУ Ф" (2) 有 着 紧密 的 联系 . 

我 们 从 公式 (22.4) 大手 ,为 了 确定 起 见 ， 假 定 c=c. 让 А 
工 的 左 侧 而 趋 于 加 来 取 极限 (此 处 加 者 示 弧 工 上 和 端点 “充分 接 
近 , 但 是 又 不 与 4 重合 的 点 ) ,并 且 把 Coxomgait-Pleamelj 公式 应 用 
到 左 端 ,我 们 得 出 


обо) +) = това) +Ф5 ), 
此 处 把 mn 一) 理解 为 面 数 In (2—0) 在 附近 选 定 的 分 枝 在 二 
的 左 侧 所 取得 的 值 ， 类 似 地 , 从 乙 的 右 侧 取 极 限 ,我 们 得 出 
То) +6) = сро Ln (loa) +22 + Dr (6), 
此 处 mn (to 一 a) 应 按照 前 面 那 样 来 理解 ， 这 样 一 来 ,我 们 得 出 


GH) = PO no) +19) +2), 


Ф: 6) = р) (оа) (а) р) +9), 


由 此 ， 和 公式 (22.7) 作 一 比较 , 并 且 在 那些 公式 中 把 In(to-0) 
一 In (to 一 4) 理解 为 和 此 处 是 同一 个 值 ,那么 我 们 就 导出 


Ф 这 个 常数 和 对 数 项 的 选择 是 有 关 的 。 例如 ， 如 果 象 在 公式 (13. 4a) 中 那样 选 
定 对 数 项 ， 那 么 ， 这 个 常数 等 于 一斑 9(a) ， 
© ЭН, И. М. Meriaaxt9 已 坡 把 这 些 命题 推广 到 了 将 (2. 了 ) 换 成 
$) =9* (0) (0—0) 7 шә (1-0) (其 中 了 为 正 整数 ) 或 者 
PO = 0 0—07 а що) 
的 情形 . 
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Фо (®) =$Ф* (00) +1 9 (to) ， 

Фо) Фра Тр. 

因为 , 依据 命题 II, в Ф* 0) 在 4 的 邻 域内 是 属于 五 类 
的 ， 因 此, 如 果 在 点 4 ДЫЗ ФЕ (&) 及 ФУ) 以 适当 的 值 ( 亦 
就 是 , щи ан, 它们 所 取得 的 极限 值 ), 那么 , 便 可 以 使 得 这 两 
个 边 值 在 这 个 邻 域内 亦 是 属于 Н 类 的 ， 由 上 面 这 些 公式 可 以 知 
道 ,这 些 极限 值 是 相同 的 : 
lim $$ (о) = оа 65 (0) Ф" (4) +1 (а), 


ІХТЕ 9. А ВАС Фо (2) 可 以 连 炉 拓展 到 点 4a 上 所 导出 的 一 样 . 

我 们 当然 亦 可 以 直 搂 从 公式 (15.7) № (22.10) 导出 所 有 这 些 
УЖ. 我 们 进行 上 面 这 些 简单 的 推导 ， 只 是 因为 完全 类 似 的 推导 
亦 可 以 应 用 于 公式 (22.5) , (22.8) .我 们 把 最 后 的 糙 果 写成 下 述 
形式 ,而 把 这 些 简 单 的 推导 留 答 读 者 去 做 . 

在 a=0 的 情形 下 ( 亦 就 是 , 当 y=at+iB=0 或 者 y= 欠 时 )， 
外 办 在 人 (22. 4), (22. 5) т Фо (ә) НЫ 点 с 附近 可 以 从 


№ я 
ee 
ae 


ео оо а а 8 


Е: а>0 的 情形 下 ， К 
020) = (2—с)7Фо(2) 
[其 中 к 22. 5) 中 的 一 样 ] 在 端点 6 附近 可 以 


ооо о о о 2 
ооо оф о 
хоро 


4 ает: 可 以 只 对 洽 а>0 的 情形 ,因为 , 如 果 yw (4) 
有 具有 形式 (22.1), ЖА, 在 有 必要 时 ,把 < ЖЖ, 
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便 可 以 认为 0<a<1. | 
在 这 些 条 件 下 ,命题 工 及 IV арата, & 
们 把 这 些 推论 单独 地 和 级 述 成 命题 的 形式 . 
за У 对 于 和 C Хат НЕ р Е 点 z, 在 沿 着 


ооо 


т" Os - ЫЕ 0), (99.11) 
在 端点 о рар Ра РГ РА, ЛЕТ АЕ И: ЛЕН 7, ЕРА А ўй х © 
上 ;此 时 ,如 果 用 А ета 20 时 020z) 的 极限 ,那么 ,在 附近 ， 
Н 
| |2 (2)— А| < ЖЖ. |#—в|", s 一 常数 >0， (22.12) 

对 于 位 在 上 上 的 点 to, 如 果 在 点 C 处 给 画 数 

о (#0) = (so— с)'Ф (to) 

以 适当 的 值 Ао, 那么 , (№) ЧЕ с 的 邻 域内 是 属于 Н 类 的 . 

如 果 不 计 较 由 命题 Пп 和 IV трк ША 5А 明 ем 
式 ,那么 这 个 命题 便 等 价 于 命题 П 与 IY ( 当 а>0 时) 的 综合 . 

我 们 还 补充 一 点 : 如 果 在 点 6c 处 让 О (to) Е О (б) 都 取 值 
А=0(0), 那么 , НАТ, ПИН О" (%) Ж 0-0) Е Ес 的 邻 
域内 是 适合 Н 条 件 的 . 

5° 最 后 , 我 们 来 考察 密 底 依 束 于 某 个 参数 的 和 情形。 КЕ, 
仍然 假定 工 = аб 是 一 条 光 请 的 做 开 约 ,考察 积分 


1 p(t, т) \ 
GB (fo, т) |, 0 и, (22.13) 


其 中 


р т) 2) ута+ів, 0<а<1, c=a 或 者 5， 
| (22.14) 
此 处 a 与 8 都 是 实 常数 , 宅 们 中 的 第 一 个 是 适合 上 述 不 等 式 的 ,而 
р" (为 т) 表示 Г ЕЖЕ 和 参数 5 (т 的 值 属 于 茶 个 集合 了) 的 画 数 ， 
振 且 当 tE 工 以 及 TET 时 , р" (0, т) ИНТЕ г та Н 
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条 件 的 .在 这 些 条 件 下 ,下 述 命题 成 立 ， 
命题 VI м ЕСМ, "ЕТ ВНЖ 
(о, т) = (6 0)"Ф(, т) (2.15) 
对 如 及 т ор Н 条 件 的 ， о 也 оа L 上 的 任意 一 部 分 ， 


о оффе 


“可 以 从 命题 TV вже у 得 出 有 и 加 а 关于 
т 的 精 论 将 在 $ 25 (2° 段 ) 中 加 以 就 明 . 


$23. М. НВА 


在 恋 明 上 一 节 中 所 令 述 过 的 命题 时 ， 我 们 需要 用 到 某 些 有 关 
积分 (22.3) 的 辅助 估计 式 , 我 们 现在 就 推导 这 些 估计 式 . 

为 了 简化 (但 是 ,是 无 关 紧 要 的 ) 某 些 令 述 和 推导 ,我 们 在 此 处 
假定 ,在 这 个 积分 号 下 的 画 数 g*( 不 仅 在 端点 с 的 邻 域内 , 而且 
在 整个 弧 Га 上 是 适合 Н 条 件 的 ;因为 , 我 们 所 感 兴趣 的 只 是 
积分 在 点 ¢ 邻 域内 的 性 质 ,因此 ,这 样 假定 ,显然 不 失 一 般 性 . 

1° 于 是 ， ры 

$(2) = 21$ | вь ($ хоса 2)’ (23.1) 
у=а-+18, 0<а<1, ce 一 5 或 者 0， 
假定 2 位 在 端点 的 邻 域内 ,我 们 要 证 明 下 述 估 证 式 ( 它 比 我 们 最 
区 所 要 求 的 估计 式 要 稍 许 粗 糙 些 ) : 


[Фе < (28.2) 


常数 
FE 一 ef， 
其 中 v 是 任何 一 个 使 得 a<v<1 的 实数 . 
Мф (0) 表示 和 公式 (22.1a) 中 同样 的 郴 数 , 我 们 就 有 


|2—е|°Ф(2) = 24|, рей 


1 Г, 1 一 e| "ер" (аі 
225. 1—2 


十 
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В, [2—0] (2) ЧЕ с 的 邻 域内 是 属于 万 类 的 ， 井 且 当 
tc 时 它 取 值 零 , 因 此 , 右 端 第 二 个 积分 在 c 附近 是 保持 有 界 的 . 
我 们 现在 考 银 右 端 第 一 个 积分 (把 它 记 作 Д), ФЕЛА 
е-е [2—1 |24), | 
我 们 便 有 
1 |р" (0 |4 
9а Ја ба 
4$ 12-с] =г, |2-с|=0, 又 车 注意 天 | 一 z| 之 |r 一 61, ЗВ. 
(ЕЗД а 是 标准 弧 (这 当然 并 不 影 响 一 般 性 ), 那么 利用 公式 
(2.2), 我 们 便 得 出 


wa 
Ш |, трд р»? 


其 中 五 = 12 一 “| . 但 是 , НЕЕ 1на-,<1, 便 容 易 断 言 , ятй 
的 积分 是 有 界 量 @ .因此 , 便 证 明了 不 等 式 (23.2) . 
2. 我 们 现在 考察 积分 (23.1) 的 一 个 特殊 形式 , 亦 就 是 , 积分 


_ 1 аі К 
2(2) -元 | 全 一 中 7 (2—2) 2 у=а+8, 0<а<1, у#0, 
(23.3) 


НЕ 


其 中 co 一 5 或 者 1。 
我 个 上 先 假定 с=@. ЖЗ Сохоцкий-Р]эше 公式 ($16) , 对 于 
Г-= аЬ 上 任意 一 个 异 于 绒 点 的 点 如 , 我 们 有 
QT (6) — 2 (to) = (6—0) 7. 
对 于 在 沿 着 上 =a2 而 荐 开 的 平面 上 点 4 附近 是 单 值 的 , ЗН. 
在 工 之 左 侧 取 值 (to 一 4)Y МН (2—а) ", 我 们 显然 有 
Ф 为 此 ,例如 ,只 要 把 积分 区 加 分 成 三 部 分 
(0, =), (20), өв, 
ЗЕН ор Ша, ов] г 一 511"* 换 成 较 小 的 量 , 亦 就 是 ,分 别 用 
rito-v, (Or)ltaw, (рд) аль 


来 替代 ,就 够 了 。 因 为 这 样 一 来 , 所 得 到 的 积分 立 可 计算 出 来 ,并且 可 以 看 出 , 它们 是 
有 界 的 。 
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[&-а) 7] *-— 106-6) 717 = (10—672) (加 一 和) 
因此 ,如 果 合 


у фус 
(2) = 7 4 一 у (2-а)7, 


那么 ， 本 有 

19—0]* = 19—01, 
再 者 ,把 估计 式 428.2) 应 用 于 画 数 Q(z) , 井 且 注意 到 夯 数 (2) 的 
形式 ,我 们 有 


1@(2) —w(2) | <-- 2 常数 „< 1. 


1-а 
АЛАТ А Е, 再 依据 在 8$ 10, 3° 段 中 所 述 , 便 可 以 知道 ,如 
ЯК О (0) – о (2) 在 荆 上 取 适 当 的 值 ,那么 , 它 在 点 的 邻 域内 
是 全 纯 的 ， и, 在 这 一 个 邻 域内 ， 


0 (2) 一 (2—а)У+А,+-.А,(2—а) +А,(2—а)?-+ 


т 
(23.4) 

再 者 ,对 了 上 的 z 一 如, 我 们 有 

20(fo) =@* (to) +9-(®), 


容易 看 出 ,由 此 可 以 知道 ,对 于 工 上 点 4 的 邻 域内 的 如, 我们 有 


Q(to) = ул (ба) "+ АА, (6а) -А (0—0)? + 


(23.5) 
当 c 一 8 时 ,在 点 的 分 域内 ,完全 类 似 地 有 
Q(2) = - (2—5) + ВЫ-В, (8—0) 
+. В,(2— 5)?+ ..., (23.6) 


Q (ho) = ов ут (6—6) + В+ В, (8—6) 


+ В.(ю-—5)2--.--. (23.7) 
注释 ”我们 再 指出 一 个 简单 的 并 且 和 在 815 注释 3 中 已 推导 
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过 的 类 位 的 估计 式 ， 正 象 在 前 面 已 狗 定 好 的 那样 ,假定 р" (Р) 在 
же Г.-а 上 是 适合 互 条 件 的 ,我 们 在 这 一 条 矣 上 取 丙 个 点 
с’ с", 考察 积分 


_ 1 * (2)at 
Ч 555 1... 7 


т. g(t at а 
НС y=a+iB, 0<а<1, (23.8) 


它 与 积分 (23.1) 的 区 别 仅 在 于 :积分 不 是 展 布 在 整个 颖 上 上 的 ,而 
只 是 展 布 在 工 的 一 部 分 ce" Е; o 或 者 of 与 或 者 重合 的 情 
НЕЬ. ЗКЕН: 在 上 述 条 件 下 , 对 于 位 在 弧 也 的 邻 城 
内 所 有 的 点 z, 都 有 
(0) [< 


(28.9) 


|2—0с|° |2 ета с" |8”? 
其 中 v 是 任何 一 个 大 于 a 的 正常 数 , 而 8 В е" 都 是 任意 (任意 小 
的 ) 正常 数 . 

事实 上 ,类 似 于 1° 段 ,我 们 有 


ае] (0) = |. 6 (в) 


28 45" 1—6“ (2—2) 
1 | [2—е| "7%" (р) 
15 с/с 1—2 ” 


正 象 在 1e 段 中 估计 积分 工 那 样 , 容易 估 出 右 端的 第 一 个 积分 , Е 
旦 证 实 它 是 有 界 的 ， 对 第 二 个 积分 应 用 估计 式 (15.11) , 便 导 致 估 
计 式 (28.9). 

估计 式 (28.9) 显然 对 于 位 在 工 上 的 点 * 一 如 都 是 适用 的 ,因此 ， 


常数 
| (5) | 62е} Бе що", (28.9а) 


如 果 е0) ЖЕ аъ Е НЕВЕ (РЕЯ 
端点 6 是 联 精 的 ) 上 适合 П 条 件 ,那么 ,上 述 估 计 式 显 然 对 下 列 情 
形 亦 是 适用 的 : 当 e с" 与。 足够 接近 ,同时 ?位 在 绝 工 的 某 一 
部 分 (这 一 部 分 联结 c ЗОВИ сс") 的 邻 域内 时 的 情形 . 
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$24. М. в ІІ ВЕВЯ 
利用 8 22 中 的 记号 , 我 们 有 


__1 * (а 
Ф@) Е 227% |. (t oy (2—2) , (24.1) 


其 中 入 的 在 c ПА рЧЛЕЈАР Н ЗЕМ (№ с ЖЖ а ВБ). 
在 a=0, у=58 +0 的 情形 下 , 可 把 上 述 公 式 改 写成 


_ Ф* (©) dt 
50-9 |. (2с) (一 本 


1 [Ф*( — р" (6) 1 4-е) 8 
| tw) а, (24.2) 


因为 , [入 二 一 六 Lo 在 ce 的 邻 域 内 是 属于 互 类 
的 ,并 有 晶 它 在 i=6 ЖИВ, 因此 , 在 。 附近, 右 端 第 二 个 积分 
2 АЖ ‚Е 24 —>е 时 趋 于 确定 的 极限 。 而 第 一 个 积分 的 性 质 
由 上 一 节 中 的 公式 (28.4) 及 (28.6) 确 定 , 由 此 就 导出 在 a=0 的 情 
形 下 的 公式 (22.5) . 

我 们 来 研究 w>0 的 情形 (应 该 提醒 一 下 , а<1), 我 们 把 Ф(2) 
表 成 


__ф“(0) 4 1 (0) — р" (0) 
DO- 


第 一 项 在 c 附近 的 性 质 由 公式 (23.4) (28.6) 确定 ， 第 二 项 
КРУЖЕВА АСЯ РУС АХ 


Гр (0) — ф" (61 to)™ 
人 一 0 一 人 一 2 ” 


其 中 є 为 如 此 足够 小 的 正 数 ， 使 得 分 子 在 的 邻 域 内 仍然 是 适合 
Н 条件 的 ， 现 在 把 估计 式 (28.2) 应 用 于 所 考虑 的 第 二 项 , 并 且 选 
取 适 合 不 等 式 a 一 s<?*<a 的 任意 一 个 数 " 当 作 >=m, 我 们 便 — 
可 以 断言 ,在 a>0 的 情形 下 ,公式 (22.5) 亦 是 正确 的 这样 一 来 ， 
ЕЕ ГЕ. 

Ф 参看 $6. 
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595. М. 命题 IV 和 VI 的 证 明 


我 们 剩 下 要 证 明 的 是 $ 22 中 的 命题 IV 5 УІ, 
1° 我 们 来 证 明 命 是 IV。 在 a=0 的 情形 下 , 宅 可 以 直接 从 下 
述 公 式 得 出 : 


__1 Ф") (t—e) ‘20 
Ф(4) 271 |. 2—1, 


“(0 | (2—0) ба 
255% аъ 一 一 加 


+52, [9 (Ф) — елит с) в А (95.1) 


这 是 由 于 : 右 端 第 一 项 在 ¢ 附近 的 性 质 由 公式 (23.5) 或 者 (23.7) 
确定 ， 而 第 二 项 中 被 积 面 数 的 分 子 在 。 的 邻 域 内 是 适合 瑟 条 件 
的 ,并 且 当 ti=c в, БАЗ, 

剩 下 要 考虑 的 是 >0 的 情形 . 为 了 确定 起 见 , 假 定 6=% (可 
以 类 似 地 研究 c 一 5 的 情形 ) ,我 们 分 


"(тағ 
Ф(ь) = 27 | ($ Ну" №) 


*(а) а А 
т = |. (2—9) (it—to) 十 于" (5), (25.2) 
其 中 
* фа 
Ch) в (25.3) 
VO р" (0) – р" (а). (25.4) 


НЛ (93.5) пурї, (25.2) — ЈА. АЕ ЯЕ 
55 (22.8) Жан. ЖЕ у (а) =0, 故 从 公式 (22.5) 
及 (22.6) [在 其 中 ,我 们 现在 用 多 *(z) В УФ) Е ф"(0)1 
可 以 知道 , 当 如 4 时, (如 一 0)7W*(io) 一 0， 因 此, 如果 能 证 明 : 


@ ”为 了 能 把 公式 (22.5) 应 用 到 z 一 如 位 在 弧 o 吕 上 的 情形 ， АВЕ 00 
1 
= 5 [2+ (to) +2 (00) 7 就 够 了 ， 
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图 数 
керу (0—9)? фра 
Ф (00) = (加 一 四 YE (0) -| аоаи (25.5) 
(ХЕ № 罗 (@) =0 时 ) 在 点 4 的 邻 域内 是 属于 Н 类 的 ， 公 
式 (22.8) 便 可 以 得 到 证 明 . 事实 上 ,此 时 我 们 有 


jy Ph) 9%) (а) 
отт а)? 


因此 , 画 数 Р" (to) 具有 在 已 话 明 过 的 公式 (22.8) 右 端 中 出 现 的 
图 数 四 (如) 的 形式 . 
在 这 一 段 的 其 余部 分 中 ,我们 致力 于 永明 : ЖЕ а 的 邻 域内 , 9 
数 罗 (如) 是 属于 五 类 的 .不 失 一 般 性 , 我 们 可 以 认为 a2 是 标准 
30, (О) 在 整个 弧 аъ 上 是 属于 Н у. 
我 们 有 
PD (0) = (to— 6%)Y | 由 (的 一 由 (加 ) Ф 


22% Jo (2—9)7(2—1) 
ф(%) (6—а)? dt 
Ton „ау: 


НА (23.5) УР, 上 式 右 端 第 二 项 在 4 的 邻 域内 是 属于 Н 
我 们 来 考察 第 一 项 
бат р Oo) а 
928 7 
= 0 0007-08071 а 
925) (а) т) 
+ 2, | а "а а. 
但 是 ,因为 山 (&) =0, 因此 ， 
ти 


22% 


21 | BO By {mn 0 д) 


22% Ја 1—10 92% 加 一 G 


1—10 
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Еа 的 邻 域内 是 属于 Н 类 的 . 
剩 下 要 研究 的 是 积分 
__1 0 р (0—6) — (2— а)" 
Q(to) 1, (2—9)7(1—4) 
我 们 有 


0 — Q(to) 


| {et а)1— (6а) (0) 一 由 (to 十 站] 
97% Л (#—а)74—-ю—1) 


—а)” ь 
一 Ф а) 746 = (to)] а, (25.6) 

我 们 将 用 从 а 量 起 的 弧 坐 标 * 来 确定 上 在 52 上 的 位 置 ,假定 
点 六 所 对 应 的 弧 坐 标 是 8 一 8%， 点 和 与 如 十 凡人 分 别 对 应 的 强 坐 标 是 
30 与 зо; 不 失 一 般 性 , 显然 可 以 认为 gc>0, 此 外 , 还 可 以 认为 
20 < 3 — зо (因为 我 们 所 感 兴趣 的 只 是 4 点 的 邻 域 ). 

我 们 用 ,表示 与 ss 一 十 20 对 应 的 点 , 当 8 – 20220 时, 我们 
Е в ЗЕЕ 81 =80 — 20 对 应 的 点 ,或 者 当 8 — 20 <0 时 ,我们 就 
用 点 4 表示 与 入 对 应 的 点 . 

把 积分 (25.6) 分 成 两 个 积分 之 和 ГІ: 0 是 展 布 在 部 分 
1=11 上 的 积分 ,了 是 展 布 在 其 余部 分 o 一 如 = 上 的 积分 ,因此 ， 

Q(to +h) —@ (0%) =Ъ-Т. (25.7) 
注意 到 ，( 一 人 ?= (2—а)* дів Н (а) 条 件 的 (56, 3° 
段 ) ,我 们 便 有 
1 一 2)7 一 (#0 一 0)7| 志 常数 ,|i 一 tol*. (25.8) 
Р, до А ЖФ 所 适合 的 瑟 条 件 的 指数 ,那么 ,有 


ры, as | as } 
120) ац], рамот 112—0 |а| 6—19 


у ха 45 Г ds | 
< 
^ к. ое" s 8 8—9 * 


我 们 提醒 一 下 , $1 一 8 一 20 或 0, ss 一 so 十 20. 
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ОЎ ЕАН 3 so 十 op, 其 中 p 是 新 的 积分 变量 ,就 容易 断言 ， 
[| 过 常数 .ax. (25.9) 
转 到 讨论 展 布 在 1 二 ab 一 二 上 的 积分 了 ,我 们 现在 把 它 改 号 成 


-元 | аан 
27% Ји (2—9)? (2—1 — №) 
7 а" р ~ tI 
ф (№) 一 由 (十 内 (人 (6—9)7— (0-а)? 
+ 22% |, (+—а)7"1—%) й. (25.10) 


容易 估算 后 面 的 一 个 积分 ; 亦 就 是 ,注意 到 (25.8) , 我 们 就 得 


(0—9) — (0—а)? в. ds 
外 (2—9)? (#—4) а= н |, 82 8—80 |17 
ль. SL CS 8ь 4$ . . 
= в |" арг + GCT ==}: (25.11) 
如 果 so 一 20 0, 那 么 , 右 端 第 一 个 积分 便 不 出 现 . 当 $1=s0 一 20>>0 
Ву, ЙЕЗЕ ЕТАН з= зор, 我 们 便 得 出 


1-29 
$ 


[| ds | -| йр 
о 8" (580—8) 17% Јо PIT 一 D) 
1 dp _ 
<} 0"(1—ю)17* Е. 
对 充分 小 的 c, ДЕ (25.11) 右 端 第 二 个 积分 中 ， 作 变量 羽 换 
8=80+20p 后 ,和 给 出 


[№ ds Е ар 
ss 8" (5—80) 7 -| ( 起 ) 1-а 
от) е 


<| Bh 一 名 < 常数 .|Ina|. 
这 样 一 来 ，(25.10) 右 喘 的 第 二 项 将 不 超过 常数 与 |In olox 
之 乘积 , 从 而 它 更 不 会 超过 常数 与 o* 之 乘积 ， 其 中 8 是 任意 取 
定 的 正 数 ， 
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现在 我 们 估计 (25.10) туа — 24, ЗИРЕ ЕЕ АБК 
І. +1, 的 形式 ,其 中 


— (toth—a)?— (6—0)? Ш) 一 出 (to 十 有 ) 
= 5 |. Сата) Ч 


Т, А) СО) (6) паа (2-а) "а 
2 974), (2—9) (0—1) 2-ю 


我 们 有 


| Со 4, у ^ + = р, 

В.У э—20 <0 时 ,第 一 个 积分 不 出 现 . 

ж лга, 那么 , 正 象 在 估算 (28. 坟 ) 的 右 回 时 那样 ,我 们 容 
易 得 出 , 当 入 >a 时 , 包 合 在 花 括 弧 中 的 表示 式 是 有 界 的 , 当 和 =a 
时 ,这 个 表示 式 不 超过 常数 与 |In c| 之 乘积 ;因此 , 当 和 之 a 时 ， 

PA 50.028, 

其 中 в 为 任意 取 定 的 正常 数 ( 当 和 >a 时 ,可 以 取 s=0). 

ла, 那么 ,在 做 了 象 估算 表示 式 (25.11) 时 所 作 的 那样 
变量 置换 以 后 , (对 第 一 个 积分 在 >2c 的 情形 下 ) 我 们 便 得 出 


1— 26. 


| CS 1 | 7 dp 
о 8° (804- о — 8)1—^ 80 ^ 0 pe(1+ 工 -oO 
0 


1 || dp Е А 
< лее. судта 
а) ртр Ио 


80—30 


И асуга Б |, о 
РЕЯ 


2с A 了 
工 > а 本 а 
< (20 )®—^ | Е т = 80”. 


这 样 一 来 , 当 和 <a 时 ,我 们 得 出 
|.| ТА 


Ф 因为 当 s0<20 时 ,这 个 积分 便 消 失 。 
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最 后 ,我 们 转 到 估计 Г, 我 们 有 


1I2| 志 常数 ， o 作 ds 


о 38° (59—38) *(s0—8) 179 


85 8 
+ 5" (8— 80—07) 17% (8— jr) 
当 020 时 ,第 一 个 积分 便 消 类 . 
在 做 了 同 前 面 情 形 中 所 做 过 的 同样 的 变量 置换 以 后 ， 我 们 便 
得 出 


Г 4$ 
о 3" (804-07 — 8) 1-^ (830—8): 
1— 29. 
с 


1 | dp 
= 1—^ 。 
80 0 (1+) (1-—р)2-* 


再 提醒 一 下 ， 在 这 里 我 们 应 当 假定 二 < 亏 ， 我 们 现在 分 别 
考虑 天 种 情形 : ож 
在 第 入 情 和 下 ,后 一 个 积 分 不 想 过 各 
р dp 二 + 
|, 6" (1—р)* ^^ кё; 
在 第 二 种 情形 下 ЕЖА 


1-29. 


ы 
о р“ (1 — р) 3 一 2 一 


2 so 
< пору], pp 
ЕЕ ВЫП ВЕНЕ, 8 Й, 
它 不 超过 
ва.) балта), 


#8 9) (л+а-1), 
而 且 当 和 +a>1 时 ,这 个 积分 是 保持 有 界 的 . 
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粽 合 上 面 的 不 等 式 ,容易 汤 早 ,在 所 有 的 情形 下 ,都 有 


ы й — як А-8 
с —— < Коу 
|. 8° (5—8) *(s0—8)1° 2С , 


其 中 8 为 任意 取 定 的 正常 数 . 
再 者 ， 


| Cs 

с Р 

а, 82 (8 30—07) 1—^ (8 — 80) 1% 
55—30 


а^ рч 
< 91-2 |. ( 


ар 
7 ЧА — 
рее) (ә) в 


8—86 
с^ [5с - a 
= ых | ( — т у" ; 
09 


ЗНАВ Е, ТГ Е, 


ab ds , 
с = с —8 
). 8" (84-0 —8) 108—8) 1-9 ~ Но", 


其 中 8 是 任意 取 定 的 正常 数 ( 当 入 <1l 时 ,可 以 假定 8=0). 

粽 合 上 面 的 估计 式 , 我 们 便 得 出 伍 计 式 

НЕСТ аА (25.19) 

Жи = шір (о, А), їе ОВАЈ) ЈЕ. 

Жа (28.9) 及 (25.12) 便 证 明了 所 要 证 的 命题 . 

25 我 们 转 到 证 明 $ 22 中 的 命题 VI， 利用 818，3" В фе 
诈 明 类 似 的 命题 时 所 用 过 的 同样 的 方法 , 便 可 以 永明 这 个 命题 . 

为 了 确定 起 见 , 我 们 假定 c 一 a, 因此 , 我 们 可 以 把 万 理解 为 
О ЖЬ 重合 的 条 件 下 构成 ар 2 Арлу НЕ а". 再 
者 ,不 失 一 般 性 , 我 们 可 以 假定 a2 是 标准 弧 , 我 们 再 提醒 一 下 ， 
我 们 只 要 永明 , 面 数 Q(to, т) 对 变量 + 适 合 Н ДЕ, ЕТ. 

我 们 有 
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Q(to, T+h) — Q(to, т) = еа pl T+ 9 з 


TY t—ito 
一 (6—8)? 
22% 
-| Го" (2, Tt)—p (to, т) [9,1 gs 
аъ (#—а)? (2— 0) 
+ _ (6-а)! at 
++ [Ф (to, т+й) ф (в, т)] Ds |. (а) (2—0) . 


(25.13) 

НЕ (23.5) , 右 问 的 后 一 项 按 模 不 超过 常数 与 |hi’ 之 乘积 ,此 
дБ р Л Фф" (2, т) 对 变量 所 适合 的 互 条 件 之 指数 . 剩 下 要 
讨论 的 是 右 端的 第 一 项 , 亦 就 是 ， 


_ (0—0)? 
1= 27% 
-| Гр" (0, T+h) — фо, тА Го", т) 9", т)10 
ab (2—0) (2—4) 


(25.14) 
我 们 引进 记号 |5 =o ,我 们 用 由 点 4 ААВ АЕ $ 与 wo 来 
确定 6 上 的 点 t 与 如 之 位 置 . ЗН ДЕН 情形 : sos2c 
及 so>2c， 
在 第 一 种 情形 (820) 下 ,我 们 要 利用 到 画 数 1 (2, т) 对 变 
量 1 适合 五 条 件 . 用 入 表示 对 应 的 指数 ， 我 们 便 有 (提醒 一 下 ， 
у=а-+58, 0<а<1) 


ме. а 
ес |" а 3 ТА › 


sx 8 一 go 并 


Ж з 表示 点 ? 的 弧 坐 标 . 作 变 量 置 换 s= зоо, ЭО ГЕ 
(与 $51 作 一 比较 )， 
«он |А, 
其 中 以 一 min(a, А), 而 е 为 任意 小 的 正常 数 ， 
剩 下 要 考虑 的 是 情形 50220, 在 这 一 种 情形 下 , 我 们 把 
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(25.1d4) 右 端的 积分 表 成 三 个 积分 的 和 的 形式 
І=1,+1,.+13, 
НТ. КІ ЗЕМ О з-с. Ао Я 5+0 及 
№ зо Ро 积 到 5 的 积分 . 
用 0. З А: 5—0 所 对 应 的 点 ,我 们 就 有 


T= 9 Га" (2, т^) — ф" (0, т) 14 
1 224 Jo (2—а)7(0—) 


оуу 
Ге", T+h) (00, т)) ша) |. 5 у 


依据 (28.9a)@ 容 易 天 出 ,第 二 项 按 模 不 超过 常数 与 14|** 之 乘积 ， 
其 中 。 是 任意 小 的 正常 数 ， 用 荆 表示 第 一 项 ;我 们 有 
ЖА СК a 


作 变 其 置换 s=sop, ЗЕН Е >20, 我 们 便 得 出 


| a 
Г <. | oP 
| 1] 字数 | p* (1—p) 


ын 


А, (1 +| “ ии 


1 
2 


由 此 容易 断言 ,| 五 | 二 常数 ,141”, 其 中 8 是 任意 小 的 正常 数 , 因 


П, «е Ар. 
正好 同样 地 可 以 估计 I， 剩 下 要 估计 的 是 I， 我 们 有 
ГАЕТ № ”ds 


др. 


作 变 后 置换 ss 十 co, 便 得 出 


1 А 
па А а 


全 ”在 我 仙 的 情形 下 ,在 公式 (23.9a) 中 ,5 一 2 一 0 с =, 
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到 


17aj 981%”. 
ВЕД КУ, ЗАРИ СВ Е ВЯ НЕОН 


$26. Cauchy 型 积分 在 逐 段 光 滑 的 积分 曲 粮 
, 之 秸 点 附近 的 性 质 @ 


在 这 一 节 中 ,我 们 要 考察 有 关 Cauchy 型 积分 


_ ФО 
Ф(:) 2-2 ти (26.1) 


ДЕН ТОВЧ е "ЕЕ ЕВРО НВР) 车 点 附近 的 
性 质 的 问题 .我 们 把 那些 在 几何 意义 下 不 是 精 点 ,而 密度 ф (0) 在 
那里 成 为 不 违 敌 的 点 亦 认为 是 辕 点 ; 我 们 总 假定 这 样 的 点 之 个 数 
是 有 限 个 . 这样 一 来 , 下 面 所 得 出 的 车 果 亦 包括 了 当世 是 一 条 在 
斤 何 意义 下 光滑 的 曲线 ,而 ФО 具有 有 限 个 确定 类 型 的 间断 点 的 
那 种 情形 . 

在 研究 结 点 附近 的 性 质 之 前 , 我 们 在 已 知 方面 对 $ 22 Фа 
果 先 作 一 些 注 释 . 

1° 我 们 从 证 明 下 壕 和 $ 21 中 定理 有 着 紧密 联系 的 辅助 命题 
АФ. 

Не Г= ЭБИТ, БЕ о (2) 是 在 沿 着 工 而 
市 开 的 平面 上 a л ВА ВЕ, ЕЛ АЫ РА И 

Ф 6507 М. Pogorzelski 发 表 了 一 采 列 有 价值 的 论文 (УУ. Pogorzelski № 8 

文 [2]~[?7]) (后 面 的 两 篇 窒 交 发 表 在 本 书 这 一 版 向 出 版 社 次 稿 以 后 ) , 在 这 些 зас н 
亦 研究 了 Cauchy 型 积分 在 光滑 的 数 开 积分 曲名 以 及 逐 段 光滑 的 积分 曲 灿 (用 我 们 的 
ЖЕ Е РИ. ЗЕЕ Г ЕВ ТЕ, 这 些 类 都 是 Не 类 (用 
我 们 的 记号 来 表示 ) 的 子 类 ,它们 合 起 来 就 是 五 * 类。 与 此 同时 ,从 已 知 的 观点 来 看 ,他 
ЖАН Г OQauchy 型 积分 在 积分 曲 负 上 及 其 附近 的 性 质 更 为 精确 一 些 的 讨论 。W， 
Pogorzelski 的 其 余 精 果 在 很 多 方面 和 这 一 节 中 所 叙述 的 精 果 是 类 似 的 ; 此 处 所 讲 到 


的 精 果 , 我 在 几 年 以 前 便 得 出 了 ， 可 是 在 这 里 才 第 一 次 发 表 它 们 。 КНИЖЕК 
全 发 表 在 本 韦 第 一 版 中 前 几 节 所 叙述 的 精 果 之 直接 推论 。 
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ВА Е.И ВЕ Г каг На 上 ,又 假 
ЖЕ о" 埠 及 oo 外 在 弧 二 包含 在 这 一 个 令 域 内 的 部 分 上 是 适 
А Н(ш) 条 件 的 , 且 0<и<1Ф, 

另外 ,还 假定 弧 a2 在 端点 a 处 可 
УРУБ aa 向 外 作 稍 许 延长 ( 例 
如 ,用 切线 段 当 作 wa) ,并 且 使 得 延长 
而 得 的 、 包含 弧 工 = a2 НД Г =а'а6 
_ 是 光滑 的 (图 13). 

在 上 述 条 件 下 , 画 数 w(z) 在 点 a 
的 邻 域内 可 以 从 左 倒 及 右 人 如 炉 拓展 图 13 
7 Е, НИЙ о (1) 及 o (0) 在 这 一 个 邻 域内 在 一 上 (而 不 
仅 在 也 上 ) 是 适合 Н (и) 条 件 的 . 

事实 上 ,以 为 中 心 作 一 半径 为 足够 小 的 图 周 y, 使 得 这 个 图 
周 整个 地 位 在 所 考虑 的 邻 域内 , 振 且 可 以 使 它 与 卫 恰 好 相交 于 一 
点 ао. 依据 Qauchy 公式 (现在 把 它 应 用 到 由 图 周 y 所 图 成 的 并 且 
ЕАН вао ИРЕНА Е), 对 于 位 在 ?7 内 部 而 不 在 弧 sae 上 的 点 
2, 我 们 都 有 


оа 909 


227% 1—2 7 

К Г ХАЈЕК Г Е АЈ Е, АЕ А2 22 994. 3х 
条 边界 (图 13) 是 由 下 列 几 部 分 构成 的 : 沿 аа, нуе А Е 
左边 , 沿 反 时 针 方 向 描 答 的 图 周 Y, 和 党 аа НЯНИ 2 
边 ， 我 们 用 w(t) 表示 画 数 w(z) 在 上 所 取 的 边 值 ; 特别 是 , 在 
基线 пао 之 左边 及 右边 ,应 该 把 (0) 分 别 理解 为 of Ко“. 
这 样 一 来 ， 

w (7) = 1 | [or (分 一 or (0) 14 4 1 | ТО 


23% 1—8 273%)у 1—2 * 


Ф 我 们 取 4<1, 为 的 是 不 单独 讲 4 一 1 的 情形 . 
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因为 , 右 端 第 二 个 积分 在 点 4 ПЕНН, 因此 ， 
剩 下 要 考虑 的 是 积分 
1 | [or 人 一 or-(D1 _ 1 | w(t) dt 


ao(2) = 5 


259 Ла 1—2 274 ? 
Ну о (О от (0) (24 ЕДЕ аао БЕ), ФФ =0 (4 1 Е 
ЕНК wa 上 时 )， 因 为 ,由 画 数 w(e) 可 以 连续 拓展 到 点 a 
上 的 条 件 可 以 知道 , 当 上 在 二 上 趋 于 “时 ,of+ 全 一 o 鸭 ->0, 同 
НУ, ПР, о* (© 及 凡人 的 在 了 上 点 4 的 邻 域内 是 属于 
Н (и) 类 的 ,因此 , АЖ (РЕГ БЕН (ш) 类 的 , 并 由 此 
再 依据 Plemelj-IIpzpaaoa 定理 , 便 导 出 上 述 的 结果 . 

从 刚才 证明 过 的 命题 , 依据 8 21 的 注释 2 还 可 以 导出 : 在 上 
述 条 件 下 , 对 于 在 点 а 的 邻 域内 ,同时 位 在 5 ала 的 左 仙 或 者 
右 便 的 任意 两 个 点 鼠 5 2, 不等式 
lo (25) — (21) | «0 [ааа |“ (26.2) 


а 2—2 


АТАЙ 

当 4 在 荆 上 时 ， 如 果 拒 (理解 为 从 适当 的 一 个 而 取得 的 
边 值 ， ЖА, 2 与 2 (再 者 同时 或 有 一 个 ) ФГ ЕВ, 这 个 不 
等 式 显 然 亦 是 成 立 的 . 

上 述 不 等 式 指出 , 特别 是 , ВАЗА о (2) 在 点 & 的 邻 域内 每 一 条 
УЕ, аа" 上 是 适合 豆 (w) РЕМ, КАБ аа" 是 从 点 & 引出 的 ， 
并 且 位 在 党 着 工 而 制 开 的 平面 上 (如 图 13 所 示 ). НЯ аа” 
Ж НГЕ Г = аа 的 左 邻 域 或 者 右 邻 域内 (只 要 适当 
地 选择 弧 аа, 这 总 是 可 能 的 ) ,那么 便 不 难 证 实 这 一 点 ， 

显然 ,上面 所 讲 过 的 车 果 , 当 把 端点 а 改 为 端点 2 以 后 的 情形 
丈 是 适用 的 . 

2° 回 和 到 8 22 中 的 命题 ,我们 可 以 假定 ， 在 积分 (26.1) +, 
Г=а5 表示 一 光滑 的 艇 开 弧 ,在 822 中 的 记号 下 ,有 


pO- 下 和 ,YmatiB，0<a<l; oa 或 者 bp. (96.3) 
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我 们 提醒 一 下 ， 积 分 (26. 了 在 沿 着 工 而 割 开 的 三 面 上 点 6c 附 
近 的 性 质 ,由 公式 (22.4) , (22.5): 


Ф) = #000 ш-0+%®, 当 y=0 时 ， (26.4) 


加 етті ф* (с) 、 Р 
Ф(2) вул (a0)7 10009), мутон} (26.0) 


确定 . 24 с=а 时, 取 上 面 的 符号 , 当 c=2 时, 取 下 面 的 符号 ， 把 
In 一 理解 为 在 沿 着 志和 而 制 开 的 平面 上 端点 附近 是 全 纯 的 任 
海 一 个 分 枝 ; 把 (2 一 0)7 理解 为 在 这 同一 个 区 域内 是 全 和 纯 的 、 兰 且 
在 工 的 左边 到 值 4 一 0)7 的 那 一 个 分 枝 , 而 (2—0)? 则 出 现在 公式 
(26.3) Ф. т (26.4) жт Чу Фо (2) 表示 一 个 在 已 荐 开 
的 平面 上 点 e НАА, "ЕР Е А Е 
Зе ЗНС ЕЖА ЛЕ с Е; 边 值 D3 @ Е Ф (0) 
在 五 上 上 点。 МАР Н 类 的 ($ 22, 3° ВО. ЖЖ (26.5) 
右 端 中 的 画 数 Фо (2) ( 当 a 一 0 时 ) 及 乘积 Qu(z) = (#—с)"Фи(2) (34 
a>0 时 ) 亦 具有 同样 的 性 质 ,并 且 Q6(0) 一 0. 

从 这 一 节 I 段 中 所 指出 的 结果 ,可 以 导出 , 当 a=0 时 , 公式 
(26.4) 或 者 公式 (26.5) дом Фо (2), 在 点 Cc 的 邻 域内 每 
ЭИА с 上 是 属于 Н 类 的 ,此 外 弧 co 是 在 沿 着 也 而 割 开 的 
下 面 上 从 点 6 所 引出 的 ， 在 a>0 的 情形 下 ， 夯 数 (z 一 o)7Go(2) 
==00(2) 亦 有 具有 同样 的 性 质 . 因为, 在 后 面 这 个 情形 下 , 2oc)=0， 
因此 ,我 们 显然 有 

Bo (2) = №) — (0) _ Фо) (26.6) 


(2—0)? |20—е|% ? 
其 中 oo 是 小 于 а 的 某 个 正常 数 ,而 Фоо (2) 是 在 。 的 邻 域内 在 任意 
一 条 光滑 匠 ec 上 适合 五 ЖАРКИЙ, ПЖ ce' ДЕН Г Ш 


Ф 我 们 提醒 一 下 ， 依 据 (2 с) 在 忆 上 是 回炉 变化 的 条 件 ( 当 а=0, В0 时 ， 
点 e 应 除外 ) ,当然 可 以 任意 地 选 定 在 公式 (26.3) 中 出 现 的 (to)7 在 工 上 的 值 ， 
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开 的 平面 上 从 点 с 所 引出 的 . 

最 后 ,我 们 提醒 一 下 ,积分 (26.1) 在 积分 曲线 二 = 2 Е с 
”的 邻 域 内 之 性 质 由 公式 (22.7) (22.8): 

Ф(6) = 多 (е) +$"), вузом (26.7) 
及 


+ Бул, 9* (6) * з . 


确定 ,此 处 当 一 时, 取 上 面 的 符号 , 当 c=0 时, 取 下 面 的 符号 ; 
在 公式 (26.7) аж Ф*(%) 以 及 当 «=0 时 也 在 公式 (26.8) 中 
的 画 数 Ф" (10) 在 с 的 邻 域 内 是 属于 Н Э);  а>0 时， 


Ф (#0) 
to 一 C & 


Ф" (to) 一 Й (26.9) 


其 中 oo 一 常数 <a, ШФ" (0) 在 二 上 。 的 邻 域 内 是 属于 五 类 
的 . 

35 在 叙述 了 上 一 节 中 的 粘 果 以 后 ,研究 由 公式 (26.1) 所 确定 
的 画 数 (2) 在 曲 米 工 的 精 点 的 邻 域内 之 性 质 ， 便 没有 什么 困难 
了 ,此 处 现在 我 们 把 荆 理 解 为 
Е-Е ЗЫМ 
来 研究 这 种 情形 . 

于 是 , 假定 在 公式 .26.1) 
中 的 工 表 示 任 意 一 条 逐 段 光 沸 
НЕ (СТ, 4°, 5° 段 ) ,又 假定 
是 它 的 结 点 之 一 (图 14) . 假定 

图 м 做 开 弧 Та, Га, =, 的 端点 

在 这 一 点 处 精 集 ， 井 且 在 这 些 绝 上 的 正方 向 ， 可 以 是 从 点 e 出 发 
(此 时 点 6 是 缴 的 起 点 ) , 亦 可 以 是 称 止 于 点 © (此 时 点 e за 
点 ) ， 在 第 一 种 情形 下 , 我 们 就 把 对 应 的 弧 叶 做 引出 的 弧 ， 而 在 第 
二 种 情形 下 ИН У ИНЫЕ ОВК. 
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为 了 研究 画 数 (2) ДЕН с 附近 的 性 质 ,显然 只 需 假 定 在 公 
(26.1) Ф [ЕН Г = сез, Lsa= 663, +", Г. = со, Ф© 的 全 体 
所 构成 的 就 够 了 ,我们 就 这 样 假定 . 

我 们 首先 考虑 在 应 用 中 最 常 遇 到 的 情形 : 公式 (26.1) 中 的 画 
ЖФ 人 的 ес 的 邻 域 内 是 属于 Го 类 的 , 亦 就 是 ,下 述 情形 : 

ФФ) = фо) ЧЕТ Е, В=1, 2,5, в, (26.10) 
Ж рь (0 Зеле Г, БАЛЕ, И, ЕДЕ Г, 上 端点 6 的 分 域 内 
是 属于 五 类 的 . 
这 样 一 来 ,在 我 们 的 情形 下 ， 


1 ФФ ҹа 1 | фь(#) ЧЕ 
Ф(2) |, 2—2 2553 Ls 8‘ (26.11) 


917—8: ГР Е ЯЕ ру 9 Е А 5—74 Е, ЖА, З 
便 容 易 导 出 下 述 的 结论 . 
在 结 点 © 的 邻 域 内 ,对 于 不 位 在 也 上 的 点 ,我们 有 


Фо = A (2-6) +$, (2), (26.12) 
其 中 4 是 由 公式 
Yr Pp(C) 
А- У +85 (26.18) 


Фр оС, НЕЬ ЗМ БТН ДОНАУ, ЖЕ фь (с) 之 前 应 取 上 面 
的 符号 ,而 当 卢 与 进入 的 弧 对 应 时 ,在 фь (с) 之 前 应 取 下 面 的 符号 ， 
ЯН Ф ( 轨 表示 在 每 一 个 由 弧 Г, (&=1, 2, ++, п) ВИ с 的 
邻 域 而 得 出 的 局 形 内 是 至 纯 的 夯 数 ， 它 可 以 从 每 一 个 局 形 内 回炉 
拓展 到 此 局 形 在 点 c 的 邻 域内 的 边界 上 ( 亦 可 以 连结 拓展 到 点 с 
上 ); 此 时 , 画 数 Фо (2) 的 边 值 在 点 c 的 邻 域内 属 形 的 边界 上 是 属 
于 瑟 类 的 .在 已 输 的 局 形 内 ， 可 以 把 ш (2-е) 理解 为 任意 一 个 
违 秆 变化 (点 。 本 身 除外 ) 的 分 枝 ， = 


”此 处 我 们 暂时 放弃 这 样 的 规则 ， 俯 据 这 一 个 规则 , 居于 第 一 个 位 置 上 的 字母 
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而 对 于 位 在 工 上 结 点 6 附近 的 点 :2 一 如， 我 们 有 完全 类 似 的 
公式 
BH) = A In(to 06) +Ф*(®), (26.14) 
Зе $*(%) Г Е 0 ИЖ, ТЕГ Бах с 的 邻 域内 是 局 于 
Но ЖИ Клея, 
Ф) = (to) 在 Ls 上 ,b=1, 2,..., в, (26.15) 
ЗЕН. Фь (4) 在 Lr 上 端点 ¢ 的 分 域内 是 适合 五 条 件 的 ; 当 如 在 Lx 
上 时 ,把 In (с) 理解 为 在 1 БАРИНА (дт с 除外 ) 对 数 的 
任意 一 个 分 枝 ,而 А 是 由 公式 (26.13) 所 确定 的 常数 ， 
我 们 特别 指出 一 个 特殊 情形 . 亦 就 是 ,我 们 假定 ФСФ) Е с 的 
邻 域内 是 属于 豆 类 的 (而 不 仅 是 属于 了 6 类 的 ) ,又 假定 P(c) =0. 
此 时 ， 容 易 看 出 ,依据 上 面 所 述 ,， 当 > ЕВЕ с 时 ， 
Фо 趋 于 确定 的 极限 ， 而 Bb) 在 荆 上 点 6 的 邻 域内 是 属于 瑟 
类 的 . 
现在 我 们 考察 下 列 情形 : 在 公式 (26.1) 中 的 工 如 上 一 样 表示 
РЕЈ НН, ВНЖ р (在 已 知 缚 点 6 ПУЛ хе Ја Р Н" 
ЖИ). 我们 可 以 假定 ， 这 个 画 数 在 附近 可 以 表 成 下 述 形 式 〈 与 
8 22 作 一 上 比较 ): 
Ф(0) = Р РА у=а+18+0, 0<а<1, (26.16) 
此 处 (一 0)" ЕРЫ Е с А2600 Та, Га, 56, Г, 上 的 值 ， 
ЛВ ЗЬ Е (24 а= О, д е 可 能 除外 ) 是 连 猴 变化 的 任 
Лин, шо’ 表示 在 端点 e 的 邻 域内 是 属于 Но ЖЖ. 
这 样 一 来 ,我 们 可 以 写 出 
pO = рь) = ео, ФЕТ, Е, #1, 9:5, в, (26.17) 
Я фк (Р) 表示 在 Lx БАЈЕ, 1810, "ЕЛЕ Гь 的 端点 6 ВОВ 
Р Н 类 的 . 
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ЯНВ Ф (2) 表 成 和 (26.11) 的 形式 ,并 把 2° 段 
所 叙述 的 结果 应 用 到 每 一 项 上 ,我 们 便 容 易 导 出 下 烈 结 洽 . 
在 结 点 с 的 邻 域 内 ,对 于 不 位 在 Г 上 的 点 2， 有 
十 Go(2) ， (26.18) 


к 
(2—с)? 

Ж Кд, ТЕПА ШЕ Г е с 9 рану АЯ 
Е, А 可 以 有 不 同 的 值 ， 而 Фо (2) 是 在 这 些 局 形 中 的 每 一 个 上 为 
АОВ С: 当 a=0 时 , 它 可 以 连续 拓展 到 对 应 的 局 形 在 点 с 的 
邻 域 内 之 边界 上 ( 亦 包 括 点 。 本 身 在 内 ); 当 a>0 时 ， 


Ф (2) = 


GO) =oG) аа, (26.19) 


12 一 c ? 
其 中 Boo(2) ЧЕ с 附近 是 有 界 西 数 , 它 可 以 连 炽 拓展 到 对 应 的 局 形 
之 边界 上 ; 此 时 这 些 画 数 的 边 值 在 点 ¢ 的 邻 域内 的 属 形 的 边界 上 
жур Н 类 的 . 
对 于 和 结 点 2 附近 地 上 的 点 ?= 如 , 有 


Ф() = пФ) (26.20) 


其 中 下 ,是 常数 ， 宅 在 不 同 的 Гь 上 可 以 有 不 同 的 值 ， 而 Ф" (to) 
ЗК Г Е ПУР, Е РЕН КВН: Ч а=О ву, "(如 ) 在 c 的 
邻 域内 是 属于 五。 类 的 ; 当 a>0 时 ,有 


р. ‚ wm 一 常数 一 a， (26.21) 
001 


其 中 @Y(t) 在 e 的 令 域 内 是 局 于 太 类 的 . 

容易 写 出 公式 (26.18) 及 (26.20) 中 常数 КУ КН 
式 , 但 是 , 由 于 我 们 不 需要 这 些 数 的 表示 式 , 因此 , 在 一 般 情形 下 ， 
我 们 不 准备 来 推导 这 些 表 示 式 ， 而 只 在 下 一 段 中 考虑 一 个 典型 的 
例题 . 

49 为 了 褒 明 前 面 所 讲 过 的 ,我 们 来 考察 下 壕 特 殊 情 形 . 假定 
在 结 点 处 只 结集 了 两 条 光滑 红 五 =cae № Г. сс, 因此 ， 在 我 


全 (to) 一 


120 第 一 章 Cauchy 型 积分 的 基本 性 质 

ДРАКЕ К, АЕ НН Е Г Га Га зс, 的 普通 角 点 

(图 14a) Ф; 我 们 将 假定 在 Г=сс 及 上 scc。 上 正方 向 是 根据 所 

。 引 用 的 记号 来 取 的 ， 我 们 考察 下 述 情 形 : 沿用 
前 面 的 记号 ， 我 们 有 


00-3205, у=а+18+0, 


"= (В ЖЕТ, Б, 
ф*(#) = ф2(0) ЛЕГ, 

图 14 其 中 ф1(0) 及 ф(0) ЗЕ Та КГ, Бей 
域内 是 适合 Н 条 件 的 .与 此 相应 
Ф(2) = Ф, (2) Ф, (2), 


其 中 


$) 1-2 


м 1 ФО 
Ф, (=) 527), 2 


Н Г Е с 的 邻 域 分 成 两 个 局 形 ,我 们 用 о 与 c” 表示 它 
们 ， 井 且 依 据 它们 和 上 上 取 定 的 正方 向 的 相对 位 置 ， 分别 地 把 它 
人 是 做工 (在 点 < 附近 ) 的 左 邻 域 及 右 邻 域 . 

为 了 要 能 把 2° 段 中 所 导出 的 公式 应 用 到 Ф, (2) 及 Фа(2) Е, 
我 们 需要 用 一 定 的 方式 来 选 定 出 现在 这 些 公 式 中 的 多 值 夯 数 的 分 
Б. 我 们 下 面 所 进行 的 讨论 总 是 在 点 6 的 邻 域内 做 的 . 

在 Г. 上 我 们 把 《一 97 理解 为 在 上 ,上 连续 变化 的 ( 当 a=0 
时 , ке 除外 ) 任 意 取 定 的 一 个 值 . ЛЕВ о 内 以 及 在 局 形 o- 
Йу, 我 们 把 (2 一 0)? ЖЕНУ Га 而 岸 开 的 平面 上 是 全 和 纯 的 一 
个 分 枝 , 并 且 这 个 分 枝 在 Г, 的 左边 取 值 一 7。 再 者 ,在 Li 上 


Ф ЖЕНИ Га 与 Za 彼此 是 可 以 相互 光滑 地 延伸 的 ,因此 , 纸 工 可 以 是 一 条 光 
ви. 
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我 们 把 4 一 0)7 理解 为 出 才 所 讲 到 的 (2 一 0)? 的 那 一 个 分 枝 在 Га 
上 所 取得 的 值 ， 现 在 我 们 还 需要 用 到 酚 数 (z 一 0)7 的 别 的 分 枝 , 亦 
就 是 要 用 到 它 这 样 的 分 枝 , 它 在 沿 着 Li ИВ МНЕ Г 
Эу) 三 面 上 是 公 纯 的 ， 井 且 在 Г, 之 左边 取 上 述 值 (i 一 0)7; 
我 们 用 (x 一 0)?]* 表示 这 一 个 分 枝 . 容易 看 出 ， 
(ав) = (2—0)7 在 属 形 o7 р, 
[(2—0)71*=е72"7 (2—0)? 在 属 形 o7 内 . 
在 此 以 后 ,我 们 便 容易 写 出 所 要 求 的 公式 . 亦 就 是 ,依据 公式 
(26.5) ,在 明确 的 记号 下 ,我 们 有 


Ф,(0) 60200) Ф002) 在 or 内 及 cr 内， 


22Sinym (2—0 


а еў , 28 (1) 
2: -yr Te eT 0 人 


О ФР) 在 o* 内 ， 


Dsinyn = 


д)" фз (с) кр 
Ф; (2) Dsin ym [G2— с +0 (2) 
61 Ф100) _ 
= зшуял 20)? + $5 ($) ЕС 内 ， 
由 此 可 以 导出 公式 
_ вера (6) фе тат), 1 2 
20- " Dsin ух " (#0) +Фь (>) 
在 工 之 左 侧 ， (26 22) 
ол вое) вт (в), 1 
5) 一 22 Sin ул (20)? +Ф,(2) 
在 工 之 右 侧 ， 


此 处 画 数 Фо (2) 具有 下 烈性 质 : 当 a=0 时 , 它 可 以 从 左 侧 及 右 侧 
а НЫЕ с 的 邻 域内 的 卫 上 ， 工 且 它 的 边 值 在 这 一 个 邻 域内 
的 荆 上 是 属于 Н 类 的 ; 当 w>0 时 ， 

Ф,(2) = аа. «= <, (26.28) 


—е ? 


192 第 一 章 Cauchy 型 积分 的 基本 性 质 
其 中 男 数 Boo(z) 可 以 从 左 侧 及 右 侧 连 争 拓 展 到 在 6 的 邻 域内 的 荆 
上 ,并且 它 的 边 值 在 二 上 这 一 个 邻 域内 是 属于 Н 类 的 . 
从 公式 (26.8) 出 发 ,用 类 似 的 方法 ,可 以 得 出 当 & 在 荆 上 时 
Фи) 的 公式 .注意 到 
00) = 51906) +Ф-&)1, 


从 公式 (26.22) 来 推导 还 要 更 简捷 一 些 . 如果 注意 到 : 
ЖЕ 14 Б, 
[一 9 站 一 [to 一 7 一 (io 一 7; 
ЖТ, 上 
[4%—6)7] += (%—е)7, [06 —0) 717 е2 (0 е), 


о ро) – то 


1 * 
от т (0), ЕЩЕ, 


ШС 
и (26.24) 
_] сул * 6 + 
20) | ор 000) Bsn yn oO 
1 р 
oo 一 * ( 
00 0) ЖЕ 


Ж Ф" (5) 4 а=0 时 在 上 上 6 Й РЧР Нов, 而 当 
ca>0 时 ， 
Ф" (№) 


| 如 一 cl и 


Ф* (10) = 0 一 常数 <а, (26.25) 


其 中 更 "io) 在 卫 上 的 同一 个 邻 域内 是 属于 Н ЕФ. 


5% 由 上 面 的 结果 可 以 直接 导出 下 述 重 要 的 精 论 . 
假定 在 Cauchy 型 积分 


Ф ЛЕД. А. Кнеселава 1 的 论文 中 , 全 输出 了 在 纸 Гл 和 Го 是 彼此 相互 光滑 延 
伸 情 形 下 的 公式 (26.22) № (26.24) (这 种 情形 并 不 重要 , 亦 不 反映 在 公式 的 形式 上 ), 在 
本 韦 的 第 一 版 中 全 转载 了 这 两 个 公式 . 此 处 弥补 了 在 证 明 中 出 现 的 一 个 缺 阳 . 
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_ 1 ф(2)аі 
Ф(2) 97% й 3—2 


НОЯБ Г 5-Р) ,密度 p(t) Е Ё Блат Н" 
的 ， 此 时 , 画 数 Ф (2) ЕЗУСА) 7) С ЭХ. 
再 者 , 如 果 ФФ 还 在 也 上 是 属于 Н"), 那么 , 当 刀 在 工 
上 时 , Ф(20) 亦 是 属于 同一 类 的 ИЯ, ЕЛЕ Г ЕЮ Н* 
函数 ,对 于 运算 
| Cas 


五 1—2 
6 最后, 我们 来 考察 密度 还 依赖 于 在 某 一 个 集合 TT 上 变动 的 
Ал т 的 情形 . 亦 就 是 ,考察 Qauchy 型 积分 


_ 1 Фф (2, т) oa\ 
Ф(2, т) = 22} |, $2 (26.26) 


其 中 工 表 示 一 条 逐 段 光 滑 曲线 ,而 画 数 ФФ, т) МЕ Г, ЕТ В 
是 适合 下 列 条 件 的 : 对 于 在 已 知 结 点 ¢c 的 邻 域 内 之 +t 


рб) а, YatiB， (26.27) 


其 中 4 与 8 都 是 实 常数 ,0<a<1, 而 р" (0, т) Ж с ВУК руЈаХ 
ВоВ Ho 类 的 , 它 对 变量 7 是 适合 及 条 件 的 ; 对 了 的 其 他 
的 值 ,有 不 等 式 
рб тА) р, т) А) 1А, jp 二 常数 >0， (26.28) 

其 中 4 的 是 某 个 在 世上 可 积 的 正 值 西数 

那么 ,对 于 二 上 部 充分 近 的 如, Ми 

{3 (%, т) = (to—0) 7 (6, т) 

对 变量 如 是 属于 Но 类 的 ,对 变量 7 是 适合 瑟 条件 的 . 

依据 3” 段 的 结果 ,我 们 可 以 认为 这 一 个 命题 有 关 变 量 如 的 部 
ДЕНЕН У. 

ГР НЕВА РЕ т И ЛЕВ. ЛЕ 


124 第 一 章 “Cauchy 型 积分 的 基本 性 质 


独 一 条 光滑 张 a2 构成 的 情形 下 , 我 们 已 低 证 明 过 命题 的 这 一 部 分 
(825,2° В). 对 于 在 8 25 中 所 讲 过 的 有 关上 述 特 丈 情 形 的 车 果 ， 
我 们 再 补充 下 面 的 注释 . 为 确定 起 网 ,假定 с=а, ВЕ Ф" (2, т) 
对 变量 上 在 整个 弧 2 上 是 属于 Н 类 的 ,我 们 在 于 论 画 数 
Q(z, т) = (2-а) (2, т) 
о 328 за 
Dz, т) = (2— В) 1-7(2—а)уФ(г, т); 
我 们 引进 因 式 (2 一 0)”7, Эра З УР ЕЕ НЬ ар 而 制 
开 的 平面 上 的 单 值 图 数 ; 因 为 ,这 一 个 因 式 在 点 4 的 邻 域内 是 全 纯 
ВЕ, ЕВЕ ЯРИ, А, 从 我 们 所 感 兴趣 的 角度 来 看 , 它 帮 
РИ ИЕН НС РЕД. 注意 到 1 一 xc>0， 容 易 断 言 ， 夯 数 
(2, т) 可 以 从 左 倒 及 右 倒 连续 拓展 到 白 22 的 每 一 个 点 上 , 亦 可 
Р АНК ар 的 端点 上 .再 者 ,依据 命题 VI (8 22, 5° В), 
Е НН ни: А ЕЁ, ЕТ, zhETP 时 ,有 
到 + (в, 9+1) (0, т) ЗЕ", 一 常数 >0， 
着 且 同 时 选 定 上 面 的 符号 或 者 下 面 的 符号 ， 加 =4 ВА о 0 的 情 
形 亦 不 例外 ; 在 这 些 情形 下 , 把 + (а, т) 理解 为 罗 (4, т), ДЕ 
余 的 记号 亦 作 类 似 的 理解 。 如 果 现 在 用 工 ел — № М р 
ЕКЕ, ВЪВ 20, Н ЕУ а6 相隔 一 个 有 限 的 距离 ,那么 ， 
对 于 这 条 图 名 上 的 点 如 , 显然 有 
| (0, тъл) – (6%, т) | «|А, 
提 且 可 以 认为 ,在 上 述 两 个 不 等 式 中 , 都 表示 同一 个 值 . 现在 把 
最 大 模 原 理应 用 到 由 图 米 研 而 图 成 的 ， 提 和 且 沿 着 弧 26 ПО УЕ 
НЯ ЖАНА, СА 
[0 (2, тА) — Р (2, т) | «е [А 
ЖЕР Б РЧ ТАГА А 2 都 是 正确 的 ,特别 是 ,对 于 在 点 & 的 邻 
域内 所 有 的 点 2, 这 个 不 等 式 亦 是 正确 的 .由 此 显然 可 以 导出 ,对 
于 端点 4 邻 域内 所 有 的 点 z, 亦 有 
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|2 (2, 5 二 加 一 Q(z, т) | «|А, 
тЕТ, T+hET, w= 常数 >>0， 

特别 是 ， 这 个 不 等 式 对 于 任意 一 条 光 户 台 аа" 上 所 有 的 点 亦 是 成 
立 的 ,此 处 ， 张 аа’ 是 在 沿 着 ob 而 制 开 的 平面 上 从 点 4 引出 的 一 
Ж, 68 0 充分 近 . 

在 作 了 这 一 个 注释 以 后 ， 再 来 证 朋 我 们 所 感 兴 趣 的 命题 便 没 
有 什么 困难 了 .， 浆 象 在 3" 段 中 那样 , 此 处 亦 只 需要 考虑 上 是 由 
结集 在 结 点 6 处 的 一 些 光 请 弧 Га, Ls,，…， Г, 所 构成 的 情形 便 够 
Т. 把 积分 Ф(2, т) 表 成 分 别 展 布 在 LI， Ls,，…， Ln 的 各 个 积分 
之 和 ,者 把 上 述 和 结果 应 用 到 每 一 项 上 ,我 们 便 得 出 所 要 求 的 结论 . 

注释 ”我们 便 猎 除去 了 在 公式 (26.27) 中 a=0 МЕЖ. 如 
果 a 一 0 (特别 是 , 如 果 у=0), 那么, нЕт, 容易 看 出 , 当 加 
Вос 充分 近 时 , 画 数 [№6 —с!"Ф(®, т) 对 变量 加 是 属于 已 类 的 ,对 
变量 5 是 适合 五 条 件 的 ,此 处 8 是 任意 小 的 正 数 . 

特别 是 ， 如 果 在 ¢ 的 邻 域内 g* (tf, т) 对 变量 上 是 属于 已 类 
的 ， 02, 除 此 而 外 ,对 所 有 TET, р‘ (с, т) =0, ВА, ФЦ, т) 
ДЕ с 的 邻 域内 对 变量 二 是 属于 五 类 的 ,对 变量 +ET 是 适合 且 条 
件 的 . 为 了 谢 明 这 一 点 ,只 需 进 行 如 同 在 c>0 的 情形 下 同样 的 推 
УВ, УНИИ 0 (2, т) ЗАЛИВА (2—6)Ф(2, т) 来 考虑 就 够 了 . 


$27. 某 些 推广 的 简单 介绍 


在 整个 这 本 书 中 , 我 们 只 在 下 述 假定 下 研究 Cauchy 型 积分 : 
积分 曲 久 是 一 条 光滑 曲 禾 或 者 深 段 光滑 曲 灿 ,而 密度 р (Р) 是 属于 
万 类 的 ,或 者 在 更 一 般 的 情形 下 , 它 是 属于 Н* 类 的 . 

但 是 , 在 此 处 我 们 还 准备 在 其 他 条 件 下 ,对 Cauchy 型 积分 有 
关 的 苦果 作 一 非常 简单 的 介 阁 . 

在 前 面 儿 节 中 所 叙述 的 精 果 可 以 在 下 列 酚 个 基本 的 方向 上 加 
以 推广 . 
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第 一 个 方向 ,代替 密度 о ФЕТ ЕЖА Н" 类 的 情形 , 而 
讨论 密度 适合 类 似 的 但 更 为 一 般 的 条 件 的 情形 ， 折 希望 在 这 更 一 
般 条 件 的 情形 下 ,前 面 已 证 明 过 的 、 简 单 的 基本 命题 保持 不 变 或 者 
几乎 不 变 . 

第 二 个 方向 ,局 部 地 改变 了 前 述 各 个 命题 的 形式 后 ,在 有 关 积 
ПН Г ИЖЕ оО 尽 可 能 更 为 一 般 的 条 件 下 , 来 研究 Cauchy 
型 积分 . 

当然 ,这 样 的 方向 分 法 是 有 条 件 的 ,着 且 有 很 多 烙 果 可 能 是 介 
于 这 两 方向 之 问 的 . 

在 下 面 所 引证 的 结果 中 某 些 是 由 其 他 著者 从 Fourier ЖЗ 
葵 中 得 出 的 ,并 且 它 个 是 和 下 壕 形 式 的 积分 有 关 的 : 


27 — 
вы | 009) otg 750.00, (27.1) 


其 中 人 与 如 是 局 限 在 区 问 [0,2x] 内 的 实 变量 ,而 积分 是 在 Oauchy 
主 值 意义 下 来 理解 的 ; 如 果 画 数 炎 (8) 在 这 个 区 间 上 是 连续 的 , 并 
В.4 (22) = 000) ,就 可 以 认为 它 是 这 癫 的 ， 容 易 看 出 ,积分 轨 (96) 
与 Qauchy 型 积分 


оа], 508, то 


ЛЕ р 0 зрна 1 ЩИТ 2—6 ЯЕ Г Е НЕ Т, 
仅 差 一 个 常数 项 ; 为 了 证 明 这 一 点 ， 只 需 合 10*, 09, р(0) 
=4 9) (参看 后 面 $33 起 首 ) 就 可 以 了 . 

在 可 以 归 入 上 述 第 一 个 方向 的 论文 中 ,应 训 提 到 A. Zyg- 
mund 中 的 论文 ,在 这 一 篇 论文 中 ,研究 了 形式 为 (27.1) 的 积分 . 在 
引进 了 某 些 比 适合 Н 条 件 的 画 数 类 要 稍为 广 一 些 的 面 数 类 以 后 ， 
这 位 著者 证 明了 :如 果 册 人 0) 属于 这 些 类 中 之 一 ,那么 , 在 818, 2° 
段 中 已 施 明 过 的 类 似 的 命题 是 成 立 的 . 

在 工 是 一 条 加 了 一 定 条 件 的 逐 段 光滑 曲 粮 或 者 光滑 曲 毯 的 
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ЕТ, Л. Г. Магнарадве' Ф фак во НЕГ И К Эу 
(27.2) 的 积分 的 情形 。 此 外 , ЗЕЯ ПЕ Т рО [ 它 出 现在 形 
式 为 (27.2) 的 积分 之 中 ,具有 和 前 面 类 似 的 一 些 性 质 ] 的 某 些 新 的 
№. 这 还 可 以 用 来 把 8 16, 18, 21 中 所 讲 过 的 糙 果 稍 许 加 以 推 
Г. | 

Н. А. Давыдов УЕ $8 16 及 18 г Я НР 
于 推广 . 

М. Б. Гагуа 及 Я. Л. Геронимус 8 9 把 在 8 21 中 所 得 出 的 
ЖЕЛЕ ТЕГ. 

ДЕ И. Н. Карцивадзе № Б. В. Хведелидзе!! 的 论文 中 ， 在 工 
ПИН ВУ АЕ ЕР, ЕН ГА (27.2) 的 积分 的 
一 系列 性 质 . 

在 转 到 可 以 归 人 第 二 方向 的 结果 的 时 候 , 我们 作 如 下 的 规定 。 

如 果 画 数 了 (x) 是 定义 在 其 一 个 集合 且 上 的 可 测 画 数 ， 而且 
ВИЖ | (2) |? 是 可 积 的 ， 那 么 ， 我 们 就 说 , Г) Р 9,08) 类 
如 果 用 画 数 po(z) | (2) | Е Е ЕП |7 (@) 1? 在 

上 是 可 积 的 ,此 处 p(o) 是 定义 在 召 БА ТЗЕАЕ ® ,那么 ， 
我 们 就 说 , (с) 是 属于 & (p; Е). Н, ЗАРИ ШВ ЗЕ) 
及 &(p; Е) 来 表示 №. (В) 类 及 8: (р; Е) ж. 

Н. Н. JIysanH 中 从 下 指 出 过 :如 果 在 公式 (27.1) АОВ 0 (9) 
是 属于 &s([0, 2w]) 类 的 ， 那 么 ， 画 数 9 (9) 亦 是 属于 这 同一 类 
9,([0, 2x]) 的 . М. Влези 和 给 出 了 这 个 结果 的 一 个 重要 推广 , 他 
证 明了 : ДЕ 0 (9) 是 属于 9, (ГО, 22]) 类 的 ， 此 处 p= 常数 >1， 
那么 , 99) 亦 是 属于 这 同一 类 8,([0, 2л]) йу. 在 关于 积分 曲线 
五 的 某 些 假定 下 ， 容 易 把 这 些 辐 果 移植 到 形式 为 (27.2) 的 积分 上 
(参看 С. Г. Михлин [71, Б. В. Хведелидзе [18]). 


Ф ЛУ Я.Л. Геронимус[2), 
© о(2) Жив. —— ВЕ 
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上 述 M. Riesz ы ЕГ ГГ р 次 带 有 确定 权 可 
ВИО ЈЕ (参看 G Hardy 及 J. Littlewood [1], Н. И. Ахиезер 
СЫ, К. И. Бабенко[1, К. Nickel[1], Б. В. Хведелидзе[18], 
В. Ф. Гапошкин [11). 在 这 些 和 结果 中 有 我 们 在 此 处 提 到 不 只 一 次 
的 那些 结果 . 

假定 在 公式 〈27.2) 中 的 积分 曲线 三 是 一 条 有 限 长 的 封闭 的 
或 者 做 开 的 JaryH9B ШЕ О ,此 外 ,还 假定 


р = Й el I | 一 eol， (97.3) 
k=1 Кеть +1 


其 中 0 тт, ОЗ <, ЕСГ, #=1, 28, -.-, т ре ЖИ. 
此 时 ,如 果 在 公式 (27.2) 中 的 画 数 p (0) 是 属于 3, (р, Г) 类 的 , В 
2, ИЖ Ф(ь) (ДЄ) 亦 是 属于 (ою, ә 类 的 (参看 B. В. 
Хведелидзе[18]). 

如 果 在 公式 (27.1) 中 的 画 数 由 (9) 是 属于 &([0, 221) 类 的 ， 
那么 , НЧ (05) Л. АБАЯ И (И. И. Привалов[2]) , 但 是 
它 可 能 是 不 可 积 的 (H. Н. Лузин [1]).А. Н. Колмогоров Ен 7 : 
在 这 个 情形 下 , 罗 (to) 对 于 所 有 的 0<p<1 都 是 属于 %([0, 2w]) 
类 的 . А. Н. KoxmoropoB 还 证 明了 :如 果 由 (人 是 属于 以 [0,2r]) 
类 的 , 那么 , 1 (4%) 在 Denjoy 了 的 意义 下 是 可 积 的 @. Е. Titeh- 
marsh 证明 了 :如 果 由 的 是 属于 &(L0, 2x]) 类 的 ,那么 , 四 (po) 
是 4- 可 积 的 @、U. Л. Ульянов?” 97 利用 4- 积 分 的 概念 研究 了 
与 Cauchy 积分 及 Cauchy 型 积分 有 关 的 一 些 问 题 ， 例 如 ,他 证 明 
7 (1. Л. Ульянов[3]) : 如 果 画 数 可 以 表 成 密度 是 可 积 的 Cauchy 
型 积分 ,那么 , 它 亦 可 以 吉成 Cauchy 的 4- 积 分 的 形式 ， 


Ф ЛЕ АТ Я, (0; В) 类 的 , p (是 已 知 画 数 , 称 它 为 权 画 数 .~ 一 - 怪 
` ЖЕ 

@ 参看 8 7 未 尾 的 注释 2, 

® ”Denjoy В 积分 的 定义 例如 可 以 参看 А. 2ygmund[1] 第 153 Е. 

Ф ”4- 可 积 的 定义 全 如 可 以 参看 П. Д. Ульянов[1]. 
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В. В. Голубев"! 把 $ 17 中 叙述 过 的 结果 , ЗЕ ЗГТ ИН Г Е 
可 求 长 的 ,而 Ф( ЖАР $00 类 的 情形 . 

И. И. Привалов?! ВЕНН Г: 如 果 在 公式 (27.2) 中 的 积分 曲 
ЮЕ Т, дан кк, 由 有 限 条 具有 一 定 四 性 的 弧 所 构 
成 的 ,又 若 ФФ) 是 属于 (1) 类 的 ,那么 , 当 2 沿 着 任何 一 条 不 是 
切 米 的 路 径 而 趋 于 Г Е В, Сохоцкий-Р1ете]} 公式 几乎 处 处 
是 成 立 的 . 在 工 是 一 条 Ляпунов ШЕНЕ Г, 这 个 车 果 仍 然 是 
有 效 的 (参看 Б. В. Хведелидзе[181). 

В. И. Смирнов!" 2 01 建立 了 Oauchy 型 积分 在 其 密度 属于 
不 同 的 可 积 类 时 的 一 系 烈 重要 性 质 ; 2 И. И. Привалов"! 的 书 中 
讲 到 了 这 些 车 果 中 的 一 部 分 ， 在 那 本 书 中 汇集 了 有 关 密 度 为 可 积 
的 Qauchy 型 积分 的 已 知 主要 烙 果 (例如 , 除了 上 面 所 提 到 的 几 位 
著者 的 车 果 外 ， 在 那 本 书 中 还 提 到 了 下 烈 著者 的 车 果 : Р. Fatou， 
Е. Riesz, М. Riesz, Е. Nevanlinna, К. Nevanlinna, М. В. Кел- 
дыш 及 М. А. Лаврентьев! М. А. Лаврентьев “+, р. М. 
Фихтенгольц", Г. М. Голузин № В. И. Крылов, А. И. Map- 
кушевич! 2 4). 

Б. В. Хведелидзей® 研究 了 密度 是 属于 9,00; Г) ЭК Qauchy 
型 积分 的 某 些 性 质 ， 此 处 2>1, 而 р) 是 形式 为 (27.3) 的 画 数 
从 这 些 性 质 中 ,我 们 指出 下 烈 人 性质: 如果 Ф, (2) 及 Ga(2) 都 是 Oaur 
chy 型 积分 , 它们 的 密度 分 别 是 属于 U(p; Г) ЖЖ (р; Г) 类 
的 ， 此 处 p>>1, ч=р(р-№), ЖА, 1 $, (2)$,(2) 可 以 用 密度 
为 可 积 的 Cauchy 型 积分 表 出 . 

И. И. Привалов! I 研究 了 Qauchy-Stieltjes 积分 的 边界 性 
ЛЕ. Г. Ц. Тумаркин 得 出 了 解析 画 数 能 用 Cauchy-Stieltjes 积 
分 洗 出 的 充分 和 必要 条 件 . 

最 后 ， 我 们 指出 ，T. Г. Гегелия"? 02) 对 于 相当 广泛 的 一 类 不 
ЗЕЕ Г Cauchy 型 积分 的 基本 性 质 . 
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ПІ. 某 些 直接 应 用 
在 这 一 部 分 中 ,我 们 要 讲 到 几乎 可 以 直接 由 上 述 精 果 导 出 的 ， 
АОН (8 33 的 精 果 除外 ) 各 种 灶 果 . 
$28. Poincaré-Bertrand ал560 


1° 假定 也 是 一 条 具有 和 结 点 01, сз, ".”, Cn 的 РЕНН, 
又 假定 ф(ф, 8) Е НН ЕЛ ЕН МЕЖ, "ЕТ 
形式 


一 ф* (2, һ) х 
p(t, +.) ТС, һ) ( \ 
其 中 д" (2, 5) 表示 工 上 的 Но жж, Ш 
п(ь к) = Цо о", (++) 
并 且 о 与 В, 表示 适合 条 件 
а В. <1 (xxx) 


的 非 贡 常数 . 
假定 为 是 工 上 的 定点 , 并 且 加 不 是 结 点 .我 们 来 考察 时 次 积 
分 


4-| й | р ван 
r t—to Т, ti—# 2 


Ф ($, і) а 
ва | 


这 两 个 积分 的 区 别 只 是 在 于 积分 欢 序 ， 这 两 个 积分 都 是 有 意义 


Ф ”我 们 仅 在 第 二 与 第 六 章 中 把 这 个 公式 应 用 于 当 工 由 一 些 光滑 的 封 并 图 粮 所 
构成 的 情形 , 并 且 除 了 赂 去 它 后 亦 并 不 致 于 影响 到 对 其 余 内 容 的 理解 的 少数 地 方 外 ， 
我 们 把 它 应 用 于 当 9(t, 机 ) 对 工 上 两 个 变量 都 适合 Н 条 件 的 情形 。 于 是 ,读者 可 以 在 
上 波 的 假定 下 (在 这 种 情形 下 , 五 (t и) =1) ,引进 证 明 ; 此 时 ,不 必 利 用 88 22—26 中 
的 结果 ， 


(28.1) 
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OR в (28.2) 


т #— 
在 上 上 ,可 能 除了 在 烙 点 ($ 18,4° ВЕ) 的 邻 域外 ,处 处 都 适合 五 条 
件 ;而 在 千 点 6 的 邻 域 内 ,依据 8$》26, 3° 段 的 结果 ,容易 验证 :在 对 
АЖ g(t, ъ) 所 加 的 条 件 下 ,我们 有 


ОИ, эт, 
因此 ,积分 
А- | 200 (98.3) 


是 具有 完全 确定 的 意义 的 (因为 如 点 不 是 精 点 )， 再 者 ,又 有 


-人 
В | н—ю 五 2—10 ЕН ФС, t)at 


_{ (io А) он) 
| Що ан, (28.4) 


此 处 已 引用 了 记号 
0 (to, а) -| е0 а 


ИМ (28.5) 
о, а) -|, а 
把 关系 式 
о, (i, (28.6) 


到 一 加 
考虑 成 点 喜 的 酌 数 时 ， 它 只 是 在 点 加 的 邻 域 内 久 及 在 精 点 2 的 邻 
域内 才 不 再 是 连续 的 . 
因为 , 在 点 如 的 邻 域内 ， 画 数 四 (加 5) № оФ(, в) 都 是 适合 
Н 条件 的 ,并 有 它们 之 送 在 二 = 如 ДЕ ‚ 因此 , 在 点 如 的 这 一 
个 邻 域内 ,我 们 有 


Ф ЯЙ, ЯР с=с, 可 以 假定 v= 一 ak 十 Bx 十 Es 其 中 8 为 任意 小 的 正常 数 。 
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[Q(to, в) | < ;二 常数 二 1 


但 是 ,依据 § 26 中 的 精 果 , ЖЕНЕ: 在 对 于 gp (i, А) 所 加 的 
条 件 下 ,在 精 点 6 的 邻 域内 ,有 


[= (20, ют, о (ti, ) | <, 


因此 ,在 千 点 e 的 邻 域内 (不 要 忘记 ,点 如 不 是 精 点 ) 
[@(%, #1) <. у= В <1, 
于 是 ,积分 8 其 至 在 普通 意义 下 是 存在 的 . 

但 是 , Н. Poincaré ® 首先 指出 了 一般 讲 来 ,积分 4 和 В а 
相等 的 , 亦 就 是 ,它们 之 间 成 立 着 下 述 很 重要 的 Poincar6-Bertzand 
ВИА: 

| 02 | ф (Ф, #1) а 


І 2—0 I ti—t 


"一 常数 <1@ ， 


一 -一 所 2 (2, fi) dt 
= ар, в) | 4 |, С 


ИОК УИТНИ ШЕВ, 6 
20) -| Я Ф(@, Баь, 


ь#—2 ti—t ? 
ИР (28.8) 
Фф, 1 
ш =] аа], (2—2) (6—0) ? 
其 中 2 Е ЕЖАЕ Г ЕК. 
容易 证 明 : 由 于 被 积 本 数 的 一 个 奇 点 ( 亦 就 是 , =) 已 彼 消 
В, И, Е БИА АХ РЕ ДРЕНАЖ. 这 一 点 我 
个 新 时 不 加 以 诈 明 而 加 以 应 用 @ ;因此 ,我 们 可 以 认为 
Ф (2) = Ф (2), (28.9) 


Ф 与 前 一 个 脚注 作 一 比较 . 
© ”关于 这 一 点 以 后 还 要 讲 到 ， 
Ф ”将 在 后 面 2" Венка. 
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В Ф (2) ШУ (2) 是 与 积分 4 和 B 有 着 紧密 的 联系 的 ， 亦 
就 是 ,依据 Coxomgri-Plemelj 公式 (16.4) ,我 们 有 


B+ (6) +Ф-4) = 引 | вит. (28.10) 


再 者 ， 
+=, аа ， (28.11) 


其 中 


оке, да. (8.13) 


ЗИМ у в, 如 ) № (в, А) 分别 表示 , 当 А АША 
右 侧 而 趋 于 加 В, ФС, =) 的 极限 .依据 Сохоцкий-РЛеше]) 公式 
(16.3) 及 (16 .4) ,我 们 有 
tb, 加) (а, №) = 2mig (to, В), 


рь, а), в) 2 рр в 


фб, 29) аі 


ауы. 0819 


二 2( 一 to0) | 


此 外 ,又 有 
六 (在, 2) =ф*(, 6) не ( 当 z 在 工 的 左 侧 时 )， 
(а, 2) = (В, 6) ет 《 当 2 在 工 的 右 侧 时 )， 
其 中 当 24 时, 27-20, se-->0， 我 们 下 面 证 明 ( 在 3° Вен) : 当 2 
治 着 和 如 处 的 切 坊 夹 一 个 有 限 角 的 直 城 而 趋 于 如 时 ， 
| РАТА 0 | аһ о, (28.15) 


五 ty — 2 ? т ГА —2 
Жел (28.14) 940 (28.11) йу (0, 2) ,并且 注意 到 (28.15)， 
再 利用 Сохопкий-Р1өтө]ј 公式 ,我 们 便 得 出 
а |, Ыб, 


i 一 to 


(28.14) 


W(t) = – тр (А, to) +| CL 
т ба — ѓо 
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由 此 ,再 注意 到 (28.13) , 便 得 


(28.16) 

但 是 ,由 于 (28.9) (28.10) 及 (28.16) 的 左右 是 相等 的 ,从 而 ， 
比较 它们 的 右 端 ,我 们 便 得 出 所 要 求 的 公式 (28.7). 

99 我 们 现在 证 明 等 式 (28.9) 的 正确 性 ,这 个 等 式 在 前 面 我 们 
已 沟 用 到 过 ， 为 了 不 致 记号 上 复杂 化 , 我 们 先 在 工 一 a2 是 一 条 科 
单 的 光滑 绝 的 假定 下 引进 永明 ,然后 ， 
再 来 说 明 这 个 证 明 如 何 推广 到 任意 一 
条 逐 段 光滑 曲 杀 的 情形 . 

为 了 比较 直观 起 见 ， 我 们 用 从 点 
аА кз 与 s: 来 确定 也 上 
点 二 与 五 的 位 置 ,于 是 , Ов, 0<s 
<, 其 中 7 46 之 长 度 , 并 且 我 们 

图 15 把 з 与 看 成 辅助 平面 0ss; 上 的 直 

ДАЖ. (6, 5) 在 这 个 平面 上 变动 的 区 域 是 边 长 为 了 的 正方 
形 Q (图 15). 
被 积 画 数 


обе ео 


的 奇 点 集中 在 正方 形 Ө 的 对 角 米 8 一 81 上 以 及 在 宅 的 边 上 ; в 1° 
段 中 的 公式 人) 与 (**) 可 知 , 后 一 种 奇 点 是 存在 的 (在 现在 这 些 公 
式 中 ,mm 一 2，c 一 a， 0 一 0)， 但 是 ,由 1° РЕНИ Е (ж) Е Е 
出 ,后 一 种 奇 点 对 下 面 所 进行 的 推导 并 不 重要 . 
我 们 以 9 表示 用 直线 5 зе 从 Q 撩 下 的 一 个 长 条 (图 15), 

Я. 为 充分 小 的 正 数 ， 容易 看 出 ， 

Ф (2) =Т,+1,, 

(2) = To+ Ts, 


ІП. У 185 
其 中 


= Ф ($, 2) ан _ (| Ф (в, 1) at ан | 
І, jj (2—2) (6—0) 9 (2—2) (0) ds dsi ds 081, 


I -| dt(s) ФС, он, 
1 I Ё—2 ) пә 万 一 


_ (#, #1) 
т, | 41 (5) | 23) 09). 


(8) Зал вез 上 介 于 长 条 4 РИНЕ ВЕ, Ш 6 (81) 则 表示 直线 
31 一 81 上 介 于 长 条 9 内 的 线段 全 . 

如 果 我 们 能 诈 明 ;: 当 ->0 时 , Т.->0, Г.->0, А, ЕЕ 
明了 我 们 的 结 渝 ， 为 了 简单 起 见 ,我 们 采用 如 号 


20-9(8))-| 22-2), 


tt 
并 且 把 积分 七 表 成 三 个 积分 之 和 的 形式 : 


-| О (tat -| Q(t dt 二 | оф + | О 
1 Jo #2 м 2—2 оъ 2—2 yp tz 


(28.18) 
其 中 25 И 表示 弧 卫 = 4 上 分 别 取 在 端点 4 与 的 领域 内 的 点 . 
注意 到 到 式 (*) ~ (er) ， 寿 且 把 8 28 末 屁 注释 中 所 答 出 的 估计 
式 @ 应 用 到 积分 О() Е Е: ира 和 如 分 别 与 4 和 5 
足够 接近 时 ，(28.18) 右 端 的 第 一 个 和 第 三 个 积分 按 模 是 任意 小 
的 , ЕН. е 的 值 是 无 关 的 . 再 者 , Е Та 30, 容易 看 出 ， 
可 以 选取 常数 е 如 此 小 ,使 得 画 数 


00 =| p(t, #1)— pb #) Ф -- | ф (Е, зр. _ а _ 


n(s) 太一 то Ё 


的 值 当 点 了 二 位 在 弧 а 上 时 按 模 是 任 党 小 的 因此, (28.18) гуа 
第 二 个 积分 按 模 亦 是 任意 小 的 ， 


”这 两 甸 话 是 按照 原文 意译 的 。 一 一 启 者 注 
© 公式 (23.9a). 
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由 此 可 以 知道 , [>0。 类似 地 可 以 证 明 Г.-—>0. 

这 样 一 来 , ФЕ Г 由 一 条 光 请 绝 构 胶 的 情形 下 富 ， 便 证 明了 等 
式 (28.9). 

在 一 般 情形 下 ,证明 可 以 完全 类 似 地 进行 。 在 这 种 情形 下 ， 
工 上 点 t 的 位 区 本 可 以 用 下 法 由 一 个 实 的 参数 :来 确定 假定 
Lx 二 avbr(% 一 1，2,…, р) 是 一 些 光 滑 的 做 开 弧 , Не ГЕН 
所 构成 的 (81, 5° ВР), ЗАВЕЕ В, ЗЕ Г» МАНЕ. ЖЕНЕВЫ ТЕ 
的 点 i, 我 们 分 

НЫ, 

590 д С Г, 从 点 а, 量 起 的 弧 华 标 。 显然 ,， 工 上 任意 
一 个 不 是 结 点 的 点 +t 对 应 一 个 完全 确定 的 值 s, 而 任意 一 个 不 等 
于 值 8=0, 8=1,, з= 13, --., з=Н--Ь----Ь ИЕ 8 都 对 应 一 
个 完全 确定 的 点 t (i 不 是 精 点 ) .对 于 和 结 点 以 及 参数 8 刚才 所 讲 到 
的 那些 值 ,一 般 讲 来 ,对 应 关节 的 单 值 性 便 遭 到 了 破坏 ,但 是 ,这 对 
证 明 过 程 并 不 重要 . | 

如 果 t 和 НГ МАТЬ, Т0 5 Ы 91 是 对 应 的 参数 值 ， 
那么 , 这 些 点 与 辅助 在 面 Оз 上 的 点 (s, 81) 对 应 ; 仅 当 点 二 和 所 
与 结 点 重合 , 而 参数 * 和 з. 的 值 与 值 0, В, ИНЬ 等 等 重合 时 , 这 
种 对 应 关系 才 不 再 是 单 值 的 .点 (8, 51) 变动 的 区 域 是 一 个 边 长 为 
+141, МЕЛ 9. ЖЖ (28.17) 的 奇 点 集中 在 正方 
А 3 ЕАМ, в=0, 1, Ы-Ь, ---, ЫЕЬ---. 
十 t。 上 .后 一 种 奇 点 井 不 重要 , 因此 ， 只 需 对 对 角 和 线 8=51 附近 的 
点 进行 更 深入 的 研究 就 够 了 . 

讲 了 这 些 以 后 ,如 何 把 在 p=1 的 情形 所 进行 的 证 明 推 广 芭 任 
意 P 的 情形 ， 便 变 成 显然 的 了 ; 因此 ， 我 们 便 不 再 来 讲 这 一 个 证 
明 . 


Ф 所 推导 的 证 明 对 下 述 情 形 亦 仍然 是 有 效 的 :点 a 与 5 重合 , 亦 就 是 说 ,上 是 一 
条 可 以 有 人 角 点 的 封 阴 围绕 . 
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3° 我 们 转 到 证 朋 公 式 (28.15). 我 们 显然 只 要 证 朋 : 当 % 沿 
和 荐 和 荆 在 点 加 处 的 切线 夹 一 个 有 限 角 的 直线 分 别 从 世 的 左 倒 或 
者 右 倒 而 趋 于 加 时 ,积分 


r-| 6, р [в 
[А + — 2 И 1 ti1—% 


赵 于 零 , 此 处 1 表示 用 以 如 为 中 心 , 年 径 Bo 为 充分 小 的 图 周 从 工 
ЕАН. 我 个 可 以 认为 Во = Rolao) 为 这 条 光滑 绝 的 标准 年 
径 ， 加 点 位 在 这 条 弧 上 ， 又 假定 2 沿 着 与 切线 夹 成 非 钝 角 Bo> ао 
ЛНУ 如 . 

依据 公式 (20.7) ,我 们 有 

[е | = [р (в, 2) – 00, to) | <05», 
其 中 0 是 常数 ,6= |2 一 如 | , МЫ Ф (2, А), ЛЕРВЫ МЕ 
点 的 邻 域内 的 假定 下 , 对 于 变量 t 的 五 条 件 之 指数 ; 我 们 认为 
ш<1, 这 当然 并 不 破坏 一 般 性 .再 者 (与 第 68 页 作 一 比较 ) ,有 

[а —2 |222 (7— дс05 wo) ?+ 9? вію? оо, 
其 中 7= | 五 一 加 | ， 0<0< 9, 因此 ， 
Ро ат 
о ^/(т-д 608 оо) --д? зіп? wo 

= Вб» [По {^—д созо + MV (т — 8 сов оо)? 0? sin? wo}1 12°, 

其 中 B 是 某 个 常数 ， 因 此 , 当 6-30 时 , ГО. 

正好 同样 地 ,我 们 可 以 证 明 工 一 0. 

45 这 样 一 来 , 便 诈 明了 竺 换 公 式 (28.7). 

在 对 画 数 g(t, 石 ) 和 曲名 工 ( 用 我 们 的 记号 ) 加 了 很 强 的 限制 
之 后 , Н. Poincaré 首先 证 明了 这 个 公式 ， 在 更 一 般 的 (但 是 并 
不 比 这 里 更 一 般 ) 条 件 下 , О. Вегётаюя "81 яр К. Тео 1 Ф 
分 别 证 明了 这 个 公式 和 形式 上 上 略为 不 局 的 公式 .在 比 这 里 稍 不 一 


Ф жду В. Д. Купрадзе[ 5] 作 一 比较 ， 


I a 
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般 的 假定 下 , О. Giraudm 给 出 了 这 个 公式 的 严格 证 明 中 . 
在 本 书 的 第 一 版 中 ,在 研 为 一 条 光滑 曲线 ,而 西数 gp 导轨 ) 在 
了 上 是 属于 Н 类 的 假定 下 ,著者 答 出 了 此 处 所 引述 的 证 明 @. 
注释 ”我 们 指出 旺 换 公式 (28.7) МНЕ. 
БЕВ К, 为 ) Г Ев ЯН, 可 表 为 形式 


Ktt, ъ) = 6 Б, 入 一 常 数 <1， (98.19) 


其 中 水 (t, б) 是 和 1 段 中 的 画 数 g(t, ) 适合 同样 条 件 的 画 数 ， 
此 时 


Кена 
1,3“ е | Ка, |. a |, са 


НВ ж 7 БЯРАА ИЕ. 

这 样 一 来 ,在 所 讨论 的 情形 下 , 尤 许 交换 积分 次 序 . 

这 一 点 直接 可 以 从 公式 (28.7) 得 出 ， 只 要 注意 到 : 依据 条 件 
(28.19), 


Кф, fi) = въ А, 


其 中 西数 

ФН) =ф(ь н) 12-61179, P=arg(t—t) 
都 是 适合 1? 段 中 所 指出 的 条 件 的 , ЕН. ф (2, 汶 =0， 所 得 出 的 辣 
论 是 容易 直接 证 骨 的 @. 


Е 


$29. ЯАЕЛЕННИ НИЯ ЕК 
能 够 进行 解析 拓展 的 条 件 


15 假定 二 是 有 限 条 没有 公共 点 的 、 光 请 的 封闭 围 线 Га, Га, 


Ф С. Giraud 研究 了 多 友 积 分 区 域 的 情形 ,而 把 一 稚 情 形 当 作 和 凋 例 而 得 出 ， 

® Л. Г. Матнарадзе® ‚ Б. В. Хведелидзе!81,1121, С. Г. Михлин! ДЖ Е. Tri- 
comi[3,[5] ЕН НВ У НЕА (28.7) 成 立 的 条 件 的 各 种 推广 ， 

@” 在 下 列 询 文中 ， 对 于 有 一 个 积分 是 在 Cauchy 主 值 意义 下 来 考虑 的 情形 , 在 
不 同 的 假定 下 ， 锥 出 了 置换 公式 正确 性 的 证明 : О. Г. Михлин[7], И. Н. Карцива- 
nae[21, Б. В. Хведелидзе[5],[18], К. Nickel[11, Е. Гоуе[1}, 


> ча 
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…, 的 全 体 (图 16). НЕ Г НИНЕ ОН) НЫЕ 
部 分 .我 们 拿 这 些 连 通 部 分 构成 平面 的 西 个 部 分 ,我 们 分 别 以 S* 
及 5- 表示 平面 的 这 两 个 部 分 ,它们 具有 下 烈性 质 . 

部 分 9+ 与 S- 具有 公共 边界 曲线 了 ( 工 就 不 属于 8+， 亦 不 属 
于 8-); 部 分 87 与 8- 连同 曲 糖 万 构成 整个 平面 ; 构成 S* 的 那 
些 连 通 部 分 之 问 没有 公共 的 边界 点 ;对 于 构成 8- 的 那些 连通 部 分 
亦 是 如 此 . 9 

ш ЕЕЕ 9208 
够 确定 这 两 部 分 8 与 S- (只 
要 不 计较 St ЧАН] бо жк, 
及 过 来 ，S- 可 以 用 5+ 2). 
为 了 能 话 明 这 一 点 ， 只 需 指出 
ЕЯ. Е 
远 点 的 那 一 个 连通 部 分 (在 图 图 16 
16 +, н Г, 与 Za 之 外 的 那些 点 构成 的 连通 部 分 ) 
Нл 5S- 的 一 个 构成 部 分 。， 另 外， 又 设 2 是 不 位 在 工 上 的 任意 一 
点 .如 果 用 下 表示 以 * ЭРЧ ВОЗНИ АССР 16 所 示 的 
情形 是 =3 的 情形 ) ,那么 ,我 们 应 该 认为 : 当 为 奇数 时 ,2E S87， 
而 当 上 为 偶数 (或 者 雳 ) 时 ,zES-， 事实 上 ,假定 % 是 存在 于 构成 
五 的 所 有 各 条 封闭 园 线 之 外 的 任 一 点 , 因 之 , E85-。 从 点 各 出 
发 可 以 沿 这 样 的 途径 移动 到 点 z: 使 当 沿 这 条 途径 移动 时 , 穿 过 转 
с 的 上 条 团 痢 中 的 每 一 条 时 恰好 都 只 是 一 次 (在 图 16 ЕЛЕ 
ЗЕЕ КЮ ;但 是 ,每 当 穿 越 这 些 图 线 一 次 时 ,我 们 恰好 
从 S- (或 者 S*) 的 构成 部 分 进入 S* (或 者 8-) 的 构成 部 分 ,这 是 
由 于 按照 条 件 ，S* 的 构成 部 分 仅 能 与 8- 的 构成 部 分 有 公共 的 边 
М. 

ЗАРЕ, 2 КЕ Г ЕВА АВ ЛЕ 4} 64 及 
S- 中 之 一 内 , 井 且 容易 看 出 , 此 时 适合 规定 这 两 部 分 时 所 加 的 全 
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部 条 件 . 

现在 及 今后 我 们 总 这 样 来 规定 了 上 的 正方 向 : 如 果 了 按照 上 
面 的 方式 把 平面 分 成 两 个 部 分 S* 及 8 ， 那么, 在 二 上 这 样 来 规 
定 它 的 正方 向 ,使 当 循 着 这 个 正方 向 在 了 上 移动 时 , 部 分 5+ 恒 保 
持 在 工 之 左 侧 ( 图 16). 

不 言 而 只 ,我们 可 以 用 上 表示 上 面 公 狼 用 人 4- 来 表示 的 部 分 ， 
0/39 划 表 示 上 面 甬 称 用 5* 来 表示 的 部 分 ;在 这 种 情形 下 ‚59 
远 点 将 在 部 分 S* 内 ,而 上 上 的 正方 向 则 改 成 相反 的 方向 ， 

25 在 应 用 中 我 们 最 释 常 直到 的 是 部 分 6+ 入- 中 有 一 个 部 
分 是 连通 的 情形 ， 设 这 个 连通 部 分 就 是 6+. 

此 处 可 能 出 现 丙种 情形 ; 区 域 5" 是 有 界 区 域 的 情形 以 及 守 
是 无 界 区 域 的 情形 . 

在 第 一 种 情形 下 ,区 域 S+ 是 由 一 
些 圭 阴 团 名 所 图 成 的 ,我们 现在 用 
То, Га, ---, р ЕР 
中 有 一 个 (假设 这 个 是 Lo) 包 图 所 有 
其 余 的 转 线 ， 而 其 他 别 的 国米 彼此 互 
不 包 图 (图 17) .在 这 一 情形 下 ,部 分 
б-на 55, 67, ---, 85 所 

图 17 构成 的 ,此 处 бе 表示 由 位 在 Го 外 的 
点 所 构成 的 无 界 部 分 ,而 Sz (ф=1, 2，…， р) 则 由 位 在 Lx 内 部 的 
点 所 构成 的 部 分 . 

在 第 二 种 情形 下 , 部 分 S+ 是 无 界 的 , 我 们 有 图 米 的 同一 种 分 
布 , 它 和 第 一 种 情形 之 区 别 在 于 ,图 锥 То К СТАВ ЕДЕ 9 
远 处 ) ,而 部 分 бо 亦 没有 . 

3° 我 们 现在 回 到 在 1° 段 中 所 讨论 过 的 一 般 情形 . ВЕ Ф (0) 
ЕН ДЕЛЕ Г ЕК. 

我 们 提出 下 列 丙 题 : В о) 应 芒 适 合 什么 样 的 条 件 ， 才能 


ть оо оо 


} 
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使 得 它 是 一 个 在 和 下面 的 部 分 8+ Рау 2А Е ф (2) 之 边 什 = 


然 ,对 于 部 分 S- 亦 可 以 提出 类 似 的 问题 ]?““ 

这 里 把 在 8+ [或 者 8-] 内 为 至 和 纯 的 画 数 理解 为 在 构成 8+[ 或 
者 8-] 的 各 个 连通 部 分 内 都 是 全 纯 的 画 数 . 

如 果 р) 是 在 S* 内 [或 者 在 S- 内 ] 为 全 纯 的 画 数 g() 的 
ш, жа, имала, ТЕБЕ 2 可 以 解析 括 展 到 5" 
上 [S- 上 ]， 

非常 简单 地 可 以 解决 上 面 所 提出 的 问题 ， 如 果 画 数 wp 人) 
一 g+() 是 8+ ВИАН р) 之 边 值 ,并 且 在 部 分 Br+ 为 无 界 
的 情形 下 , p《z) 在 无 穷 远 处 取 值 雳 ,， 那么 , 依据 0auchy ж Ф, 
显然 ,对 所 有 zES-, 均 有 


ed 
2л4 А ?—2 0. (29.1) 


Бег ‚Е УЮТ Е, 1 (29.1) лаг, ВА, ФФ 是 由 公式 


мас osesy 


所 确定 的 画 数 фо (2) 的 边 值 ,而 9 (z) ФЕ 5+ ЕН, ЕРА 
S* 内 连续 拓展 到 了 上 . 
事实 上 ,我 们 全 


Ф()-5 1. А еб. (29.2) 


依据 (29.1) ,在 S- Е Ф(2) =0; 因此 , BG) 从 工 之 
右 便 取 边 值 Ф- (2) =0. 于 是 ,根据 8 17 所 述 和 结果 , 画 数 多 (z) 亦 可 
ВАА ЕТ Г Е, ЕН. 
ФФ =D –Ф-(0) =Ф*(1), 
而 这 就 证 明了 我 们 的 车 论 . 
这 样 一 来 ， 和 给 ЖЛЕ ЕЕ ДО) 是 5S" Я 


ооо 。 。 


Ф 我们 提醒 一 下 , 工 可 以 是 构成 平面 的 部 分 8+ 的 各 个 这 通 部 分 的 边界 的 全体 
[ 亦 可 以 是 构成 5S- 的 各 个 连通 部 分 的 边界 的 全体 ]。 
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(在 8+ ЖИТ, САН СЕЈ: 35 рвАЬАЕ Ра) 之 边 值 的 充 


ооо ооо 


如 果 9 的 Е. L 上 是 属于 Н 类 的 ， 我 们 还 可 以 把 这 个 条 件 写 
成 下 述 形 式 ， 亦 就 是 , 在 (29.1) 中 取 z= 时 的 极限 , 此 处 如 是 工 
上 的 任意 一 点 ,我 们 得 出 

g(t)dt 


0) | -全 0， 对 所 有 如 EL。 (29.3) 


显然 , 芭 之 ,从 (29.3) 可 以 推出 (29.1) 8, 于 是 , 答 定 在 上 上 适合 卫 
ЧР Ф (0) ХЕ ST ОВ (在 部 分 B+ * 为 天 办 的 情 形 


ee 


ee 


ор 
оо фо офф фо 


и 90% -0 对 所 有 2zERS+. (29.4) 


21%) 1—2 


在 p(t) 是 适合 Н 条件 的 情形 下 ,前 一 条 件 等 价 于 下 列 条 件 : 对 所 
有 如 EL, 均 有 


5 Тр) + 2], са -0. (29.5) 


容易 把 已 得 出 的 条 件 推 广 到 ,不 要 求 p (2) 在 无 穷 远 处 取 值 震 
的 情形 .例如 , 假定 部 分 S- 是 元 界 的 , 从 而 , 部 分 S+ 是 有 界 的 
(如 图 16 6 М, 又 假定 要 找 的 是 ， L ТАН 2, 是 画 数 


ооо 
оо о 
ооо 0 0 0 0 фон 


时 , Ф(2) 和 有 形式 


Ф 事实 上 ,从 (29.3) 得 出 ,由 公式 (29.2) ЕН Ф(2) 在 8- 内 是 全 炖 的 ， 
#Н$(2) 可 以 连续 拓展 到 工 上 ， 它 在 工 上 取 值 多-(t) =0, А Ф (2) 在 8- 内 处 处 
АРТАР. 
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$(2)=9(2) + о(2.), (29.6) 
其 中 у(2) 是 已 知 的 多 项 式 ( 主 要 部 分 ) ,特别 是 , y (2) ТРЕ 
ЖФ. 


在 所 讨论 的 情形 下 ,条 件 429 .4 显然 可 以 由 下 烈 条 件 来 替代 
对 所 有 zE8+，, 均 有 


ч, 000 70 0, 


27 


1 ОМИЛ 
920 Ё 2-0). (29.7) 


与 此 相应 , 条 件 (29.5) 可 以 用 下 列 条 件 来 末代 : 对 所 有 о Є, 均 
有 


2. (+ 10, £9" =7y (io (29.8) 


хурч Г. ЖФ мн ЕЖЕЛИ Е у (2) = 常数 ) 
的 情形 , J. Plemelj 中 指出 了 条 件 (29.8) 及 (29.8). Њ J. Plemelj 
要 早 得 多 , Е. Oasoratim 亦 只 考虑 了 工 为 一 条 封 并 图 楼 ,而 区 域 
是 有 界 的 情形 ， 他 答 出 了 与 条 件 (29.3) 等 价 的 下 列 条 件 : 对 于 所 
5 661, 均 有 


| #®— 0) а 0, 
т t 一 加 


但 是 , 他 持 未 答 出 应 有 的 理论 基础 、 稳 晚 一 些 时 候 , С. Могега® 
答 出 了 这 个 条 件 的 比 进 严格 的 理论 基础 ， 井 且 还 指出 了 另 一 个 条 
Е: Є, 均 有 
| ф (2) ln(t—t)adt=0, 
在 某 些 附加 的 假定 下 ,这 个 条 件 和 前 一 个 条 任 是 等 价 的 ， 
从 更 一 般 的 观点 来 看 , В. В. Голубев"? 和 И. И. Привалов? 


Ф 在 这 一 种 情形 下 ,我 偶 讲 到 极点 是 有 条 件 的 (“ 零 阶 极点 ”) . 
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(1972ж И. И. Привалов [71 ) 在 一 条 封 阳 图 禾 的 情形 下 研究 
了 我 们 在 这 里 所 感 兴趣 的 条 件 。 


$30.， 广 义 的 Harnack 定理 


从 上 述 鱼 果 直 搂 可 以 导出 下 述 在 一 条 列 阐 题 中 要 应 用 到 的 命 
题 . 
Еж г, 8 58 和 上 一 节 工 段 所 表示 的 相同 , 又 假定 9 (0) 


Г Фа, (30.1) 


25% #—2 


此 时 ,如 果 对 所 有 265°, м =0, 那么 ， g(t) ЕР 


和 

假定 在 平面 的 Sr* 部 分 内 (2) =0, 那 么 ,由 上 节 3° ВЕНЕ 
果 ，9 (办 是 在 8- 内 为 至 纯 的 画 数 p(2) (如 果 S" 包含 点 2=o0， 
那么 , 9 (2) ЕРЕМИН. АЛ, 因为 画 数 (В 是 
实 画 数 ,因此 , Im p(2) © 在 了 工 上 所 取得 的 边 值 等 于 雳 ， 于 是 ,在 
5- 内 处 处 都 有 Па p (2) =0. 所 以 ，p (2) 在 构成 5- 的 每 一 个 连 
通 部 分 内 都 取 常 数值 , 特别 是 , 在 包含 点 2 一 oo 的 连通 部 分 (如果 
它 存 在 ) 内 , 9 (2) 等 于 雳 ， 由 此 便 可 以 导出 上 述 命题 ， 

显然 ,在 已 沟 就 明 过 的 命题 的 叙述 中 , 我 们 可 以 把 8S+ 换 成 8-， 
把 57 ал 8+, 这 是 因为 此 处 的 区 别 只 是 在 记号 .上 . 

这 个 命题 ,可 以 就 是 A. Harnackc 所 提出 过 的 一 个 命题 之 推 
广 ,实际 上 ,他 的 叙 壕 并 不 完全 正确 . 

”我 们 用 Re 人 及 Im 全 分 别 表示 复 的 量 甸 的 实 部 和 虚 部 ， 
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КЕ ЕЕ о Т, 这 个 命题 可 以 归 生 为 


о0о ооо офф 


20) =0; 但 是 РИЕТИ 均 有 Ф(2) 一 0， ‚2. ДЕГЕ 
9 (2) = 常数 . 
注释 1 如 果 在 已 梭 证 明 过 的 命题 的 叙述 中 , 把 条 件 甸 (2) 
一 0(z€ 581) 换 成 条 件 ВеФ(2) 一 0(zE 857) ,那么 这 一 个 命题 仍然 是 
事实 上 , 假定 在 S* 内 Re Ф(2) =0. ЖА, 在 构成 5S1+ 的 各 个 
连通 部 分 内 , Ф(2) 保持 纯 虑 的 常数 值 ; РУ, Ф (ФО 在 构成 工 的 
各 条 园 纶 上 保持 纯 雏 的 常数 值 ， 于 是 , ВИ Фо (7) =Ф*( 一 g(t) 
的 虚 部 在 这 些 图 米 上 (特别 是 , ТЕ ЛАР 6 的 各 个 连通 部 分 的 
ВН РЕНИ. НЕ, МЕР, 9% Ф (2) 在 这 些 部 分 的 每 一 个 
内 都 保持 常数 值 @ ; 特别 是 , 在 包含 无 穷 远 点 的 那些 部 分 (如果 有 
这 样 的 部 分 ) 内 , Ф(2) =0， 再 者 ,在 这 些 部 分 的 每 一 个 的 边界 上 ， 
p= 多 7 一 70) ,又 由 于 人 B+ (0) д Е, 而 根据 条 件 ， 


Ф(@ ЖЗ, МН, ФФ = — Ве Ф (0) 在 这 些 部 分 中 的 任意 一 


个 的 整个 边界 上 保持 同一 常数 值 ; 这 个 值 在 包含 点 一 ce 的 连通 
部 分 (如 果 有 这 一 种 部 分 ) 的 边界 上 等 于 雳 . 因此 , ВЕНЕВ Г ЗИ 

注释 2 和 前 面 类 似 地 容易 证 明 , 如 果 在 用 前 面 的 记号 时 , 在 
Б Ру, Im Ф(2) =0, 那么 , p (在 构成 上 的 各 条 封闭 国 焰 上 保持 
常数 值 ;相反 的 命题 亦 是 成 立 的 @. 


$ 31， 依 据 已 知 的 跳跃 来 确定 分 区 全 纯 画 数 


1% 现在 我 们 来 求解 对 于 今后 是 极 重 要 的 下 列 问题 ， 
假定 Г Зе ЖЖЕНИЕ (8 1), ХВ ФО 在 上 上 是 


Ф 这 可 以 由 势 论 的 已 知 命题 导出 ;参看 后 面 60, 
加 ”这 一 次 , ФО 在 各 条 图 黎 上 所 取得 的 ( 实 的 ) 常数 秆 之 阅 并 没有 什么 联系 、 
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属于 Н" ($38) ПЕЖО. 
要 求 依据 边界 条 件 


оо ооо 


Ф-Ф@=ь@, ЛЕГ ЕТ, (81.1) 
ИЕН НОО. 


依据 Сохоцкий-Р1егпе]ј А, я АВР. ЭЙ 


是 ,这 个 问题 有 且 仅 有 一 个 解 ， Ён 公式 
паа бы 


М. 

事实 上 ,由 这 个 公式 所 确定 的 画 数 $B(z) 是 分 区 全 纯 的 (8326， 
5° Вр), НАБ Сохоцкий-Р1еше 公式 (16.3), 它 适合 条 件 (31.,1). 
剩 下 要 证 明 的 是 这 个 问题 并 没有 别 的 解 . 

我 们 假定 这 个 辣 题 还 有 另 一 个 解 ,又 假定 罗 (%) 表 示 这 两 个 解 
的 差 ， 那 么 ,依据 条 件 (31.1) ,应 该 有 

+00) 0 Ф-=0, ЖЕ Е ТЕ. 

但 是 ,此 时 由 $ 10, 3° 段 中 所 讲 过 的 结果, 画 数 罗 (z) 在 公平 
面 上 是 全 如 的 (如 果 在 LK 上 让 它 到 适当 的 值 ), 又 因为 它 在 无 穷 远 
处 取 值 雳 ,因此 , 依据 Liouville 定理 , ЕА 9 (2) =0. 于 
是 ,我 人 的 两 个 解 是 一 致 的 . 

Ю. В. Сохоцкий!- 考虑 了 山 才 所 提出 和 解决 的 问题 , 但 是 ,他 
没有 精确 地 说 明 条 件 , 亦 没有 答 出 应 有 的 理论 基础 . 

较 晚 一 些 时 候 , 很 多 著者 考虑 了 这 个 问题 的 多 种 提 法 ®@. 

如 果 用 更 一 般 的 要 求 , 亦 就 是 , 要 求 $B(z) 在 无 穷 远 处 的 阶 数 

Ф 除了 第 四 及 第 五 章 外 , 我 们 只 是 在 下 列 情形 下 才 用 到 下 面 的 结果 : 荆 由 一 此 

光滑 的 对 并 图 效 所 构成 , ПФО 在 工 上 是 适合 Н 条 件 的 情形 、 如 果 所 讨论 的 是 这 一 
种 情形 ,那么 ,在 下 面 的 推导 中 ,并 不 需要 用 到 § 26 中 的 精 果 ， 只 需 利 用 $ 16 中 的 车 果 
га И. Н. Карцивадзе 及 Б. В. Хведелидве[?! 5 ү НЯ (31.1) 4 2 ЖЯ 
条 封 半 国 米 的 全 体 的 情形 在 加 了 一 些 补充 条 件 下 的 解 . 
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不 超过 已 验 的 整数 8> 一 1 来 替代 要 求 B(oo) 一 0, 那么 ,正如 与 
前 面 完全 类 似 的 推导 旦 表明 ,最 一 般 的 解 可 由 公式 

Ф(2) = 521), 2004 р) (81.3) 


6—2 


НТН, 其 中 Pp(z) 是 任意 一 个 次 数 不 起 过 的 多 项 式 ; 当 8 一 一 上 
时 ,应 该 认为 Px(z) = 

如 何 求解 稍 一 般 的 问题 一 一 如 果 假 定 , Ф (2) 在 一 些 已 知 点 处 
可 以 具有 有 限 个 极点 (而 不 仅 在 无 穷 远 点 处 有 一 个 极点 ) 一 一 是 很 
明显 的 . 

29 上 面 所 讨论 过 的 问题 亦 可 以 这 样 来 求解 ， 在 等 式 (31.1) 
的 两 端 ,我 们 乘 以 

1 da 
21% 1—2 

ННЯ Г 177, ЖАБ 2 为 平面 上 任何 一 个 不 位 在 上 上 的 点 .此 
时 ， 不 难 断 慎 ， 如 果 利 用 适当 形式 的 Cauchy К А®, МН, 
Ф(2) 在 无 穷 远 点 处 可 以 有 阶 数 不 超 过 的 极点 ， 那 么 , 我们 便 重 
新 得 出 公式 (31.3). 

这 АЖ, 我 们 便 得 出 了 和 结论 : ЗА, ВИН 形式 


РД 


os oo 0 0 0 80 ¢ 0 0 © + 0 0 + 0 ® 4 


ро 是 属于 五 * i 
3° 如 果 要 求 使 夯 数 $B(z) 在 无 穷 远 处 的 阶 数 不 超过 8 过 一 1 
( 杰 就 是 说 , 宅 在 无 穷 远 处 具有 阶 数 不 低 于 —#>0 МАЮ), А, 
容易 看 出 ,只 是 在 | 
@® нм Tiouville 定理 ， 


® ”能 够 应 用 Cauchy 公式 的 理由 是 : 由 假定 可 以 知道 , Е Ф(2) 可 以 (从 左 个 
及 从 右 便 ) ЗНН Мяч АНУ ЕА о 附近 ,有 


1® (2) ] <, а= 50 <1, 
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(, 0р (000-0, 3-0,1, 7, hl (81.4) 


的 情形 下 ,问题 于 会 有 解 ;并 且 当 适合 这 些 条 件 时 , 解 由 公式 (31.2) 
ш. 

45 а ЕЛАН РЕГЕН ВЕНЕ ЭЕ 099 6 ДЬ 
情形 ,并 没有 什么 困难 (与 $19, 1° 段 作 一 比较 ) . 

在 此 处 我 们 仅 考虑 跳跃 曲 炉 是 一 条 无 穷 长 的 直 米 的 情形 .不 
失 一 般 性 ,我 们 可 以 假定 ,这 条 直 粮 就 是 实 轴 , 亦 象 在 819 中 那样 ， 
Ф409 Р зе. | 

现在 我 们 这 样 来 提出 问题 : 要 求 依据 条 件 

0+0) —0-(0 =р() РЕ, (81.5) 

ЭЬЛОН Ф (2) ,此 处 p(t) 是 DD 上 的 已 
知 画 数 , 叱 在 了 上 ,包括 无 穷 雹 点 在 内 ,处 处 都 适合 Н Д СВ 
$19, 3° В. 

容易 看 出 (参照 上 -一 节 ,这 个 问题 所 有 的 解 都 由 公式 


Ф(2) = 21|, 200 о, (81.6) 


答 出 ,其 中 Co 为 任意 常数 . 
例如 ,如 果 还 要 求 B* (оо) =0, 那 么 ,问题 是 可 以 解 的 。 此 时 ， 
依据 公式 419.14)， 


Co= 一 于 gp(co)， 


АЖ Ф (2) 的 有 界 性 要 求 ， 我 们 尤 许 画 数 多 (2) 在 已 知 点 
co(ae 不 位 在 九 上 ) 处 具有 阶 数 不 超过 (已 给 的 ) 万 阶 的 极点 ,另外 ， 
还 要 求 B(z) 除了 在 点 4 的 邻 域 外 处 处 都 保持 是 有 界 的 ,那么 , 画 
题 的 一 般 解 显然 由 公式 


ф (tat С, ... 0, 
Ф() = 21, 1—3 tOot sgt + 


(2—ао)* 


答 出 ,其 中 Со, С, "”., Ox 都 是 任意 常数 . 
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在 2° 段 中 所 讲 过 的 结果 ,容易 移植 到 我 们 这 里 所 言论 的 情形 
上 .对 3° 段 中 的 结果 亦 可 以 类 似 地 加 灸 处 理 ; 在 目前 的 情形 下 ， 
应 芯 把 无 穷 远 点 ( 它 现在 位 在 跳跃 曲 米 上) 换 成 不 位 在 D 上 的 
任 一 个 定点 . 

注释 ”如 果 克 许 画 数 $(z) 可 以 在 有 限 个 点 ob а, …, с, 的 
邻 域内 是 无 界 的 (此 处 点 оз, 62,…, с, ВИЛЕР Е, Ж НЕЧ 
布 在 有 限 距 郊 内 ) ,但 是 , 亦 象 每 一 个 分 区 全 炳 画 数 那样 ,要 求 它 在 
c 附近 适合 条 件 

EAI а 


сь ‚ 0 二 常数 <1; В=1, 2, -.., т, 


那么 ,上 面 所 推出 的 车 果 显 然 保 持 不 变 . 


8$ 32， 在 封闭 图 线 情形 下 的 Cauchy 型 积分 的 反 演 


假定 五 表示 有 限 条 没有 公共 点 的 封 于 的 光滑 轩 米 的 至 体 ， 双 
假定 上 上 的 正方 向 是 按照 § 29, 1° 段 中 那样 来 选 定 的 . 
我 们 来 考察 积分 方程 


| Sh), г (82.1) 


т? 1—1, 

Яра Т БИЕ, ФО Е ЕТ БН Ж, 而 
(Е) 是 未 知 丽 数 ,我 们 亦 要 求 g (的 是 适合 А БАО, 

方程 (32.1) 是 最 简单 的 一 个 奇异 积分 方程 ; 它 可 以 依据 在 后 
一 章 中 对 于 一 般 情形 所 得 出 的 公式 来 求解 .但 是 ,由 于 方程 (32.1) 
本 身 具有 很 大 的 意义 , 因此 , 我 们 在 这 里 用 三 种 方法 来 找 它 的 解 ; 
此 处 ,我 们 利用 $ 29, 1° 段 中 的 记号 ,特别 是 记号 S+ 8 85, 

第 一 种 方法 ”在 讨论 中 引进 一 个 在 无 穷 远 处 取 值 零 的 分 区 全 
ЕЕ 


| 2 (82.2) 


2—2 


Ф(2= 元 


此 时 , 依据 Сохоцкий-Р]еше!) 公式 (16.4), 可 以 把 方程 (32.1) 写 


— 
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成 形式 
Dro) +Ф-(%)=у%) ЕЁЕ. (32.3) 
АРЕНЕ 9 — НЕ РР Е И 1 Бр Ч (2) : 
р Ф0), 当 zES+， 
| "бу м2Є65, 
此 时 ,条 件 (32.3) 可 以 改写 成 
(0) Р (6%) =1(%) 12, 
由 此 再 依据 上 -一 节 的 车 果 , 便 知道 
о EE. (82.5) 


2л% #2 
另 一 方面 由 (16.8) , (32.2) 及 (32.4)， 
p(to) ФУ (6) — Bt0) = (0) + DP- (6), 
于 是 ,最 后 ,依据 (32.5) 及 (16.4) 有 


p(t) 一 -| 004 (89.6) 


27% t—to ° 
于 是 ， 从 (2 .3 可 以 导出 (2.0 但 是 ， 正 好 用 同样 的 方法 ， 从 
(32.6) 可 以 导出 (32.1)， 于 是 , (32.6) 是 方程 (82.1) 的 (唯一 ) 解 ; 
换 句 话说 ,关系 式 


1 р 1 24 _ 
| в р), БЯ Пий. 


(39.4) 


Ф) (4) 


0 0 0 0 ооо 


第 二 种 方法 反省 公式 (А) 可 以 由 下 列 简章 的 推导 得 出 . 假 
Жо х1 ЕАН ЖЖ. ЛЕВ ВАМИ 
00-1 о (2) і 


#— 2 


在 SY 2100, ЕЕЕ Е НИЕ 


Q+ (= + | еш, (к) 
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"ЕЛЕ 8+1 ЕЯ. М, ХР 265, ВЯ 
1 | 9+ (Ба 
п/р Е 


让 % АА го 而 取 极 上限 ,我 们 便 得 出 


1( софа 
一 -一 + 一 -一 -一 -一 = 
О) + 24 |, Ё— 0. 


把 由 (*) 得 出 的 值 9+) 代入 上 式 ,我 们 便 得 出 


wi) ( о) 
Otto) 去 | нь 


1 | at | | саса 
=), t—to «(0 nijr ti—t 0, 


由 此 , 再 打开 括号 , 并 进行 化 笠 , 便 得 出 对 于 Г 上 适合 互 Е 
每 一 个 画 数 w( 台 都 成 立 的 关系 式 
1 | dat 1 | om (у). (в) 


nidr tt ті) НЫ 
公式 (B) 所 表示 的 与 反 演 公 式 (A) 所 表示 的 是 相同 的 , 宅 们 都 说 明 
关系 式 (4) 中 的 每 一 个 都 可 以 从 另 一 个 导出 . 
第 三 种 方法 把 (32.1) 改 写成 形式 


нот, не 


在 此 式 两 端 滋 以 2. ТЕНТА, ЖАМ 


Poincar6-Bertrand ВАА ($ 28) ,我 们 便 得 出 
| ое 4 | Фан 


пф) 了 一 加 ль 一 让 ы 


= p(to) -去 |. ф ТАЙ п 9 (**) 
但 是 ,容易 直接 可 证 ， 


di 1 11 2 
| (2-й 6 а г) 0. 


Ф ”依据 (29,3) ,我 们 立刻 就 可 以 写 出 这 个 关系 式 来 ， 
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因此 ,在 (**) 中 的 第 二 项 等 于 雳 ,于 是 ,我 们 得 出 公式 (32.6) ， 
用 同样 的 方法 也 可 以 由 (32.6) 导 出 (382.1). 

正如 我 们 所 和 看 到 的 , 反 演 公式 (A ) 闫 不 多 是 Сохоцкий-Р]етое]} 
公式 以 及 Poincar6-Bertrand 让 换 公 式 的 显而易见 的 推论 。， 把 它 
们 应 用 于 一 些 特殊 的 图 六 (无 穷 长 的 苞 黎 ,圆周 ) 时 ,它们 常 以 这 
种 或 者 那 种 等 价 (或 者 几乎 等 价 ) 的 形式 出 现在 文献 之 中 ， 拉 冠 以 
Hilbert 公式 的 名 称 . 我 很 难 指 出 ,是 惟 首 先 把 这 些 公式 应 用 到 任 
Е ЖЖ. И. Н. Begyac жд у ЕНЕ, 
并 把 它们 当 作 一 类 奇异 积分 方程 的 解 的 特殊 情形 而 得 出 这 些 公 
式 , 上 面 的 第 二 种 方法 就 是 他 告诉 我 的 @. 


$ 33.， 耳 ilbert 反 演 公式 


我 们 特别 把 上 面 所 得 出 的 结果 应 用 到 并 是 以 原点 为 中 心 ， 以 
1 为 全 径 的 图 周 的 情形 .我 们 合 


1 一 ee， ей, (33.1) 
此 时 
dt _ 6088 _ dp 
Е ео К вл 2 5—6 
1 %08 9-0 б за 2-0 
- 49 
2 віп 3—0 
5 
-1 ctg а dd а8. (38.2) 


现在 我 们 用 g (8) № 4 (8) 表示 Ф(® № (Р) (24 Е ЕЖЕ, 
УЕ. ВВ Ф (8-2) = (8), (8267) =4(9)). 此 外 ， 我 们 
Ф 回 周 的 情形 可 以 参看 下 一 节 . 


© И. Н. Карцивадзе 及 Б. В. Хведелидве [2,12 ЕАК, 把 这 些 反 
演 公 式 推广 到 了 积分 曲 米 是 可 列 条 封 阴 轿 米 的 集合 的 情形 . 
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Зон 1-09) ЖМК (0). ЖБ, 上 -一 节 中 的 公式 (A) 分 别 具 有 形 
ЖФ: 


(5 (8) etg 2-0 49 


25 Јо 
+ |, 268-465), (88.8) 


1 {= 9—80 
зе 000) ов 2799 


+5 |, WW- p00). (88.4) 
出 上面 的 公式 容易 导出 著名 的 Hilbert 反 演 公式 , 他 是 用 其 
他 ( 静 简 搂 的 ) 方 法 得 出 这 个 公式 的 . 
我 们 求 考察 方程 


Эро) otg 2000-0090), (83.5) 


其 中 9 (9) дЕ, пт (8) 是 适合 Н 条 件 的 已 知 夯 数 ， 容 
易 看 出 , 仅 当 适合 条 件 


[; yO = (38.6) 


时 ， 这 个 方程 地 会 有 解 ; 如 果 将 (33.5) а Во ЈА 0 8] 2л 积 
分 ,叉车 注意 到 容易 看 出 的 


22 9—9, _ А 
| сір 5 4%=0, (*) 


就 可 以 得 出 条 件 (33.6). 
我 们 假定 条 件 (33.6) 是 适合 的 ， 提 上 且 要 找 方程 (33.5) 适 合 补 
充 条 件 


о 包含 ct 000 的 积 女 当 然 应 该 按照 Cauchy 主 值 的 意义 来 理解 ， 
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[е0 =0 (33.7) 
0 


的 解 . 

但 是 , 在 这 个 条 件 下 , 方程 (38.5) 与 方程 (38.3) 是 一 致 的 ,而 
2718 (33.8) ЕН Д8 (38.4) Жа, 亦 就 是 ， 当 注意 到 (33.6) 时 ， 
有 

рб) = [9 ctg в. (88.8) 

5038.5) № (38.8) НИНЕ (83.6) Ж (33.7) Hilbert 反 

ШАЖО, 
“我 们 已 找到 了 方程 (33.5) 适 合 补 充 条 件 (33.7) 的 解 ， 我 们 来 
ЗЕВЗ: 所 有 别 的 解 都 可 以 用 已 得 出 的 解 再 加 上 -一 个 任意 常数 的 办 
法 而 得 出 来 @， 首 先 , 显然 , 9 (9) 十 常数 亦 是 解 ;这 可 以 从 (*) 得 
出 .现在 假定 ф1(8) 是 方程 (33.5) 的 任 一 个 解 ;我 们 分 


ф*(8) = 91(0) == ф1(8) 48. 


此 时 ， 显然, Фе (0) 是 适合 补充 条 件 (33.7) 的 解 ; 但 是 , 这样 
”的 解 是 唯一 的 ,而 因此 , 它 必 然 与 已 释 找 出 的 解 (33.8) 是 一 致 的 ， 
由 此 便 导出 我 们 的 精 误 . 

从 上 所 述 , 容 易 导 出 下 述 反 演 公 式 @: 


| ф(8) сіє а dv 


о 


-yo 一 去 |， wa， (33.9) 


Ф 参看 D. Hilbert[2] 第 九 章 第 75 页。 
© 当然 ,假定 了 条 件 (33.6) 是 适合 的 ， 
图 О. р. Kellogg[1] (根据 Hilbert МУХ). 
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ро oig 00 


27 


48 


= ф (80) | ф(8)а8, (33.10) 


这 两 个 公式 应 苇 这 样 来 理解 :如 果 9 (9) 及 由 (9) 都 是 适合 Н АЕ 
的 画 数 ,那么 ,从 等 式 (33.9) ,(38.10) 中 的 每 一 个 部 可 以 招 至 另 一 


个 . 这 种 推导 留 答 部 者 (与 后 面 公式 的 推导 作 一 比较 ), 我 们 来 证 
明 另 外 的 一 些 反 演 公 式 呈 : 


到 | 70) ща 
1 2 
+5. |, р (8)а9—=4 (8%), (38.11) 
0) otg 95 а 
1 [2 | . 
+5-|, 00)40- 09), (88.12) 


这 些 公 式 亦 应 该 按照 上 面 同样 的 意义 来 理解 . 
例如 ,我 们 假定 (33.11) 成 立 ， 在 (33.11) 两 端 乘 以 48, 后 ,再 
从 0 到 2r 积分 ,利用 (*) ,我 们 便 得 出 
[2648 | "48, 
ЕЕ (38 ЛОЖУ 
1 


8 29 
2 у VVo 
| р (8) с 0 200 а9 


= 095) 1 v8) a (90). 
2л Јо 


Ф халад Е. Hellinger 及 О. Toeplitz 的 书 [第 1454 НРА СЕ 
аз 这 两 位 著者 引用 了 О. D. Kellogg 的 论 六 [1], НЕ ЕН 
只 有 公式 (33.9) 及 (33.10)， 
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因为 加 已) 适合 条 件 (33.6) ,因此 , 由 上 面 所 讲 过 的 千 果 ,我 们 有 


ОТ 和 8 一 po ри» 
обра фо Аа 


оар 3—8 
– = | 009) ов 0570. 9+0, 


НТО ЛЭК. ЛЕМАН Р 490, 并 且 从 0 Я 2л 9 
分 ,我 们 就 得 出 


20 |" (8) 8 = (9) 8. 


把 C 的 这 个 值 代 和 人 前 一 个 公式 ， 我 们 便 得 出 所 要 求 的 公式 
(383.12) 。 用 完全 同样 的 方法 亦 可 以 从 (833.12) 得 出 (33.11)， 


第 二 = 
Е 
的 联结 网 题 及 奇异 积分 方 和 


一 类 我 们 时 做 (多 性 ) ЕН Ф 的 边 值 贿 题 的 求解 ,在 我 们 
所 采取 的 包含 Cauchy 型 积分 的 粮 性 奇异 积分 方程 (正如 在 引言 中 
鲁 绝 指出 过 的 那样 ,我 们 在 本 书 中 只 计 论 这 一 类 方程 ) 理 论 的 讲授 
系 往 中 ,具有 很 重要 的 意义 ， 在 本 章 的 第 一 部 分 中 ,我 们 将 在 特定 
的 假定 下 和 致力 于 这 类 问题 的 求解 ， 而 在 第 四 章 中 我 们 再 求 加 以 推 
Г. 

在 第 二 部 分 中 , 我 们 将 要 求解 另 一 类 我 们 叫做 Riemann- 
Hilbert 轩 题 的 边 值 闭 题 . 对 于 一 般 理 葵 来 讲 ,我 们 并 不 需要 这 一 
类 问题 ; 但 是 , ЗЕЕ УЕ, 这 是 因为 它 的 解 几乎 直接 
可 以 由 前 一 个 团 题 导出 ,又 因为 这 个 问题 本 身 亦 很 重要 ,而 且 宅 还 
在 某 些 应 用 中 起 着 很 大 的 作用 。. 

在 本 章 的 第 三 部 分 中 ， 我 们 将 在 特定 的 假定 下 从 事 于 上 述 类 
型 的 奇异 积分 方程 理 葵 的 氢 述 ， 而 在 第 五 章 中 我 们 再 来 对 这 些 假 
定 加 以 推 广 . 

正如 前 面 全 泛 指 出 过 的 那样 , 联 和 苦于 题 的 求解 和 包含 Oauchy 


Ф 2 “задача сопряжения” 译 成 “ 联 精 问题 ”， 赵 惠 元 同志 在 “数学 慰 性 力 
ЕР — Вере р ЕСЕНИН. — АЖ 
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И НАТУРА ЛУГ ВЕНЕ А НОНО. 但 是 , 应 该 指 
出 ,这 一 类 奇异 积分 方程 的 理 葵 可 以 不 牵涉 到 联 千 问题 (或 者 类 似 
的 问题 ) ,而 发 展 到 一 定 地 步 ， 不 过 ,利用 这 个 问题 ,就 会 使 得 理论 
变 得 非常 简单 而 直观 

上 面 所 讲 到 的 特定 假设 实质 上 可 以 归 精 为 我 们 在 本 童 ( 以 及 
后 面 所 得 出 的 某 些 应 用 ) 中 所 要 研究 的 情形 :所 考虑 的 曲线 是 由 一 
些 (有 限 条 ) 光滑 的 封闭 园 线 所 构成 的 , 而 答 定 在 曲 奉 上 的 画 数 是 
属于 五 类 的 . 

正如 前 面 鲁 释 指 出 过 的 那样 ， 我 们 在 第 四 及 第 五 章 中 将 引进 
更 一 般 的 假定 。 在 讲解 我 们 所 感 兴趣 的 问题 时 , 我 们 本 来 可 以 一 
开始 就 从 后 面 这 些 假定 出 发 ,但 是 ,我 个 宁可 按照 这 里 所 选 定 的 次 
序 叙述 ,这 是 因为 对 很 多 应 用 求 讲 , 仅 限 于 在 本 章 中 所 采用 的 假定 
就 足够 了 ,又 因 为 这 些 假定 还 可 以 天 大 简化 理论 了 ,而且 并 不 至 于 
损害 理论 的 独立 性 和 完整 性 .。 


Т. ЕЖЕ 
ЛЕЛИ КАНН 


$34. 齐 次 联 千 问 题 


15 ве ГНА НИ МУ НАЗ 
Та, Го, <, І, ПА (= Га Ть+ НТ) ®. 

ИИА ВЕНЕВ, ЗН ен 
ЕЕ 9 : 


9) 共 实 就 联结 周 题 来 讲 ， 求解 一 般 情 形 和 求解 本 童 所 考虑 的 情形 差不多 是 同样 
简单 的 ; 主要 区 别 仅 在 于 :在 一 般 情 形 下 , 要 用 到 在 3$ 22~26 中 所 讲 过 的 有 关 Cauchy 
型 积分 在 积分 曲 米 夭 点 邻 域 内 的 性 质 的 芋 果 ， 

加 ”不 难 推广 到 相交 图 线 的 情形 ; 贿 看 § 35 中 末尾 的 注释 3 3, 

图 更 一 般 的 提 法 参看 第 四 章 ， 
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要 求 根 据 边 界 条 件 : 


т" $0 =@(0$-@® 在 Lb 上 ，, (34.1) 
来 找 一 个 在 无 穷 远 处 有 有 限 阶 、 并 且 具 有 边界 曲 入 工 的 分 区 全 本 
丽 数 多 (2)， 此 处 G6) 是 答 定 在 上 点 6 的 丙 数 , 它 是 属于 及 类 
的 ,并 且 在 石上 处 处 者 不 取 值 和 

我 们 提醒 一 下 , B+1(2) ж Ф- (0) 通常 理解 为 分 别 从 左 个 ЕН 
便 而 取得 的 边 值 . 

ВИЖ С (ЮР ЯН Г — ДВЕ ТВ 的 问题 ， ЗАРЕ НН СФ) 
叫做 已 答 的 联结 问题 的 系数 。 

在 这 里 我 们 指出 下 述 一 点 。 如 果 把 构 艾 也 的 某 些 围 线 的 正方 
向 换 成 反方 向 ， 那 么 ,为 了 使 得 问题 的 条 件 保持 不 变 ,在 那些 围 纺 
上 应 该 把 记号 Ф+(р Е Ф-(0) 互 换 ， 并 因此 在 边界 条 件 (34.1) 中 
系数 9 (В ЛЕЛ ГС (0) 17°. 


ТЕМНЕЕ ИУ УРЕ, ТЕЕ А, А 


(34.2) 


所 确定 的 ( 整 ) 数 x 起 着 重要 的 作用 ,其 中 记号 [ ]z 表示 括号 内 的 
ЗОВИ ЖЕНИ ВЕР ОН, В, УАВ Га. (= 
1, 2,…, Pp) 一 周 的 增 量 之 和 . 当 t 在 Lr 上 时 ,可 以 把 8D 理 
解 为 这 个 多 值 画 数 当 ;+ 在 Ls 上 移动 时 连 积 变 化 的 任意 一 个 值 ， 

我 们 把 这 个 数 x 叫做 痊 定 在 荆 上 的 画 数 G(D 的 指标 ,或 者 
亦 叫做 联 村 问题 的 指标 . 

容易 看 出 , 只 要 问题 的 条 件 保持 不 变 , 指标 的 值 便 与 轿 米 Ls 
上 的 正方 向 之 选择 无 关 , 亦 即 , 数 x 是 问题 的 不 变量 . 事实 上 , 当 
БАЗЕ 到 中 之 任意 一 条 的 正方 向 换 成 它 的 反方 向 时 ,为 了 使 得 问题 
保持 不 变 , 夯 数 Ч (О 在 那些 围 线 Zr 上 的 值 应 该 换 成 值 [9 (的 ] 1; 
从 而 , 16 @ 换 成 了 一 ln 90, 因此, ЕЖЕЛИ 
1, 一周 时 ,ln GC) ИНН. 
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2% 对 于 所 考虑 的 问题 之 提 法 、 解法 及 名 称 , 我 们 作 如 次 之 发 
ВН: 

如 果 假 定 三 是 一 条 简单 的 对 于 园 继 ( 亦 序 , р=1), ЖЕ 
(2) 是 分 段 常数 的 夯 数 ( 当 炙 过 工 上 的 某 此 点 处 时 , С АЕ ВБ 
跃 ) , 那么 , 这 个 问题 便 变 成 了 由 Riemann 所 提出 的 一 类 问题 (在 
第 四 章 中 将 要 讲 到 这 -一 类 问题 ) 的 特殊 情形 .因此 ,我 们 把 前 面 所 
提出 的 吓 做 “ 联 烙 问 题 ”@ 的 问题 ,通常 听 做 “Riemann 问题 ”>， 但 
是 , D. Hilpbert@ 首先 研究 了 形式 上 和 上 述 提 法 差不多 的 问题 
(G6tting. Nachrichten, 1905; +ЕН.ЯЕ О. Hilbert 的 书 [2] +6 
重 行 刊载 过 ) ， 应 该 指出 , Hilbert 是 在 不 能 一 般 的 条 件 下 研究 这 
个 问题 的 : 他 假定 了 工 是 一 条 解析 图 效 , 而 G() 具有 (关于 弧 的 ) 
连 炉 的 二 阶 导 画 数 ,他 用 了 相当 复杂 的 方法 , 才 把 这 个 问题 归 糙 为 
一 个 Fredholm 积分 方程 , 而 构成 这 一 个 方程 时 ,又 需要 事先 找 出 
对 由 工分 鞠 丕 面 而 得 的 区 域 的 Green 画 数 (这 里 说 的 是 Neomann 
问题 的 Green 画 数 ) ; Hilbert 对 他 所 得 到 的 方程 并 没有 进行 过 完 
整 的 研究 . 

其 实 ,利用 Cauchy 型 积分 , 可 以 极 初 等 地 得 出 上 述 问 题 完 整 
的 解法 .在 J. Plemelj 的 论文 [1] УЖ Е ВАН ТРЕЕ 
№8. У. Plemelj 仅 考虑 了 当 工 由 一 条 封 了 图 六 所 构成 , 而 指标 

《利用 此 处 的 术语 ; Plemelj 本 人 和 并 没有 引进 过 指标 的 概念 ) 等 于 
堆 的 特殊 情形 ,但 是 ,由 这 种 特殊 情形 可 以 非常 简单 地 推导 出 一 般 
情形 的 解 @ 来 . 


Ф 这 个 名 称 是 在 著者 的 书 [9] 之 第 三 版 (1949 年 ) 中 才 引 进 的 。 

© В, 在 本 书 的 第 一 版 中 , 我 俩 经 把 它 叫做 Hilbert 问题 .这 个 名 称 贷 为 很 
多 著者 和 采用 过 。 某 些 车 者 亦 信 和 经 应 用 过 “Riemann-Hilbert 问题 ”这 一 种 叫 法 ; 我 
将 这 后 一 个 名 称 应 用 于 别 的 (但 是 相近 的 ) 问题 ， 这 类 问题 将 要 在 本 章 第 二 部 分 中 讨论 
到 。 有 时 汞 利用 其 他 名 称 . 

© Е. Picard 也 骨 疲 讨论 过 我 们 所 感 兴趣 的 这 一 个 问题 ,为 了 解决 这 个 同 题 ， 
他 首先 作出 了 两 个 积分 方程 ,其 中 之 一 是 (第 二 类 的 ) Fredholm 方程 ,而 另 一 个 是 奇 
界 积分 方程 ; 但 并 没有 研究 这 两 个 方程 ,他 后 来 就 利用 了 和 这 些 方程 无 关 的 基本 解 [和 
Plemelj 所 用 的 一 样 (在 同一 个 特殊 情形 下 ) ], 但 是 ,他 并 没有 引用 后 者 的 烙 果 。 
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Ф. Д. Гахов 中 名 第 一 个 输出 了 完整 而 又 完全 有 效 的 解法 ;这 
个 解法 在 进行 一 些 简化 以 后 , 将 在 下 一 节 2° 段 中 叙述 到 . Ф. 
Д. Гахов 本 来 仅 考虑 了 当 工 由 一 条 封 阳 团 禾 所 构成 的 情形 ; Б. В. 
Xpexexuanse 输出 了 工 是 由 转 成 某 个 违 通 区 域 的 一 些 封闭 园 线 所 
构成 的 情形 之 解法 ; 在 下 一 节 3° 段 中 , 我 们 要 讲 到 这 个 解法 ; 最 
后 , ЖЕ У. Trjitzinsky йаз], 指出 了 构成 工 的 转 泡 六 ， 
Та, 5, Г, 是 任意 分 布 的 情形 的 解法 ,并 还 考虑 了 更 一 般 的 情形 ; 
在 下 一 节 4° 段 中 ,我们 要 讲 到 这 个 解法 . 


$85. 齐 次 联 千 问 题 的 求解 


1 在 后 面 我 们 将 会 见 到 , 找 固 题 的 一 般 解 ,可 以 归 糙 为 找 某 

个 在 有 限 距离 内 处 处 都 不 取 值 零 的 特 解 , 这 意味 着 ,这 个 特 解 在 世 

上 的 边 值 亦 无 处 取 值 零 .。 后 面 我 们 将 要 证 明 这 种 特 解 是 存在 的 ， 
并 且 我 们 把 它 叶 做 典 则 解 ， 我 们 将 会 在 出 (6° 段 ), 如 果 不 计 
较 异 于 震 的 任意 常数 因子 , 则 由 上 还 条 件 可 以 完全 确定 典 则 
解 。 

25 我 们 首先 考虑 当 了 由 一 条 和 节 单 的 封 于 圈 终 构成 ( 亦 序 ， 
wp 二 1) 的 特殊 情形 、 依 据 工 上 的 正方 向 的 选 法 可 以 分 成 两 种 情形 : 
当 沿 着 元 的 正方 向 移动 时 , 保持 在 工 左 侧 的 区 域 S+ 是 有 界 区 域 
的 情形 以 及 6+ 是 无 界 区 域 的 情形 .我 们 分 别 用 A 与 电表 示 这 两 
种 情形 .AS* 十 上 对 全 平面 的 余 集 是 一 个 区 域 ,以 后 我 们 将 用 5- 
表示 这 一 个 区 域 . 

在 关系 式 (34.1) 商 端 到 对 数 ,我们 便 得 出 

По Ф(2) 1" — [№ Ф(7)1- =In G0. (*) 
Зо НЕ 12 Ф (2) 在 St 和 AS" 内 是 全 纯 的 , 并 因此 宅 是 单 值 的 ， 
从 而 画 数 In Q(t) 在 上 是 单 值 的 , 那么 , 用 831 中 所 讲 过 的 方 

Ф 当然 , 沙 两 种 情形 中 的 一 个 可 以 直接 归 灶 为 另 一 个 ; 仅 为 了 方便 起 见 ,我 们 在 

下 面 才 对 两 个 情形 都 号 出 典 则 解 求 ,这 是 由 于 在 应 用 中 常常 会 过 到 它们 ， 
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来 ,这 振 不 成 并 ,因此 ,还 需要 进行 补充 的 研究 . 

我 们 从 讨论 mm Q(t) 人 手 . 4 Я ТЕ Ут Пр 688 (Е Г — 
时 , 画 数 11 G(t) 得 到 一 个 等 于 20700 的 增 量 ,其 中 整数 


к= Па 90091.51. [arg (81, (85.1) 


ХИА ЧРИ МАНА СВ Е 19 РО. 
Каир Е РУО ЕЕ (于 是 ,在 情形 A 下 ， 
аС5*; ЈЕВ Т, 6€ 58-)， 我 们 引进 记号 
G00) = (0—9) 00) 在 情形 A 下 (35.2А) 
Go (®=(@—а)*4(Ф 在 情形 了 B 下 . (35.2 В) 
”显然 , 当 ЖЕЛЕ Г ЛУ, №98 In Go (0) 回 到 
原来 的 数值 上 .因此 ,任意 地 取 定 ln Go (О 在 图 六 荆 上 任 一 点 处 
的 值 ,又 要 求 这 个 历数 在 了 上 是 连续 变化 的 ,我 们 就 可 把 In Go (0) 
理解 为 定义 在 二 上 完全 确定 的 画 数 ; 显然 ,这 个 画 数 是 适合 互 条 
件 的 . 
现在 再 引进 新 的 分 区 全 纯 画 数 
мо - [29 4 268+ 


(2 ауф) 当 zE8S- 在 情形 A 下 (35.3 A) 


0) и 20 рі 在 情形 B 下， (85.38) 
容易 看 出 ,条 件 (34.1) 具 有 形式 
9+9 =000) D-H). (35.4) 
为 了 要 找 出 在 1? ВЕТ АНИ ВЕ ОИ СВ 
来 做 ,我 们 写 出 


0+0) —In WD) = 900, 


Ф Plemelj 正 是 用 了 这 一 种 方法 (在 他 指定 的 特殊 假定 下 ) ЗАТТА 
的 解 (参看 上 节 ) 。 
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从 而 ,如 果 假 定 了 到 人) 是 ( 单 值 的 ) 分 区 全 纯 夯 数 ,ЕЯЕ В ре 
到 值 堆 , 双 车 应 用 $ 31 中 所 涝 精 果 ,那么 ,我 们 便 得 出 


四 工人 аб) ого 
In (2) |, 5 аі, (2) =егГ®, 


其 中 


Го | 280 а, (35.5) 


显然 , БТН С О (2) 在 无 穷 远 处 到 值 1, Н. 
处 处 异 于 雳 . 家 接 验证 就 表明 , 它 是 问题 (35.4) (В) 解 ， 事实 
上 ;从 (85.5) 可 以 知道 , Г* (to) — Г (6) = 6% (№), 其 中 如 是 工 
二 的 任 一 点 ,由 此 可 以 推出 


арт п ет) — С (to) , 
亦 即 , (35.4) .利用 辣 题 (35.49 已 找 出 的 特 解 ,再 依据 公式 (35.8) ， 
立 可 推出 原来 间 题 (34.1) 的 特 解 : 
ег) мс 8+ 
= 情形 5.6А 
Х (2) Ии а) -er 当 2GEAS- 在 情形 A Т, (35.6 A) 
#— #рГ(#) м 220+ 
хо [60 И рка 在 情形 B 下 ，(85.6 B) 
и х*(0, (0); ЖЗ Сохоцкий- 
Plemelj 公式 容易 求 出 这 些 边 值 ,由 Сохоцкий-Р1еше1} 公式 得 
出 : 


T= In GD)+TO, Г-(0 = вв ®-Г®, 


由 此 再 根据 (35.6A) 及 (85.6 В) , 便 可 以 得 出 


$ веко 1 ш 6062) 


Xt (2) = е ег, х- (#) = (2 —_ а) 46 ег 
在 情形 A 下 ， (35.7 А) 
Х"(0 = (1—а) о" го, 8) е7" 90го 


在 情形 了 B 下 ， 1 (35.7 В) 
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根据 (35.2 А) № (35.2 В) ,这 些 公 式 还 可 以 改写 成 
ХУ (0) = ta) ато, 
Х-(0 = (8а) 90091 его 
(在 两 种 情形 A 及 B 下 )， 
在 上 式 右 问 在 二 上 都 是 连续 变化 的 前 提 下 ,同时 又 在 
Хх _ 
х=) 909 
处 处 成 立 的 前 提 下 ,出 现在 上 式 右 端的 双 值 表示 式 的 值 的 选 法 ,对 
这 种 情形 工 不 重要 , 这 是 因为 , 当 Х Я Хр, 在 这 里 实际 上 
并 不 引起 什么 变化 ; 但 是 , 在 某 些 问题 中 ,要 求 公式 (835.8) 正好 答 
出 由 公式 (85.6 A) 或 者 (35.6 В) 所 确定 的 丙 数 卫 (2) 的 边 值 ,而 不 
и —Х О) 的 边 值 ;在 这 些 情形 下 , 应 该 回 到 公式 (35.7 A) 及 
(35.7 В). 
我 们 还 指出 ， 沈 值 ХФ Е ХО ЖЕ БЕН Н ЗМ. 
特 解 卫 (或 者 和 它 着 一 个 常数 ( 异 于 堆 ) 因 子 的 所 有 别 的 解 ， 
都 是 我 们 要 找 的 奥 划 解 (1? ВЕ) ,这 是 因为 全 (2) 处 处 (В Е 
Г 的 点 在 内 ,无穷 远 点 可 能 例外 ) 不 为 零 由 ,在 也 上 弄 于 替 是 指 在 
工 上 处 处 都 有 


(35.8) 


Х+(В =0, Х- (0) =0. 


我 们 还 指出 :容易 看 出 , 只 要 In G4(t) МИЕТЕ Г БАХ 
ЖЕ), АЗ Х (2) ФЕЯ а Golb) 在 工 上 的 值 的 选 法 无 关 . 事实 上 ， 
Im 900) 所 有 别 的 值 和 它 选 定 的 值 仅 差 一 个 形式 为 2w 论 的 项 ,其 
中 必 为 一 整数 . 因此 , 公式 (35.5) КЛИН Г (2) 只 可 能 差 一 个 形 
式 为 


1 | id | 0, 当 % 在 二 外 ， 
2%), 1—2 52%, 42 Ф Гр 
Ф щи>ом, Х (оо) =0, 
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的 项 ,于 是 ,表示 式 e ® 保持 不 变 . 

交接 亦 容易 可 证 , КАЖ Х (2) 实际 上 与 点 4 在 了 内 部 的 位 置 
是 无 关 的 (参看 本 节 末 尾 的 注释 1). 

最 后 ,我 们 指出 ,2) ИНЕТ 一 *. 

找 出 典 则 解 以 后 , 容易 定 出 最 一 般 的 解 ; 但 是 , 我 个 宁可 立 列 
对 一 般 情形 写 出 它 来 (参看 后 面 5° ВО. 

3° 从 上 面 的 解法 出 发 , 容易 导出 一 般 情 形 下 的 典 则 解 (参看 
后 面 4° В); 但 是 , 我 们 宁可 直接 再 找 出 下 述 特 殊 情 形 的 典 则 
解 @ ,这 是 由 于 在 应 用 中 我 们 常常 遇 到 这 种 情形 . 

亦 即 , 我 们 现在 假定 , 曲 禾 工 是 由 图 成 在 面 的 某 个 连通 部 分 
(区 域 ) S? М-РН Го, 1,…, 所 构成 的 , 并 且 Lo 包 
ВАР АОВ СЕ % $ 29 85 2° 段 中 那样 ) (参看 第 140 页 图 17) ; 
也 正 象 在 $ 29 中 那样 , 我 们 用 8- 表示 有 + 十 卫 对 全 平面 的 余 集 ， 
并 且 假 定 , 当 沿 工 上 的 正方 向 在 虐 上 移动 时 ,区 域 S7 保持 在 上 的 
2:8. 

在 这 个 情形 下 , 典 则 解 的 找 法 和 前 面 完 全 是 类 侯 的 ， 这 就 是 
说 ,我 们 用 м №, 5, А 表示 由 公式 


№= 


=- 元 [arg 9 (8) 12,, #=0, 1, ф 
(35.9) 
所 确定 的 一 些 整 数 ,又 假定 x 仍然 表示 指标 (参看 上 一 节 1° В: 
2 Па 90) [org 60). ААА, 
(35.10) 
现在 设 ао 为 区 域 S+ 内 任 一 定点 , 又 设 ал, ав, "~, аз 是 分 别 
从 国米 Гл, Л, +", Ly 内 部 任意 到 定 的 点 。 8 
П (2) = (2— аз)" (2— аз)%--(0—9)", 
С.) = (2—90) "П (9); 
Ф 这 个 解法 是 由 B. B. ХведелидзеШ БТ ЩЙ, 


二 


(85.11) 
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当 $ Е 了 0， Та, ” 1, ФИ В, Е Go tt) 
的 幅 角 显然 回 到 原来 的 值 ， 

最 后 ,我 们 分 


го ==. | Cot) 4. (85.12) 


由 此 容易 看 出 (参照 2" В), ЛКИ 


xo-|75 7 当 ?S (85.18) 
(2— во) *еГ® 当 2ES- 
是 问题 (34.1) 的 ( 特 ) Ж, 它 在 有 限 距 帘 内 处 处 都 不 取 值 零 ， 它 的 边 
ХУ), ХС) 在 上 亦 不 为 零 ， 因 此 , 解 (0) 或 者 所 有 和 
НЕ ОР) 常数 因子 的 解 都 是 典 期 解 

边 值 Х*®, ХУ() ЕГ БР Н ЗЕ); ЕТИЗ АТ 
表示 式 (35.7 А) 及 (35.8) 是 类 似 的 ,并 日 容 易 把 它们 写 出 来 。 

容易 直接 验证 , ВАРЫ, ЕН У Ж Х (2) 和 公式 (35.12) 中 

№ Go 的 的 值 的 选 法 是 无 关 的 (参照 2" 段 ) .， 亦 容易 直接 验证 ВН 
ЖХ (2) 确实 和 点 so, @1, …， 人 在 对 应 的 区 域内 的 选 法 是 无 关 的 
(参照 本 节 末 尾 的 注释 1). ВНЖ Х (2) 在 无 穷 远 处 的 阶 数 人 恰好 是 

在 这 一 段 中 我 们 所 得 到 的 全 部 公式 ,对 图 炎 Го 不 存在 的 情形 
(于 是 ,区域 gf* 是 无 限 的 ) 亦 仍然 有 效 ; 仅 需 假定 在 这 种 情形 下 
№=0. 

4° 现在 来 研究 , 荆 是 由 任意 分 布 的 一 些 ( 简 单 的 , НН, Эб 
РЕЗОН КАНН) ЖЕ 五 ，L2,…，Ly 所 构成 的 一 般 请 形 , ЕН. 
假定 在 这 些 圆 秦 上 已 沟 选 定 了 正方 向 . 依据 在 2” УЕ 
一 条 封 阴 图 黎 构 成 的 情形 所 得 出 的 解 ， 我 们 求 求 解 在 这 种 情形 下 
的 问题 (与 W. Trjitzinsky[ 二 ] 作 一 比较 ). 

亦 就 是 , 我 们 用 xs(z) 表示 在 二 Боа ЖЕ 到 构成 时 的 
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齐 次 联 精 问题 的 典 划 解 ;用 hi 表示 对 应 的 指标 , 容易 看 出 , 画 数 
Х (2) = (2) хХ.(...Х,(@ (35.14) 
8 (34. ДЕ Г= 1+... Р, 亦 即 是 在 8 34 
中 所 提出 的 那样 形式 的 问题 的 一 个 解 ， 事实 上 , ФЕ ХО 
ПЕ ЗРЯ 7, 上 的 点 志 有 
Х®=афхь®, ХҮ) =Xit), ТАЕ, 
НЫНЕ Г, ЖЕ (2) 的 跳跃 曲 各 ; 因此 ,在 构成 工 的 
ОВ I 中 的 每 一 条 上 , Т ХО GU) 革 -( 旭 ,而 这 使 是 所 要 
ВЕНУ ВА. 
特 解 (35.14) (或 者 所 有 和 它 差 一 个 异 于 堆 的 常数 因 于 的 解 ) 
是 问题 (34.1) 的 典 则 解 , 这 是 由 于 这 个 解 在 有 限 距 离 处 处 都 不 取 
ЧИ ХУ (0 В (0) Е РЕЖ. 
这 个 解 在 无 穷 远 处 的 阶 数 惟 好 等 于 一 x, 其 中 x 仍然 表示 答 
定 在 石上 的 画 数 (© 的 指标 , 亦 就 是 ， 


к= У 5 00001,35: 
= 108001. (85.15) 


УТТЕ Г БКИ 和 + (0) ЕХ 后， 我 们 指出 下 列 一 
К. ЕС, ЖА, НЖХ,(2), 6, Хь а, Хы (2), -**, 
Х(2) 在 点 t 外 的 边 值 , 可 以 由 zz 换 成 РИН, 这 是 由 于 Г, 
是 这 些 画 数 的 跳跃 曲 黎 .因此 
Хх (0) (0) КОХЕФХ (0) 6,00), ЕЁ; 
(35.16) 
利用 在 2° 段 中 所 导出 的 公式 ,可 计算 ХО АХО. 
应 该 指出 , 边 值 Х*(, Хо 显然 在 工 上 处 处 都 适合 及 条 
件 . 


5: 我 们 现在 证 明 : 如 果 Х (2) 表示 典 则 解 ， 那么 , 齐 次 联 糙 问 
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题 的 所 有 解 (我 们 通常 所 指 的 只 是 在 无 穷 远 处 有 有 限 阶 的 解 ) 都 由 


Ф(2) =Х(2)Р(=) (35.17) 

答 出 ,其 中 三 (?) 是 任意 多 项 式 ， 

ЗА ФО 是 任 一 个 解 ， 由 条 件 ,我 们 有 
2+0) =9 09-00, х+Ф-вФх-®, 

从 而 ,注意 到 +0) 0, Х-( +0, 便 有 
Ф.Ф 
ХЕ) 7 0. 

于 是 , 画 数 如 ае ьо НЕ "ЕЖЕ ЛЬ ЯУ 


限 阶 ; 因此 , 这 个 画 数 为 多 项 式 , ЗЕ: ЗАМЕНЕ АЕН. 
”我 们 指出 下 烈 重 要 的 情况 ， 因 为 边 值 (0), ХОФЖГЕ 
是 必 了 人 类 的 ,因此 ， 依据 公式 C38 17), А, НЯ 


рр G(s) вен 条 件 的 推论 . 
6° мА (82.1 17) битан: НИЯ (在 1° 


ооо 
о офф 


只 需 在 公式 (85. 17) 中 的 多 项 式 Р(х) 是 常数 ， я 
Р (2) ВОКТ Р, ВИЖ Ф (2) 不 可 能 在 有 限 距 离 内 处 处 
都 不 取 值 震 . 

还 应 指出 下 列 一 点 ， 如 果 在 公式 (35.17) 中 多 项 式 己 (z) 的 次 
数 为 8, 那么 , 解 Ф(2) 在 无 穷 远 处 的 阶 数 众 好 等 于 一 x 二 bh， 于 
是 ， 这 个 阶 数 不 小 于 典 则 解 Х (2) 的 阶 数 一 x; 仅 在 4=0 的 情形 
下 , Жив, 仅 在 P(s) 一 常数 #0 的 情形 下 , Ф(2) 的 阶 数 才 等 于 
Х (2) ВИЖ. 

由 上 面 所 讲 过 的 可 以 知道 ,除了 一 个 常数 因子 外 ,上 典 则 解 完全 


© + oo ооо ое о о 


© + oe ооо офф 
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І. 它 在 有 限 距离 内 处 处 都 不 取 值 雳 . 
І. 宅 在 无 穷 远 处 有 所 有 可 能 的 最 低 阶 数 (等 于 一 *)， 
ПІ. 齐 次 问题 的 每 一 个 解 都 可 表 成 形式 (85.17) . 
刚 闻 已 多 证 明 过 和 了 及 I 对 应 的 千 论 ;和 LI 对 应 的 精 论 几 
平 显 然 可 从 上 面 得 出 . 
7 从 应 用 的 角度 米 看 ,章光 阳 题 在 无 穷 运 处 取信 堆 的 解 特 别 
重要 .我 们 指出 ,从 上 面 所 讲 过 的 结果 直接 可 以 得 出 的 下 述 命 题 : 
如 果 х0, 那么 ; 齐 欢 轩 题 没有 在 无 穷 СВ 


ооо оо ооо ооо 
ооо 


И я 2Х (0), 55, #1008). (85.18) 
事实 上 , УЭСЛИ ВИА ЕАО, 显然 都 由 公式 (35.17) 取 
次 数 不 超 过 x 一 1 的 多 项 式 P(z) 而 给 出 。 因此 , 所 有 在 无 穷 远 处 
取 值 堵 的 解 ,各 由 公式 | 
Ф(2) = Х (2) Р, (2) 
В НЫ, ЕВ 
Ри-1 (2) = Со СН Оф, 
ЗН. Со, С-, ---, О, ЧЕН . 
8° 有 时 沉 要 找 出 在 无 雾 远 处 是 有 界 的 解 (不 一 定 在 无 穷 远 处 
ВИН). 和 前 面 类 似 , 容易 看 出 , “изб, 齐 次 闭 题 没有 在 
无 穷 远 处 是 有 界 的 解 ， 当 > 一 1 时, 它 恰 好 有 *% 十 1 个 多 性 无 关 
的 这 种 解 
Х (2), 2 (8), 29 (2). 
在 这 种 情形 下 ,一般 解 由 上 段 所 得 出 的 公式 而 给 出 , 但 是 , 在 
现在 代替 其 中 的 x 一 1 应 该 写成 к. 
注释 1 在 2° 段 中 在 作出 典 则 解 (2) 时 , 我 们 引进 了 位 在 
工夫 部 的 任意 点 4， 依据 前 述 精 果 , 容易 看 出 , ЖХ (2) 事实 上 与 
点 4 是 无 关 的 . 实际 上 ,已 经 证 明 , 典 则 解密 确定 精确 到 一 个 常数 
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因 了 于 .例如 ,如 果 再 加 下 述 的 补充 条 件 : 

Но >Х (2) =1, 
它 便 可 以 完全 确定 , 但 是 , 在 2 段 中 作出 的 西数 Х (2) 是 适合 这 


个 补充 条 件 的 . 因此, 如果 在 作出 Х (2) 时 ,我 们 把 点 & 换 成 位 于 . 


工 内 部 的 任意 另 一 点 5, 我 们 便 可 得 出 同一 个 画 数 . 

通过 直 毛 六 算 亦 容易 验证 上 面 所 讲 过 的 精 果 ， 事 实 上 , 我 们 
Я Х. (2) 表示 在 2° етих (2) 的 解 ,又 用 Х, (2) 表示 作 
法 和 Х.(2 相同 的 画 数 ， 但 是 ， 点 4 已 换 成 点 2 (ВЕР 
工 的 内 部 )， 为 了 确定 起 见 , 仅 对 论 博 形 A(2? 段 ) ,根据 (35.6A) ， 
(35.5), (35.2А) ,我 们 有 


[T's(8)—Tals)] ws€E B+, 
Хь (2) 一 аля 2 
Ха (2) (527) еу мБ, 
其 中 ) ) 
Г (0-а) "6 ()Лағ 
Г,(2) ЕЕ |, fz , 
_ ( [(0—0) аа 
Г ИМ, 
并 因此 


x 1—а\ at 
0-0 | (39). 


其 中 | (= | 我 们 可 以 理解 为 在 二 о, 在 无 穷 远 处 取 
值 雳 的 夯 数 [29 | 在 二 -上 所 取 的 值 . 
但 是 ,由 此 依据 Cauchy 定理 可 以 知道 ， 


当 >ES+， 


1 1—а\ dadt _ 
(5). — №1 $ 2426 5-. 


从 面 , 将 此 式 代 人 上 式 , 我 个 便 得 出 
Хъ(2) 
Х,(2) 


«а г! 


cu 1 


Е. 
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于 是 ДЕДЕНА ИИ. 
трин 5 8° 段 中 所 作出 的 夯 数 (2) ЕУ ЛУ НЧ Е 
注释 2 具有 在 2” 段 中 所 考虑 的 情形 (Г ЖЗ 
成 的 情形 ) 的 典 则 解 的 公式 ,可 以 有 略 有 不 同 的 形式 , 亦 即 ， ик 
中 位 于 工 内 部 的 点 4 ИГРЕ Г, НИ) ДЕЛЕ) с. 
此 我 们 作出 如 下 ,为 了 确定 起 见 , 只 考虑 情形 A (2° В). ан 
上 任意 取 一 点 6, 并 把 它 和 位 于 亏 内 部 的 点 а 用 整个 位 在 S1 内 的 
Д ДАНЕ АА 1 联结 起 来 . pm QQ) 可 以 理解 为 这 个 画 数 
在 图 米 工 (已 在 点 ¢ АР) 上 连 炉 的 任意 值 , 而 1 (7—0) 可 以 理 
УЕ ЕЕ, ГОНГОВ SY РЕН № (2—9) 的 任 
一 个 分 村 在 工 .上 所 取得 的 值 ， 于 是 ,公式 (85.5) 可 以 改写 成 
х Һа (00 я { (2—0) 
Г (а) = 521], |. у 


$—2 27, 1—4 
现在 注意 到 , 在 2° 段 中 所 作出 的 画 数 总 ( 轨 和 点 а 的 位 置 是 
无 关 的 , ЕНН ЈЕ ас 的 前 提 下 , 让 点 @ 逼近 于 点 
с, 则 根据 公式 (85.6 A) ,就 容易 得 出 
ET(e) 当 825+, 
х0 = (2—0) "er ES-, 
其 中 这 一 次 


2 а яж | In(t—e)at 
Ге) 7 | 一 区 256) фа ' 


并 且 把 In(t 一 6) 应 该 理解 为 , 在 S* 内 是 全 纯 的 画 数 In(z 一 0) 的 
任 一 个 分 枝 在 工 上 所 取得 的 值 ， 注 意 到 后 一 情况 ,再 依据 0auchy 
定理 @ ,我 们 有 


1 | 了 A 
22% т, 1—2 0 2542685, 


由 此 可 知 
Ф 容易 看 出 ) 当 z=c 时 In 一 0) 变 成 无 穷 的 那个 情况 没有 意义 ， 
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Х (2) = (2с) ә, (35.19) 
1 | In G (Dat 

2%) На’ 

容易 直 搂 葵 证 ,这 些 公式 对 于 二 于 的 正方 向 的 任何 一 种 选 法 
(2р, 72° 段 中 所 考虑 的 两 种 情形 4 及 B) 都 是 正确 的 ， 

显然 ,点 6 虽然 出 现在 上 述 公 式 之 中 ,可 是 , 画 数 总 (2) 在 点 6 
处 却 没有 任何 奇 性 ;这 亦 是 容易 直接 了 验 话 的 上 . 

对 3° 段 中 所 考虑 过 的 情形 以 及 一 般 情形 , 亦 可 容易 地 导出 类 
似 的 公式 . | 

所 有 这 些 公式 都 是 在 第 四 章 中 所 要 得 出 的 公式 的 特殊 情形 。 

注释 83@ 已 得 出 的 烙 果 容易 推广 到 ,构成 曲 焰 工 的 封 阴 国 效 
Та, Іа, +, І, 可 以 仅 有 有 限 个 公共 点 ( 亦 妇 , ЕЕ НЯ р) 
相交 或 者 相 切 ) 的 情形 , 为 简单 起 见 , 我 们 当然 可 以 把 这 些 点 叫做 
мс. 

在 此 处 我 们 暂时 放弃 (1° 段 中 的 ) 一 些 条 件 , 依据 这 些 条 件 ， 
我 们 应 该 把 构成 上 的 各 条 封 阳 国 线 , 分 成 彼此 除了 端点 外 没有 任 
ВАЗЕ. 在 这 种 情形 下 , 我 个 把 分 区 全 纯 画 数理 解 为 这 样 
ПА: ЕЕН НИЕ С 分 制 平面 而 得 的 每 一 个 连通 部 分 内 都 是 全 
邦 的 (无 穷 远 点 可 能 例外 ) ,又 可 能 除了 点 c 外 ,可 以 从 左 侧 及 右 侧 
连续 拓展 到 也 的 每 一 点 上 ,而 在 点 附近 ,这 个 画 数 应 访 是 有 界 的 . 

在 齐 次 联 精 问题 的 提 法 中 ,我 们 现在 把 系数 С (1) 可 以 理解 为 
由 下 法 所 确定 的 画 数 : 在 Li 上 除了 点 Cc 处 外 , @(® 6.00), Я 
9,00) ЕЕЕ 大作 一 二 2, …, р) 上, 并 且 在 那里 是 适合 五 
条 件 的 画 数 ; 在 点 c 处 画 数 GQ) 一 般 是 没有 定义 的 .此 外 ,在 齐 
次 联结 问题 的 提 法 中 , 仅 要 求 在 上 除了 点 c 外 处 处 都 适合 条 件 
(84.1), 
о 在 下 区 Taxontl0]844.3 中 ,用 了 路 为 不 同 的 方法 得 出 了 形式 为 (35.19) 


的 公式 。 
. ® 与 W.Trjitzinsky[1] 作 一 比较 . 


其 中 


y(2) = (35.20) 
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在 这 些 条 件 下 ,本 节 正 文 所 推 得 的 全 部 车 论 都 仍然 是 有 效 的 . 
正 象 前 面 所 讲 过 的 那样 ,我 们 可 以 作出 典 旭 解闷 (2 . 它 处 处 不 取 
ОЕ ‘ЕК Х*( ХО (是 曲 各 荆 上 异 于 点 6 的 点 ) 亦 
ЯР; 但 是 在 点 6c 附近 , ИЖ Хо 适合 条 件 : (2) |> 
>0, 并 且 保 持 是 有 界 的 . 
注释 4 在 应 用 中 所 过 到 的 很 多 情形 下 , 典 则 解 可 以 很 简单 地 
作出 为 有 限 形式 . 
例如 , 设 工 是 一 条 简单 的 封 阴 力 禾 ,又 设 GQ) 是 二 的 有 理 两 
数 . 如 果 用 S+ 及 S™ 表 示 由 国 线 工分 割 平 面 而 得 的 区 域 ( 工 且 亦 
象 通常 那样 区 域 S* 是 在 工 的 左 侧 ) ,那么 显然 , 画 数 
9(2) 当 2ES+， 
1 ESN- 
适合 所 要 求 的 边界 条 件 ЕС) 00) 500). А 900) 在 5+ 内 
的 有 限 距 窗 内 没有 零点 和 极点 ,那么 , Хо(2) 显然 便 是 所 要 找 的 
典 则 解 ， 但 是 ,车 GC2) 在 8+ 内 有 零点 和 极点 ,那么 ,如 果 仿 | 


XO- 


我 们 便 得 出 所 要 找 的 典 则 解 Х (2), 其 中 В(2) 表示 有 理 丙 数 , 它 
的 零点 和 极点 , 正好 就 是 有 理 画 数 9 (2) 在 平面 的 S+ 部 分 在 有 限 
距离 内 的 需 点 和 极点 (井上 且 重 数 亦 是 相同 的 ) @. | 

ЕЮ за ар рд ЈА АКАЕВА, ИЕ. 
将 出 现在 其 中 的 积分 Г (2) 计算 出 来 就 可 以 了 , 而 且 在 现在 的 情 
形 下 ,这 个 积分 是 容易 表 成 有 限 形 式 的 . 

因为 答 定 在 工 上 的 每 一 个 连 种 丽 数 都 可 以 用 有 理 丽 数 以 任意 
精确 度 求 逼近 ， 因 此 ， 上 画 所 讲 过 的 车 果 可 以 用 来 找 回 题 的 近似 
д. 

Ф ЛЕЕ, РОБНЕ АК, р Г, 8+ 及 人 是 和 8 29, 1°. 段 中 表示 的 相同 
的 更 一 般 情 形 仍 然 不 变 , 转 别 对 于 本 节 3? 段 的 情形 亦 ВНЖ. 


Xz) -| 
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在 下 列 更 一 般 的 情形 下 ， 只 需要 联系 到 上 面 所 壕 方法 和 在 本 
节 4° 段 中 所 讲 过 的 方法 , 我 们 便 可 以 作出 典 则 解 来 : 工 是 由 一 些 
ЕН L, Ls, “*°*y Г, 所 构成 的 ， м 
а@®-@® 在 Lr 上 ,b=1, 2, ---, р, 
其 中 6.00) 是 有 理 画 数 . 


8 36， 相 联 的 齐 次 联 千 问 题 


我 们 把 对 应 于 边界 条 件 
Ф*(5) =9(0)Ф-(0), (0) = [ФТФ ЧЕГЬ (36.1) 
НОЕ ВЕН ИИА ЕВЕ, 
从 上 一 - 节 的 烙 果 直接 可 以 推 知 ; 如 果 x 是 这 两 个 问题 中 的 一 
个 的 指标 , 那么 , 另 一 个 问题 的 指标 是 к, ХХ) 是 一 个 问 
题 的 典 则 解 ,那么 , СО (2)]- 是 另 一 个 问题 的 典 则 解 . 
特别 ,根据 上 一 节 7° 段 中 所 讲 的 糙 果 ,我 们 断定 ,如 果 已 给 的 
齐 灵 问 题 的 指标 是 员 的 , 那 末 , 宅 的 相 联 齐 次 问题 恰好 有 一 x 个 
ДЕ ВЕНЕВ: 
1 2" 
Х(#)’ Хх’ ’Х@? 
其 中 Х (2) ЕВА ИХ. 


(36.2) 


$37， 非 齐 次 联结 问题 


12 我 们 把 下 述 边 值 间 题 叶 做 非 齐 次 联 智 问题 : 
要 求 根据 边界 条 件 : 


BI) =900)Ф-(0) +00) 在 二 上 ， (37.1) 
ЭЛЕНА. Р РАНЕН СВ 


ооо оо оо 1 0 0 0 0 0 0 ооо 


ВИА Ф(2), 此 处 а (#2) 和 90) 为 定义 在 工 上 属于 也 类 的 画 数 ， + 
влет Бли 000 #0 Сла таен). 


亦 象 在 刘欢 问题 的 情形 中 那样 ,我 们 把 画 数 GC) ВЕКЕ 
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офф е © 


еэ АА ЙУ — КОН Е, ЖИ. И. 
Привалов“? 研究 过 它 (Хао ЕНТ КН) Ф; 但 是 ， 他 没有 能 
怎样 完整 地 解决 这 个 问题 @. е Н Ф. Д. Гахов р 
出 了 问题 的 解 ;在 这 里 我 们 要 讲 到 这 个 解法 ( 作 了 一 些 推广 ) @ . 

应 该 指出 , ФЕ И. И. Привалов 和 Ф. Д. Гахов 之 前 , Т. Qar- 
lemani 在 一 种 特殊 情况 下 多 ,解决 了 类 似 于 这 里 所 研究 的 问题 ; 
Ф. Д. Гахов 解决 半 题 的 方法 ,在 实质 上 和 Т. Varleman 的 方法 是 
И. 
根据 前 面 几 节 所 讲 过 的 结果 ,立即 可 以 得 出 所 提出 问题 的 解 . 

亦 就 是 ,发 Х (2) д2 9000) = 0 В (37.1) 得 出 的 齐 次 则 题 
的 典 则 解 . 于 是 ,由 等 式 ХУ (0) = (Р) Х- (0) 可 以 知道 ， 

90-20. 
把 GQ 的 这 个 值 代入 (387.1) 中 ,我 们 得 出 
> _ BD) 000 
Ri) ХФ Хх" 


Ф (2 . 、 、 
ой 多 全 在 无 穷 运 处 有 有 限 阶 ， 因 此 ,利用 在 $31 中 所 讲 
过 的 项 果 ,我 们 便 得 出 
Ф(2) _ 1 | g(t)at 
Хх 2), Хх" +РО), 
其 中 Р(2) 为 任意 多 项 式 , 从 而 
Х (5) ДОХИ . 
и) +ХОР®. (87.2) 
Ф И. И. Привалов 所 研究 的 是 下 列 情 形 : 工 为 一 条 可 求 长 的 封 阴 团 禾 , 而 G() 
大 g(t) 是 Lebesgue Яка, ЕН. 0<т< |600) |<М, 此 处 т ХМ ЖЕ. 
对 Ф) 只 要 求 沿 着 任何 一 条 非 切 继 的 路 径 能 取得 边 香 . 
® И. П. Привалов 用 了 Ё. Picard ЖАРА Е; 我 们 所 指 的 
是 第 160 页 注 中 所 讲 到 的 第 一 种 方法 . 
Ф Ф. Д. Гахов 的 论文 中 , 仅 研究 了 工 由 一 条 封 阴 图 徐 所 构成 的 情形 ， 
Ф ”参看 第 四 章 ， 


Ф (2) = 
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这 亦 就 是 非 齐 次 联 灶 辕 题 的 一 般 解 . ВНЖ Х (2) 是 由 (37.1) 取 
9) =0 而 得 的 齐 次 十 题 的 典 则 解 ,我 们 将 把 它 叫 做 与 所 考虑 的 非 


лан. | 
2 АОН НОВ ЕЕК НЕБУ 
处 到 值 零 的 解 . 

我 们 来 关 明 这 种 解 存在 的 可 能 性 , 并 且 把 这 种 解 求 出 来 ， 注 
意 到 , ХО ЕН АТ 一 x， 我 们 看 出 , 当 x 之 0 
时 , 当 且 仅 当 了 (2) 为 次 数 不 起 过 * 一 1 的 多 项 式 (并 且 在 x=0 时 ， 
P(x) =0) НН, (97.2) Е 7695 ЕЛЬ. 

当 *<0 时 ,我 们 显然 应 喜 取 了 (2)=0, 此 外 ,还 要 求 在 展开 式 


1 | yDat 
925). +0) (05) 


1 | gDadt _ | tig (ра 十 
28%). ХР 25), Х*(В 


中 ,2 272, 5 的 系数 都 等 于 零 . 这 样 一 来 , 我 们 就 得 出 下 
ИЖ: 
如 果 x>>0， РОННИ. 了 在 无 穷 远 处 取 值 零 的 


оар ИТЕ +хОР,.@®, (87.8) 


其 中 Р, (2) 是 次 数 不 超 过 x 一 1 的 任意 多 项 式 [ 当 x=0 时 ， 
Р, 1(2) =01. | 
如 果 w<0, 那么 , 当 且 仅 当 适 合 条 件 : 


ооо 


| 00) sO, 0,1... nl 


х* О) , (37.4) 

КРЕАТИН — 
Х (2) Фа 

00) а ЕО. (81.5) 
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我 们 指出 , 4 к =0 时 , 一 定 有 而 且 只 有 一 个 在 无 穷 远 处 取 值 
НУ; М < 0 НУ, п ЯЕ 9 ОДЕН 25 ОЛЕНЯ, ЯВА ЕКА 
然 是 唯一 的 ; 当 x>0 时 , ЯНАО ( 亦 朗 ;一 般 解 包含 x 个 
任意 常数 ). 

8; 有 时 要 求 找 出 在 无 穷 远 处 仅 是 有 界 的 解 (从 而 在 全 平面 上 
亦 是 有 界 的 解 ) .在 这 种 情形 下 ,我 们 显然 有 下 烈 精 果 : М и>-1 
时 ,问题 的 一 般 有 界 解 由 公式 (37.3) 给 出 , 其 中 Pw_1(z) 应 改写 为 
Р, (2), ЕЕ Ч х= 一 1 时 , Р,(2) =0. Ш х<—1 $, 仅 当 条 件 
(37 .4) 适 合 ( 其 中 这 次 应 该 认为 £=0, 1, --., 一 x 一 2) В, НЯ 
界 解 存在 . 在 这 些 条 件 下 , 解 由 公式 (37.5) 给 出 . 当 x= 一 工时 ， 
问题 一 定 有 一 个 而 且 只 有 一 个 有 界 解 ， 

4° 如 果 琴 个 联 竺 问题 所 对 应 的 齐 次 半 题 在 $36 中 所 答 出 的 
定义 的 意义 下 是 相 联 的 ， 我 们 就 把 这 两 个 联 精 问题 叫做 是 相 联 的 
ПЕНИИ. 

如 果 把 已 给 问题 (37 .1) НЕЕ ИЕН Ла, А2, , Е 
(37.4) 可 以 表 成 形式 


| 00909-0, в-1, 2, ж, (87.6) 
其 中 夯 数 у (2) 是 画 数 Ч (2), = 1, 2, ..., Я 的 边 值 ,而 pr (2) Й 
В=1, 2, --., —и 则 构成 已 给 问题 的 相 联 齐 次 关 题 在 无 穷 远 处 取 
值 才 的 线性 无 关 解 的 完备 系 . 


这 个 结果 直接 可 以 从 公式 (37.4) 和 (36.2) 得 出 . 

注释 1 在 齐 次 以 及 非 齐 次 联结 问题 的 提 法 中 ,我 们 特别 区 分 
эса, 并 且 假 定 所 要 找 的 解 在 无 穷 远 点 有 奇异 性 , бр, 有 
极点 ， 从 前 面 明显 地 可 看 到 ,在 以 后 亦 会 证 实 的 ,从 一 系列 的 推导 
和 应 用 的 观点 来 看 , 这 种 假定 极为 方便 . 但 是 , ЖЕН, 我 们 标 
出 要 找 的 解 是 在 无 穷 远 点 处 , 还 是 在 不 位 在 上 的 任何 别 的 点 处 
有 极点 , 都 不 重要 ; 亦 可 以 让 所 要 找 的 解 不 在 一 点 处 , 而 在 几 个 点 
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处 有 极点 。 我 们 单 讲 在 无 穷 远 点 处 有 极点 , 是 由 于 在 大 多 数 应 用 
中 这 实际 上 更 为 方便 . 

注释 2 把 本 节 的 精 果 推广 到 构成 荆 的 圈 米 Г» 可 以 有 公共 点 
《有 限 个 ) 的 情形 并 没有 任何 困难 ,参照 $ 35 末尾 的 注释 З. 


588. 边界 曲线 为 直线 情形 的 联结 问题 


1° 在 整个 这 一 本 书 中 , 除了 少数 的 例外 , 我 们 不 单独 地 研究 
当 边 漠 曲 禾 延伸 至 无 穷 远 处 的 情形 ， 因 为 利用 简单 的 分 式 条 性 变 
换 ,可 以 把 这 个 情形 归结 为 有 限 边 界 曲 匀 的 情形 .当然 ,此 时 应 该 
要 求 原来 的 边界 曲线 ,在 上 映射 以 后 ,适合 我 们 在 求解 这 种 或 那 种 问 
是 时 用 到 的 条 件 . 

2% 在 这 里 我 们 考虑 边界 曲 续 为 无 穷 长 直 化 忆 的 情形 ,作为 最 
简单 的 但 实际 .上 是 重要 的 例子 ;为 了 简单 起 见 ,我 们 将 假定 也 是 实 
轴 ， 我 们 用 4 Бо рек ЕН И КЕ. 

这 种 博 形 下 的 联结 问题 ,我 们 将 彼 述 如 下 : 

要 求 根 据 边 界 条 件 


DTD =9(0)Ф-(0) +0900) 1р Б, (88.1) 
РЕВИИ ЕЯ 02), Ф(: ) 在 全 下面 


ооо ооа оо оо оо о ооо 
oe st ee 0 фо 0 0 9 so 9 9 
ооо 


НЫЕ ке. 
我 们 把 整数 


- 51 Пы GOW] (88.9) 
налита 数 9 (0) 的 指标 ， 其 中 bn 9 (0) 125 应 


”比照 上 一 节 末尾 的 注释 1, 在 这 里 我 们 不 能 取 z 二 oo 当 作 这 样 的 点 , 这 是 因 
为 在 我 们 这 个 情形 下 , 点 4= ce 位 在 边界 曲 黎 上 ， 
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理解 为 ln G(t) 当 点 t РНЕ Р ЈА Р 一 co 变动 到 4 一 二 co 时 
的 增 量 ， 我 们 提醒 一 下 ,依据 对 G(s) 所 加 的 条 件 ,我 们 有 
G(+00) —G(—o0) #0. 

35 为 了 把 所 言论 的 问题 归结 为 有 限 边 界 曲 线 的 情形 ， 例 如 ， 
我 们 可 以 应 用 在 $ 19, 3° 段 中 合 灰 指出 的 下 列 分 式 各 性 变换 : 
2 十 5 一 -二 条， ЕВ, 2= — не (38.3) 
提醒 一 下 ,利用 这 个 映射 ,可 以 把 z АТ АСЕ ВА С 不 面 
上 的 中 心 在 点 《一 一 所 处 ,又 和 实 轴 相 切 于 原点 的 加 周 荆 ， 当 点 t 
沿 着 正方 向 描 榆 * ДЕ НОСЕ р, С 平面 上 由 等 式 
Е 
14-6 
所 确定 的 和 它 对 应 的 点 т, НАТЕ УО ВНА НЕА) Г: 把 这 个 方 
向 取 作 工 的 正方 向 时 ,由 工 所 包 图 的 贺 域 保持 在 С 的 左 侧 ， 我 们 
用 8+ 表示 这 个 图 域 ,而 用 3- 表示 3* 外 部 的 在 面部 分 . 

保 角 映 射 (38.3) 把 区 域 + 及 5- 分别 映射 成 区 域 3+ 5; 
同时 点 ?一 co 对 应 于 点 《一 一 如 而 点 《一 co 则 对 应 于 点 z= 一 

为 了 不 使 公式 的 裘 面 形式 复杂 化 ， 我 们 简单 地 用 ФСС) 表示 
西数 


了 十 4 一 一 (88.3a) 


60 -0( Et); 


ЗНС 9 以 及 以 后 遇 到 的 其 他 画 数 , 亦 作 同样 的 处 理 . 
利用 这 些 记 号 ,边界 条 件 (38.1) 可 以 写成 
Ф+ (т) = 9 (7) Ф-(т) +5(7) ЖЁЕ. (38.4) 
最 简单 是 取 点 《二 co 所 对 应 的 点 00 一 一 当 作 点 2 ао, 而 画 
ЖФ (2) 可 以 在 点 4 一 ao 处 有 极点 ;这 显然 并 不 破坏 一 般 性 ， 
ХР ФС) 这 样 选 定 的 边 值 问题 ,正好 和 上 一 节 中 所 研究 过 的 联 
Ф ”特别 是 ,对 于 无 穷 远 点 的 邻 城 内 的 瑟 条 件 。 
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精 问题 的 特殊 情形 是 重合 的 , 亦 部 , ЗЕРНА — АИ МЫ 
封闭 围 线 (在 现在 的 情形 下 , 它 是 圆周 ) 的 特殊 情形 是 重合 的 ， 因 
此 ,我 们 可 以 直接 利用 已 释 导 出 的 那些 公式 . 

依据 公式 (35.6 А) 及 (35.5) , (35.2 А) ,可 以 计算 出 典 则 夯 数 
ХО [精确 到 差 一 个 任意 的 (不 为 雳 的 ) 常数 因子 ]， 苹 即 , 如 果 在 
АЗК (85.2 A) 中 取 图 周 荆 的 中 心 ( 亦 即 , а= 一气) Еа, 
我 们 就 有 


ег 当 《EGZ+， 
ХО = ти ве, (38.5) 
其 中 
го 1 | Іа бо (т) дт 900) (2-2) Go) (88.6) 
212%) т 27° 2 у у 


齐 次 问题 ( 亦 即 , 取 у (т) = 0 而 得 出 的 问题 ) 的 在 无 穷 远 处 有 有 限 
阶 的 一 般 解 ,可 由 公式 
ФО = PE) (38.7) 
Жен, 其 中 РО) 是 任意 多 项 式 为 了 对 下 面 的 公式 作 某 些 简化 ， 
适当 地 假定 这 个 多 项 式 是 按照 C+ 的 智 而 展开 的 , 亦 即 ,把 它 下 
成 形式 
РО =AotAi(L+5) 十 … 十 4， (5+5). (38.8) 
ЗЕЕ АЕ за — ЕЕН НН ТЗ Д 
н 0887): 


о | ОРО). (88.9) 


这 样 一 来 , АРША ЭБЕТ, и РН Ф (0) 
以 后 , 再 依据 公式 (38.3) 变 回 到 原来 的 变量 z, 我 们 就 可 以 求 得 
Ф(2). 

如 我 们 现在 来 就 明 处 处 都 是 有 界 的 解 的 存在 性 网 题 ,这 一 类 
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解 在 某 些 应 用 中 会 遇 到 . 

依据 公式 (38.9) НХ (Г) 的 形式 , АВР 
(参照 837, 3° №): 

当 x 之 一 1 时 , 总 存在 处 处 都 是 有 界 的 解 ; 它们 由 公式 (38.9) 
ЖК пех В, РОС) 应 该 理解 为 形式 为 (38.8) 的 任意 
多 项 式 , 当 x= 一 1 时 ,认为 P(L) =0. 在 后 一 种 情形 下 ,问题 有 一 
个 且 只 有 一 个 有 界 的 解 . 

当 x< 一 1 时 , 仅 当 适合 条 件 


$ \\* gr)dr _ 加 НИ 
(+5) Же =0, #0, 1, =, —u—2 (88.10) 


时 , 才 存 在 有 界 的 解 ; 当 适合 这 些 条 件 时 ,问题 有 唯一 的 有 界 的 解 ， 
并 且 这 个 解 可 由 公式 (38.9) 取 Р) =0 而 给 出 . 

和 在 $ 37 中 得 出 的 条 件 完 全 类 似 地 可 以 得 出 条 件 (88.10); 
只 是 在 这 一 欢 我 们 应 芒 核 5 十 玉 的 降 震 ,而 不 是 按 的 降 等 把 公 
式 (38.9) 中 的 积分 展开 .当然 , 正 象 在 $ 37, 3° 段 中 那样 ,可 以 写 
出 和 条 件 (88.10) 等 价 的 条 件 , 但 是 ,从 已 知 的 角度 来 看 ,在 现在 的 
情形 下 ,这 不 其 方便 . 

5° 我 们 现在 不 利用 辅助 变量 《 把 已 得 到 的 解 表 出 ; 虽然 , 从 
实用 的 观点 求 看 ， 有 时 适宜 于 利用 解 的 在 上 面 已 得 出 的 形式 ， 但 
是 ,这 种 表示 法 仍 有 一 定 的 音义 . | 

我 们 现在 把 公式 (19.16) № (19.17) 写成 
| 1 | gdr _ 1 | 2+6 pdt 


219 Jr тб 272% jpDti 十 2 1—2 
_ 1 [ 204 
其 中 
1 ФИА. 


此 处 ,和 前 面 类 似 地 ,我 们 把 (унав (9. 如 果 应 用 由 公 
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式 (19.16) 及 (19.17) 改 写 而 得 的 公式 (38.11) 及 (88.11a), ИЯ 
容易 地 回复 到 变量 >。 
我 们 现在 把 公式 (38.5) 及 (38.6) 变 成 变量 * 的 公式 ， 我 们 有 
сее рса 
容易 看 出 ， 我 们 可 以 在 公式 (88.5), (88.6) 中 把 表示 式 & 十 分 及 


2+5 ЯК 


(0) 5 206) 
ВЫ, 而 糙 果 并 不 变 , 这 是 因为 经 过 这 种 变换 以 后 , С ОО) 仅 
增加 一 个 异 于 雳 的 常数 因子 ， 
因此 ,利用 公式 (88.11) , 并 在 荆 (2) ИРИ ВОВ, 
дкбр Х (2) 也 仅 改 变 常数 因子 ,我 们 即 得 出 


ег® 当 2EGS+， 
х= Те 38.12 
(2) | (2) ег 当 #% ES-， ( ) 


其 中 


ге, 904, 600 = Су (0). (88.18) 


2, НАЗ (88.11), А55 (88.9) 就 给 出 在 点 ?= 一 处 可 
能 有 极点 的 一 般 解 的 表示 式 : 


_х@) Фа 
00 =. |, ха 


и 5 | о Х са +Х (е) Ө (2), (38.14) 


其 中 Q(z) 是 关于 26 的 任意 多 项 式 ; 


— 22%... 2—$\" 
9 бе: + +0, (2—5), — (88.15) 


2 十 2 
.其 中 Co 01,，…, С, 都 表示 任意 常数 ， 
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当然 ,由 于 常数 Ce 的 任意 性 ,公式 (38.14) 右 端的 第 二 项 可 以 
删 去 , 但 是 , 为 了 叙述 有 关 处 处 是 有 办 的 解 的 存在 性 的 车 果 , 保留 
它 较 为 方便 . 

65 最 后 ,对 于 处 处 都 保持 有 界 的 解 ,在 4° Вен ЯН ЙО. 
有 果 , 可 以 叙述 如 下 : 

当 x 之 一 1 时 , 总 存在 处 处 都 是 有 界 的 解 ; 如 果 事 先 狗 定好 当 
«= —18} 0 (=) =0, 则 这 种 解 可 由 公式 (38.14) 和 给 出 ,其 中 当 zx 一 mw 
В}, 9 (2) 为 形式 为 (38.15) 的 表示 式 , 而 Со, C1,…, С, 是 任意 
的 .我 们 指出 , 当 х220 时 , (88.14) 右 端 第 二 项 显然 可 以 删 去 . 

当 x<< 一 上 时 , 仅 当 适合 由 (38.10) 导出 的 条 件 : 


1—7 у 9004 一 一 see -一 和 一 
[= ХФ а" 0, 8 一 0，1，…， 一 % 一 2 


(38.16) 
时 , 才 存 在 处 处 都 是 有 界 的 解 ; 当 适合 这 些 条 件 时 ，( 唯 一 ) 解 由 公 
式 (38.14) 取 Q() =0 НН. 
注释 所 提出 的 半 题 的 解 ， 可 以 不 利用 辅助 变量 而 直接 得 
н, Ф. Д. Гахов[10] , $ 14.7 就 全 经 这 样 做 过 ， 有 界 解 的 存在 性 
条 件 具 有 了 上 略 有 不 同 的 形式 ,但 是 ,容易 验证 , 它们 和 条 件 (38.16) 是 
等 价 的 . 
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ДЕД, ВИРАЖИ 
题 的 解法 , 并 把 它 当 作 前 面 所 得 出 的 结果 的 直接 应 用 ， 在 本 书 以 
后 各 部 分 中 , 仅 在 求解 某 些 个 别 的 实际 问题 时 @ ,我 们 才 用 到 这 里 
所 叙述 的 结果 , 因此 , 为 了 掌握 本 书 的 基本 内 容 , 我 们 并 不 一 定 要 
ВЕ. = 

Ф 4} 68,569, 5 94, 8 95 中 用 到 它 . — ВЕ 
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$89. 将 输 定 在 图 域 或 中 平面 上 的 解析 画 数 
拓展 到 全 平面 上 的 问题 


在 我 们 所 研究 的 联 精 问题 中 ,未 知 画 数 Ф(2) 是 全 平面 上 的 分 
区 全 纯 画 数 ， 而 在 边界 条 件 中 则 出 现 了 这 个 画 数 从 边界 的 两 倒 而 
取得 的 边 值 . 

但 是 ,在 很 多 重要 间 题 中 ,我 们 要 研究 的 是 在 下 面 的 一 个 部 分 
内 为 全 炖 的 未 知 画 数 ， 并 且 在 边界 条 件 中 不 仅 出 现 了 未 知 画 数 本 
身 的 边 值 ,而 且 还 出 现 了 它 的 复 值 共 起 画 数 的 边 值 . 

用 把 未 知 的 全 大 夯 数 扩充 成 在 全 平面 上 (除了 边界 外 ) 有 定义 
的 分 区 从 烙 画 数 的 方法 ， 通 常 可 以 有 成 效 地 把 后 一 类 型 的 边 值 问 
题 归 烙 为 前 一 类 型 的 边 值 问题 . 

可 以 用 无 穷 多 种 方法 ,把 一 个 在 已 知 区 域内 是 全 和 缚 的 、 双 可 以 
回炉 到 边界 上 的 画 数 ， 扩 充 成 一 个 在 全 平面 上 有 定义 的 分 区 全 入 
夯 数 (例如 , 在 画 数 原先 没有 定义 的 那 一 下 面部 分 内 , 可 以 规定 它 
的 值 都 等 于 需 ) 但是, 我们 现在 所 要 讲 到 的 几 种 把 夯 数 扩充 或 者 
拓展 到 全 平面 上 去 的 方法 都 是 非常 有 用 的 @， 这 些 方法 是 涉及 到 
ЕЛЕНА ПРИ ВИТУ. 

Г але Р ти ЕВ. 

_ Я 5+ еж Е СТАВ) 2787 у>0(у<0), 而 DD 是 它 的 边界 
(28р, Ов 轴 ) ;我 们 将 用 58- жк (БА) 25. 

假定 5(z) ДЕН 5+ 内 点 z 的 画 数 ， 与 画 数 Ф(2) 
一 起 ,用 下 列 关 系 式 确定 在 S- МНО Ф, (2) : 

Ф, (2) =Ф(2); (39.1) 
这 样 一 来 ,根据 定义 ,在 对 于 Oz 轴 是 共 地 的 点 上 ( 亦 序 ,点 z 一 z 十 记 ， 
5 一 2 一 幼 ， 它 们 之 中 的 每 一 个 点 是 另 一 个 点 对 于 0z 的 针 反 射 ) ,本 


Ф 在 著者 的 书 [9] 中 ,还 讲 到 了 对 某 些 具体 问题 适用 的 别 的 扩充 方法 ; 在 本 书 中 
以 及 在 著者 的 书 [ 刁 中 ,还 可 以 找到 将 画 数 拓展 到 全 平面 上 去 的 方法 之 一 有 柔 列 应 用 ， 
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ЖФ Ы Ф, (2) 取 复 的 共 元 值 ， 我 们 还 可 以 把 公式 (39.1) 写 成 
Ф, (2) =Ф(2), (39.2) 
АЯ Е а Ф (2) 理解 为 由 下 列 公 式 所 确定 的 画 数 : . 
$) =Ф(2); (39.3) 
换 句 话 属 ,如 果 Ф (2) =и(х, у) + (в, y) ,那么 ,由 定义 可 知 ， 
Ф(2) =и(, —ч)—(х, —у). (89 .3а) 
容易 看 出 , а Ф (2) 在 咎 平面 8+ 内 是 全 纯 的 或 者 是 牢 
纯 的 , 那么 , Ф, (2) =Ф(2) ФЕТ 8- 内 将 是 全 炖 的 或 者 是 后 粮 
的 @ НЗ ЖЗ (39.1) $,(2 及 (2) 是 对 称 的 , 亦 郎 ， 
Ф(2) =Ф, (2), [,(2)1,=Ф(2). (39.4) | 
НЕ ‚ди Ф(2) ЭНЕН 


Ф (2) __ 02% + ал” 1 ат 
Бо" Ву2%71 4... 4-Б, 2 


那么 ,把 Ф(2) ИЖ ВЕ ОРАЛ ЗЕ Я, ФН РИФ Н 
Ф, (2) =Ф(). 
现在 假定 , 当 z 从 5+ 内 趋 于 1 时 , 画 数 $(2z) 取 得 确定 的 边 值 
Ф (0), Ж 1 2: От НИ КЕП, 1 是 实数 于是, Bx (ФЕ 
ЖЕ, ЕН. 


Ф (0) =5-(® = 0), (39.5) 
这 是 由 于 , 当 ? 从 S- 内 趋 于 上 时 , 2 А 6+ 内 趋 于 ,并 由 此 可 知 ， 
GB,(2) =Ф(2) аР (0). 
为 了 简单 起 见 ,我 们 假定 , 夯 数 Ф(2) 在 б* МЕНЕ, ЗЕН. 
я реже О 上 ,无穷 远 点 可 能 例外 . | 
Ф Я, мня 0 (2) 在 某 一 个 区 域 ct ле, ЮЖ Ф(2) 在 
Но ПВ, АК 0 是 区 域 ct 对 于 Ох НУЖЕН. 这 可 从 下 进 推 出 , 如 
ВЕ и (2, у) обо, у) 适合 Cauehy-Riemann 条 件 : 


ди дә ди __ д 
0% әу? Әу әх? 


那么 , 当 把 %w(%， Y) ,V7, у) ЯЗ (2, у), (т, 一切 时 ,这 些 条 件 仍然 是 适合 
的 。 
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我 们 用 Q(z) Яро АОС Е 8: 


Ds) 268+ 
lao Cy (39.6) 
а ач, 2+0) =9-(. (89.7) 


ж Кра Ф* (0) яп Ф) аа Ф-(0 
和 Ф- (0) 180 (ЕАН) ЕВА а 8+ (0) жп 0 (0) 
边界 条 件 . 

我 们 再 指出 上 述 拓 展 画 数 $(2) 的 方法 的 一 个 重要 性 质 :如 果 
Ф+ в р Ow ЧЕ РЕЯ, 那么 ， ВЕ Ф, (2) На 


е ео о ооо а о о 


д Schwartz 的 ое Ея 这 个 њин $ 10 中 证 明 
过 的 命题 推出 , 这 是 由 于 在 现在 的 情形 下 , 依据 公式 (39.5) , 在 上 
ВИНЕ НЕВЕ Е Ф; (0) = Ф (В. 
Б АНКОР ЕЛЕНЫ, Е № ВЯ ЖЕ ту р лу 
Я. 假设 罗 (z) НИНЕ D (Ос м) МОК, 那 
2., 我 们 可 以 用 罗 ,(z) 表 出 由 下 法 确定 〈 对 所 有 不 位 在 D. 上 的 点 
2) 的 另 一 个 分 区 全 祁 丙 数 : 
У, (2) = (2) =9(); 
多 (2) 一 加 :2) =, (2). 
特别 是 , НАЗ, (39.6) 所 确定 的 分 区 全 纯 画 数 2(2) ， 显 然 具 有 性 
Я: 
9, (2) =0(2); (39.8) 
РРА А 0 (2), ОНОК, ЕЖА. 
容易 看 出 ,类 似 于 (39.5) ,有 
‚ 9: Ф-Ф+®, 7:0 =). (89. 5a) 
最 后 , 指出 下 列 重 要 公式 假设 分 区 全 和 纯 夯 数 可 以 由 一 个 
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Oauchy 型 积分 来 表示 : 
到 人 一 下 | 20 (рз, (39.9) 


1—2 


АЪТ 295 082 06 СамеБу 主 值 .(§ 19) 的 意义 
求 理解 的 . 
我 们 要 找 出 多 , (2) 的 表示 式 . 依据 定义 ,我 们 有 


4. = 到 加 
但 是 ， 
~ 1 (Ра 
0 =, 5 ) 
因此 有 
т. -Р(--5Е | 2040. (39.10) 


а 
ЗЕЯ ЕЛ 8 表示 区 域 |z| (ЖА || >10), 而 用 5 
表示 区 域 |z| >1 (或 者 ,对 应 地 |z| <1), 又 设 工 是 这 些 区 域 的 公 
共 边 界 , 亦 即 ,圆周 |z| = 
2 Ф(2) ЕЛЕ 9+ МИ. 完全 类 似 于 中 平面 情形 的 
做 法 , 我们 比照 这 个 画 数 确定 出 定义 在 S- 内 的 一 个 画 数 Ф, (2), 
ЕЕ 点 理解 为 对 于 圆周 工 的 共 地 点 , Вр 


Аі 2 和 十 三 ， 与 此 相应 ,我 们 定 出 画 数 8B,(z) 如 下 : 
Ф.(2) -2(1), (39.11) 
或 者 ,如 果 引 用 上 面 引进 的 记号 : 
Ф(2) =Ф(2) И 
Ф, (2) 亦 可 以 定义 为 
5.(2) (2). : (39.12) 
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关系 式 (39.11) 是 对 称 的 , 亦 郎 ,由 它 可 以 推出 : 
_Ф0-6.(Г), №.01.-Ф0. (89.18) 
ЗВ Ф (2) 6+ МЕН ЛЕНИ, 那么 , ВИК 


Ф, (2) ФЕ Б МВ РАНА. .特别 是 ,如 果 


т т—1 
Go = 9 +02 +. ат 
9 авав 


那么 ， 
未 / 1 Co 和 "ат... На 
ф =Фф — о 1 т 
(2) (=) Бор бла... ^^ 
再 者 ,如果 
十 co 
Ф(2) =У]ар ДЕ? р, 
那么 ， 


Ф,(2) =] гк 在 8- 内 . 
容易 看 出 , 如 果 Ф(2) 在 := 0(z=co ) 处 有 大 阶 极点 (零点 )， 
那 未 , B,(z) 在 z 一 oo(2 一 0) 处 也 有 同样 阶 数 的 极点 ( 雳 点 ). 
现在 假定 , зс 5? 内 趋 于 二 上 的 了 时 ， ФО) 取 确 定 的 边 
а Ф (0). ЖА, ФЕ ( 必然 存在 , 且 
Ф: (0) -$ (2), (89.14) 


这 是 因为 , 当 * А 8- ЫТ Еу, 2 从 8* 内 也 趋 于 如 因此 
20 -2(2)- (5) 
趋 于 Ф). 


为 了 简单 起 见 ,， 我 们 现在 假定 画 团 @G(z) 在 8 内 是 全 纯 的 
(无 穷 远 点 可 能 例外 ) ‚Е Н.В Ри ГЕ. 
和 前 面 类 似 地 ,我 们 用 О (2) ЗА НИ: 
@(2) -| 200 ав", 


(89.15) 
Ф,(2) 242686, 
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那么 ,显然 ,也 正 象 1* ВЕНЕ, | 
0-()=0"(0), OQ) = 0). (39.16) 
再 者 , 亦 象 在 定 平 面 的 情形 那样 ， т B+ (7) ен Г 


也 象 在 工 ВЕРЕ, 23 Г ,0 可 以 对 任意 的 分 区 全 和 纯 夯 数 
罗 (z) 来 应 用 ,如 果 假 设 


wz 四- 人 的 
那么 ,显然 ,也 有 
г0-*(Т)-т.(). 
前 面 引 进 的 分 区 全 纯 夯 数 (2) 具有 以 下 的 性 质 : 
О, (2) =0(2). (39.8а) 
容易 看 出 ,类似 于 (39.14) 
WGH) = 0+0), 9:0 = 0-0). (39 .14a) 
最 后 ,我 们 假定 多 (2) 可 以 由 Cauchy 型 积分 表 出 : 
ш = | 20% (тыр |е] ==4)， (89.17) 


т 《一 


那 未 ， 
1 1 Фф (at 
ры 15 
2 
(Ш Пас 
то -9(0)- |208, 
2 
注意 到 在 图 周 工 上 我 们 有 
і=6®, ее =, &=-—% ==, 


那么 沟 过 简单 变换 以 后 ,我 们 得 出 
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от [Фа 1 (= д 
У.) 22], {—2 + ФФ т. (39.18) 


$ 40. Riemann-Hilbert 问题 


1 我 们 来 研究 解析 画 数 论 中 一 类 重要 的 边 值 问题 ,并 把 它 作 
为 前 面 所 得 出 的 精 果 的 应 用 ,这 类 问题 是 Riemann 所 提出 的 一 类 
很 一 般 的 问题 的 一 个 特例 @ Hilbert 首先 研究 了 我 们 所 感 兴趣 
的 问题 @ ,因此 ,我 们 把 它 叶 做 Riemann-Hilbert 问题 

这 个 问题 的 提 法 如 下 ， 假 定 5+ 是 由 -条 简单 的 光滑 封闭 园 
线 世 所 团 成 的 有 界 或 者 无 限 区 域 . 要求 根 据 边界 条 件 


Бө(а+-%6 ) Ф+==аи*– Брес ГЕ, (40.1) 
来 找 一 个 在 6+ руде, ЯНА ИТЛЕ Г БМ 


Ф(2) 一 ww 十 多, Ж а, 5 及 c 都 是 给 定 在 二 上 的 实 ЕАН. 


最 初 ， Hilbert 旬 是 是 把 这 个 问题 归 智 为 一 个 在 后 面 ( 44 中) 要 
讲 到 的 类 型 的 奇异 积分 方程 ， 他 的 目的 是 想 答 出 这 类 方程 的 一 个 
实际 应 用 . 以 后 他 发 现 候 , 他 所 研究 的 固 题 可 以 极 简 单 地 轨 糙 为 
依次 求解 两 个 Dirichlet НФ. ХЕИ. Н. Векуа 的 论文 [8 ] 中 ， 
可 以 找到 用 这 种 方法 对 问题 所 进行 的 完整 的 研究 .而 在 这 里 我 们 
可 以 利用 上 一 节 中 所 指出 过 的 方法 , 先 把 在 5+ 内 是 全 纯 的 未 知 西 
УРОКИ, РАНЕ Е ЕН КН 
的 解 来 给 出 这 个 问题 的 解 @. 我 们 把 刚才 所 提 到 的 方法 应 用 到 总 * 


Ф 这 一 类 问题 是 根据 画 数 实 部 和 虚 部 的 边 值 之 间 已 输出 的 关 采 式 ， 来 找 一 个 在 

其 个 区 域内 为 解析 的 西数 。 这 类 问题 是 由 В. Riemann 在 他 出 色 的 学 位 论文 [1] 
(1851 年 ) 中 提出 的 ，。 

І ® р. Hilbert [1], [21. 

® DD. Hilbert [1]. 

@® Hilbert [2], 

© Ех, Е. Noether0 正好 把 这 个 解 用 于 相反 的 日 的 ; 研究 上 面 提 到 的 一 类 
奇异 积分 方程 。 

® А #1] #4 (1922 年 ) 。 下 面 所 引用 的 解法 首先 
发 表 在 本 书 的 第 一 版 中 
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是 定 平 面 或 者 是 圆 域 的 情形 。 而 利用 保 角 映射 可 以 把 一 般 情 形 
( 单 速 通 区 域 ) 归 灶 为 这 两 种 情形 中 的 任何 一 种 ， 因 此 , 我 们 从 解 
决 贺 域 上 的 问题 大手. 
2 在 开始 讨论 之 前 ,我 们 先 作 一 个 重要 的 注释 . 识 
Ф, (2) = блл, Ф,(2) =и Е, +, Ф,(2) = 
都 是 齐 次 问题 
wir—b0vt 一 0 在 上 (40.2) 
的 任意 特 解 ， 那么 , 显然 , 它们 的 每 一 个 实 常数 系数 02, Ca，…， 
Cu НН: 
Ф(2) = С.Ф, (2) КОФ, (2) + + Оке) (40.3) 
亦 仍然 是 它 的 解 . 
因此 , 在 以 下 几 节 中 (到 $48 为 目 ) ， 我 们 把 效 性 租 合理 解 为 


…, Be(z) 的 任何 实 系数 的 线性 组 合 〈 系 数 不 全 为 雳 ) 都 不 恒 等 于 
堆 , 我 们 就 说 这 些 汞 数 是 嫉 性 无 关 的 . 


541. 85% Еау Riemann-Hilbert 问题 的 求解 


发 S+ 是 图 域 |z | 二 1, 而 工 是 它 的 图 周 |z| =1. Riemann- 
Hilpert 围 题 的 边界 条 件 (40.1) 显然 可 以 写成 : 
2Ве(а«-+46)$+ (1) = (а+16)$+ (0) + (0—4) 6 (0) 
= (在 万 上 )， (41.1) 
Ж а=0(0), 6=5(0 Жс=е(@ вл Г ден. вн 5 
连续 画 数 .此 外 ，, 我 们 还 假定 这 些 范 数 都 适合 Н 条 件 , 并 且 在 工 


上 处 处 都 有 
а2+ 52 + 0, 
将 S+ 上 的 未 知 画 数 $B(z) Ви Ф,(2) 进行 拓展 , 正如 在 
$ 39 中 那样 ,规定 画 数 $,(z) 为 
2.0 -Ф(1 


) 在 8- 内 ， 
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并 且 用 多 (z) 表示 一 个 分 区 全 炖 画 数 , 它 在 5" 内 等 于 (zx) ,在 S~ 
内 则 等 于 Ф, (2) [仍然 用 下 (人 ]@ ， 用 这 样 的 方法 所 定义 的 画 数 
Ф(:) 具有 以 下 的 性 质 [参看 (39.8a)] : 


2,0) -$(1)-Ф( 当 |z| 1, (41.2) 
此 外 , 它 在 无 穷 远 处 显然 是 有 界 的 . 
利用 这 个 表示 法 ,依据 公式 (89.16), д.р 
成 : 
(2+0) Ф+ (0) + (а—565)6-@ =20, (41.8) 
或 者 写成 | 
G+) = GD D-H +900), (41.4) 
其 中 
90-0705 Фа. (41.5) 


这 样 一 来, 我们 就 把 它 归 智 为 在 前 面 儿 节 (88 34~87) 中 所 研 
完 过 的 联 梧 固 题 ,我 们 现在 需要 找 出 这 个 问题 在 无 穷 远 处 是 有 界 
т. №ФС) ВЕН С. З) МЕЖ ЛЬ КИЕВ. 
АУ СИВИЛ А (41.1) 的 解 , 这 是 由 于 它 可 能 不 适合 
补充 条 件 (41.2) .但 是 ,依据 更 (9) 总 可 以 找 出 原始 问题 (41.1D) 的 解 
来 .实际 上 ,在 (和 .3) 中 两 端的 各 项 均 取 复 的 共 章 值 ,从 (39.14a) 
可 以 看 出 ,如 果 (2) 适合 条 件 ( 科 .3), 则 B,(z) 应 适合 条 件 : 

(а—85)Ф; (р + (2-46) Ф (0) =20, 

укр, Ф, (2) ЭБА БЕ Та]— ВОВЕ НА (41.3) 的 解 , 并 且 由 此 可 知 ， 
显然 适合 条 件 (所 .2) 的 画 数 


00) = 2190), 00] (41.6) 


亦 应 该 是 原始 问题 (条 .1) 的 解 。 反之 ,显然 ,原始 问题 的 每 -个 解 


Ф 10539 Еж 0(0) 表示 这 个 函数 。 
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都 可 以 用 这 样 的 方法 得 出 包 . ЖАРЕ НН ЕВЕ ДА — #5 
解 ,因此 ,我 们 就 能 够 找 出 Riemann-Hilbert 问题 的 所 有 解 . 
ТН, 我 们 更 仔 络 地 来 研究 当 с=0 时 
Н (41.1) 而 得 出 的 齐 次 Riemann~Hilbert 问题 . 
我 们 用 “表示 画 数 GCt) 的 指标 , 亦 朗 ， 


— _ 2—40 
ee |а 290], 


(41.7) 


ме | 


这 个 公式 显然 可 以 改写 成 : 
= (@—665) = ат (а—15)]ь. (41.8) 


这 样 一 来 ,我 们 看 出 ,x 是 偶数 ( 正 的 , АВ) @ ФИМ х 
ших Riemann-Hilbert в 题 对 应 的 指 标 . 

вхо 是 联 灶 问题 (入 .4 所 对 应 的 典 则 画 数 ， 这 个 加 数 可 
ИРАН: 


Х (2) = Сег® 当 12|<1, 


` (41.9) 
Х (2) =О2-%ег9 |1, 
НО РАНИС Я ,而 
г = н |, а таа -去 | 二 сеш › (01.10) 


Ф 事实 上 ,原始 问题 的 每 一 个 解 B(z) 8 БУКИ ЛОС А, 08 
是 联 疾 问题 (入 .3) 的 解 ,并 且 有 


Ф) 一 名 (г) = ФФ, (2)]. 


四 “在 间断 有 系数 的 情形 (我们 将 在 第 四 章 § 93 中 来 讨论 ) , 公式 (44 .8) 不 一 定 成 
ЗЕНА к 亦 可 能 是 奇数 、 : 
图 АНХ Х (0) 是 齐 次 联结 间 题 
Ф) =60)@-0) 
的 典 则 解 。 这 个 解 由 $35, 29 Рена (35.2А), (35.5), (85.6А) а; 我 们 现在 
选 原点 作为 记 作 4 的 点 ， 
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其 中 


O() =arg| — —* А (41.11) 


Г ЕМС. (ЕЖЕ (39.18) ,我 们 有 
г.9-5-| Ө _ аг) ба, (41.12) 


1 0—2 


其 中 


трей To= Ц 
а т 元 | 9(048 (t=0%) (41.18) 


是 实 常 数 ， 由 这 些 公 式 得 出 
Хх, (2) = бег) — Пе ®еГ® 当 |= >|, 
Х, (2) = бег 当 |2| <1, 
亦 即 ,对 于 不 位 在 也 上 的 所 有 >”， 均 有 
Хх, (2) = б ок (2). 


А 
С=67®, (41.14) 
那 末 ,我 们 就 得 出 具有 下 述 性 质 : 
Х,(2) =2*Х (2) (41.15) 
А А Х (2). 


现在 我 们 分 成 两 种 可 能 的 情形 : 20 Бис 2. Щх>0 НЕ, 

由 (41.3) Ж (1) =0 而 得 出 的 齐 次 联结 问题 , 具有 在 无 穷 远 处 是 
有 界 的 非 需 解 ,并 且 所 有 这 些 解 均 由 以 下 的 公式 答 出 : 

Ф(2) =Р(2)Х(2), (41.16) 


其 中 
P(z) 一 O02* 十 Oi 十 … 十 OO; (41.17) 


是 次 数 不 超 过 x* 的 任意 多 项 式 . 9 ГА (41.16) 亦 是 原来 的 齐 欢 
Riemann-Hilbert 半 题 的 解 ,必需 而 且 只 需 使 5, (2) = Ф(2) БВ, 


ех, ()Р, (0) = ХО) РО ,或 者 注意 到 了,(z) 一 了 ( 工 ) 及 va) 
=“ Х (2) › 就 要 求 
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г2(2) 二 Oo 十 O12 十 … 十 Cy2* 


和 = 062 О: 1--...+-О,=Р(®), (41.18) 
АВР, _ 
OF = Cyr, £=0, 1, 2, И. (41 .18а) 
”这 梯 一 来 ,如 果 我 们 设 


Op= А, +ВЬ, б =0, 1, "”, 59 


其 中 Дь, В, 此 为 实数 ( 且 By 一 0) ,那么 ,有 
Съ= А-В, а, = 5+1, ..., 


合 起 来 我 们 总 共有 (x 十 1) 个 实 的 任意 常数 ， 把 这 些 常数 按照 
任意 的 次 序 记 作 Ро, Ра, <, Dw, ЗАВ РАЗН РОЖЕ 98: 当 
x 之 0 时 , 齐 次 Riemann-Hilberi 问题 的 一 般 解 为 

Ф(2) = DoBo(2) +0.$, (2) +...+0,Ф,(2), (41.19) 
其 中 Do, D1, …, D 都 是 实 的 任意 常数 ， пт Фо(2), Ф,(2), --*, 
Ф, (人 都 是 同一 个 问题 的 楼 性 无 关 的 特 解 (此 处 线性 无 关 性 是 按照 
上 节 (2° 段 ) 中 所 指出 的 意义 来 理解 的 ) . 

ша —2 时 ,对 应 于 (入.8) 的 齐 次 联 精 问题 没有 在 无 穷 远 处 
是 有 界 的 非 零 解 ; 因此 , 我 们 所 考虑 的 齐 砍 Riemann-Hilbert [#] 
ПИКУ. 

于 是 ,对 于 齐 次 Riemann-Hilbert 问题 ,我 们 有 下 述 的 结果 : 

2 х>0 时 ， 齐 次 Riemann-Hilbert 问题 正好 有 x 十 1 ТЖ 


ооо 


о Берн —1--...--О,), 
其 中 б» Сз, +, ©, 都 是 任意 常数， СЫ 条 件 (41.18а) 


ооо ооо 
ооо 
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当 xs 一 2 时 ， 齐 次 Riemann-Hilbert 问题 没有 非 零 解 


现在 转 到 非 齐 次 问题 (41.1) .为 了 要 找 出 它 的 一 般 解 ， 只 需 
ВЕНЕ РМТ, ЗЕНОН ГРАН" 
一 个 特 解 青 加 上 齐 次 问题 的 一 般 解 而 得 出 ， 但 是 , 为 了 要 找 出 非 
齐 次 Riemann-Hilbert РАНЕНЫЙ, 只 需 找 出 联 烙 问题 (41.3) 
的 在 无 穷 远 处 是 有 界 的 任 一 个 特 解 就 能 了 , 这 是 因为 Riemann- 
Hilbert 问题 的 特 解 可 以 由 这 个 特 解 根据 公式 (41.6) 而 得 出 ， 另 
一 方面 ,我 们 知道 ,如 果 原 来 的 Riemann-Hilbert 问题 有 解 ,那么 ， 
与 之 对 应 的 联 业 问题 亦 有 在 无 穷 远 处 是 有 界 的 解 ， 因此 , 为 了 襄 
明 非 齐 次 辕 题 的 可 解 性 问题 , 我 们 可 以 直 搂 引用 在 $ 37 中 所 讲 到 
的 精 果 . | 

ЈАТ ВАТТ АН ИН: 

当 XZD0 时 ， 非 齐 次 Riemanmn-Hiibert + 问题 总 是 有 解 的 ; 一 般 
ежа ИЕР 27 


оо оф 
ооо 6 0 6 4 8 0 5 8 oO 0 SS bo eo +. 
ооо 


НЕА 《87 .4) ， 只 不 过 在 此 处 天 应 取 值 
0, 1, ---, —и—2(3 37, 3 В). М, 这 些 条 件 具 有 形式 


феи 
| На 0 


或 者 
{, йе (ра _0 
[а(0) +2(0)]Х+(0) ’ 


我 们 要 把 这 些 条 件 加 以 改变 . 依据 (入 .10) 


T+ (to) => 9%) +, өй | 


Виа, е0, 10е, 在 进行 简单 的 变换 以 后 ,有 
Зе ("оон 89 да 
г) 0+ |, вдов 0+4) 9049, 


=0, 1, .…, —x—2., (41.20) 
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由 此 , 注意 到 由 于 (41.13), 最 后 一 项 应 等 于 - 季 ， 又 着 注意 到 , 当 
|2| <18}, Х (2) -е Того 及 


ві) фон а () — 0 (6) 
а (6) 十 20 (Ф) и 


则 我 们 得 出 
+ ЩаЕй,/_ @(%) —% (fo) C7 =. ed)etg 27а 
Хх +6 / alto) Fh) © • 
代 和 天 (入 .20) 之 中 ,我 们 得 出 | 
| О b=1, 2, 5, --#-1, (41.21) 
За, 
0(8) = 1 ef 9ооен (41.02) 


~ а (8) 5) 
而 分 别 用 (8), 6(8), с(8) 6009) ж 0(0), 200), с) АӨ). 
这 些 条 件 与 下 面 写成 实 形式 的 (一 x 一 1) 个 条 件 是 等 价 的 : 


| 009) (9) соз Б @8—0, &=0, 1, .-, 51, 
(41.23) 
2 
[тобоо (9) ві в 40—0, 0-1, 2, 1. 
о 


如 果 原 来 的 非 齐 次 Riemann-Hilbert 问题 是 可 解 的 ,那么 我 
РГР ТЕРЬ ЕЖЕ. 

如 果 “和 一 2 又 车 适 合 条件 ( 入 .20) , 那 末 , 联结 问题 (41.3) 
有 唯一 解 (2), 依据 公式 (37.5) ,再 注意 到 (和 拓 .5) ,我 们 得 出 


х0 2) at 
Ф) = 2 |, (а4-%) х +0) (1-2) ° (41.24) 


由 于 解 的 唯一 性 ， Ее Ф (2) А3922: ЭНА (41.1) 的 解 了 ; 
因此 : 
当 xs <—2 时 ,如 末 适 合 合 保证 解 存 在 的 充分 和 必要 条 件 (41.21) 


оо ооо оо ооо о о о о о +» 


Ф Е: атан А 01.20) , 则 Bx (2) =Ф (2). 这 亦 是 容易 直接 加 以 验 
证 的 [参看 后 面 推导 出 的 07, (2) 的 表示 式 ] . 
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当 0 公式 


-х0 @ 
PO ее 0 


入 出 了 问题 (条 .3) 的 一 个 竺 ;根据 公式 (41 ,人 
Ф) = 2140) (91, (=) 
我 们 就 得 出 原来 间 题 (入 .的 一 个 特 解 (2 
我 们 来 计算 多, (人) 。 利 用 公式 (89.18) ‚ЗЕЕ 
Х,(2) == (2), XT) =F7( = (2), 
再 车 根据 ХО 的 定义 我 们 有 
(а-5)Х-(@Ф=-(а-+%)хХ+(®, 


就 容易 得 出 
V2) = Z.GO|- = О (2—2) 
О 
-zx 人 | TD 2) 


_ 1 | {са } 
пФ г (в) ХЕ 
将 这 个 表示 式 @ 代 和 天 (жж) 中 , НН М хо 
Riemann-Hilbert Я (41.1) ИЗ А: 


Х (2) | cat 
25% (Js (0+6) Rt(t) (0—2) 


Ф (2) = 


и хс аі 
+2 |, (OT) ХУ Ga } 
_ (2) сі 
2 和 (а) ХЕ" 
Ф ЙЕ, 正如 所 预料 的 那样 , gs (0) АЕ в) 的 因 式 和 
(2) 的 表示 式 中 筷 () МВ Е (а НИЯ, 


(41.25) 
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在 x=0 的 情形 下 ,这 个 公式 可 以 稍 许 化 篇 为 


Х (2) cat 
Ф® = 24 |, (2+6) Х+(0) (2—2) 


_ (0) Ё 
21% }, с) х= №. (41.26) 


Я: ВА Ево Dirichlet 问题 ”作为 最 简单 的 例 我 们 娃 论 
图 域 + (|е <1) 上 的 Diriehlet 问题 , 亦 郎 ,根据 边界 条 件 
и=7(® ГК, (41.27) 
来 找 一 个 在 8+ 内 是 调和 的 并 有 昌 在 6+4 Г ЕН АЈ 
题 ,其 中 f(t) 是 定义 在 工 上 的 实 的 连 炽 画 数 了. 
АЕ Riemann-Hilbert 问题 在 (41.8) 中 取 о=1, 2-0, 
с= (0) 时 的 一 种 特殊 情形 . 
在 这 种 情形 下 ,对 应 的 齐 次 联 精 问题 8 是 
D+) --Ф-(® =0; (41.28) 
这 个 问题 的 典 则 解 显然 是 


А 当 |z|<1， 
—А 当 |z|>1, 
其 中 4 为 任意 常数 . 指标 x 二 0. 为 了 适合 条 件 (44.15) „Кр, 
我 们 的 情形 下 , Х,(2) =Х (2), БАНИ 4 一 就 够 了 ,因此 ， 

$ м |2|<1, 
—8 24 || >1. 
与 此 相应 , 齐 次 Riemanmn-Hilbert р-у КФ НК 为 
实 的 任意 常数 .这 样 一 求 ,在 公式 (入 .26) 的 右 端 再 加 上 济 次 问题 
的 一 般 解 Ki 我 们 便 得 出 非 齐 次 问题 的 一 般 解 : 

Ф 为 了 直接 应 用 上 面 所 述 ,还 应 假定 / (t) 适合 Н ДИНДЕ, АВАВ, ВНЕС 

不 满足 这 个 条 件 时 ,最 后 的 烙 果 还 是 对 的 。 


© 也 就 是 在 ( 氏 .3) 中 , 取 c=0 而 得 的 问题 : 
(а+#Ф)Ф+ (0) + (а—#)Ф- (0) ~=0, 


хө 


хо -| 
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$2) = 去 | д 27), 7 的 人 二 证 


г #—2 


Е К. (41.29) 


我 们 得 到 了 著名 的 Schwartz 


8 入， 和 平面 上 的 Riemann-Hilbert 问题 


正 象 在 $ 38 中 处 理 联结 问题 那样 ， 例 如 , 可 以 利用 变换 
2 十 4= — 仆 十 力 寺 直接 把 这 个 问题 归 烙 为 前 面 的 问题 . 

由 于 所 研究 的 问题 比较 重要 ， 和 $ 38 中 的 做 法 类 伺 地 , 我 们 
来 推导 它 的 解 由 变量 z 让 接 表 出 的 公式 . 

正 象 在 $ 38 中 那样 , 用 8+ 与 8- 分 别 表 示 上 千 和 下 牢 平面 ， 
而 刀 则 表示 实 轴 . 

在 此 处 边界 条 件 (40.1) 当然 可 以 写成 形式 : 

(ag+id) ®+ (2) + (а —5Ь)Ф+ 0) =2 ФЕР Е. (49.1) 

НЕВИЛ, АПЕЙ Ф (0) =-v 十 各 在 8+ 内 处 处 都 是 有 界 
ВУ, ЕНН РЕ (包括 无 穷 远 点 在 内 ) ， 我 个 
还 假定 , 答 定 在 边界 D 上 的 实 丽 数 & 一 4 (0), 2-00) 及 c=e 全 都 
ЖАН Е ( 包 揪 无穷 远 点 在 内 ) НО ( 亦 包括 无 穷 远 点 
在 内 ). 

现在 假定 , 当 *ES- 时 , Ф(2) –Ф(2), 8+ Р) Ж Я 
GB(z) 就 可 以 拓展 成 一 个 分 区 全 纯 画 数 ， 从而, 在 全 平面 上 除了 也 
上 的 点 外 处 处 都 有 


Ф (2) =Ф(2); (42.2). 
正如 在 上 一 节 中 那样 ,边界 条 件 采 取 形 式 
(@4-15)Ф+(®) + (а) Ф- (0) =26. (42.3) 


ДЕВА Ка А АУ ВЫЫ: 
Ф900) =90%- (0) +00 Фр Ы, (42.4) 
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其 中 


а®=- 202, = о И 


0, НЕ ЕСУАС (8 38), 这 个 问题 的 指标 x 由 
下 述 公式 给 出 : 

1 а —%6 
за а + 


(42.5) 


и = 


Т ~ Ы [arg (а —0)1+ 
1 [arg (2+6) 1%, (42.6) 


这 个 公式 说 明了 ,x 是 偶数 . 
为 了 求解 这 个 问题 ,我 们 要 引用 在 8 38, 4°, 5° рр 
到 过 的 一 些 精 果 . 
与 公式 (38.18) 相 应 ,我 们 合 


Golt) = (25) во = -(8) 2—10 (49.7) 


1—07 2+1? 
Һ 6,004 1( ө) 
го 1800-5 0, 429 
其 中 | 
9) =arg {~ 1) а (42.9) 
是 实 丙 数 . . 
由 公式 (38.12) , 典 基 画 数 Хх (2) 可 以 表 成 形式 : 
р Te 当 zER8+， 
(ние ares _ 8220) 
因为 , 画 数 Г (2) 显然 具有 人 性质 
T(z)=T (2), 
ИА: ЗЕ НИИ Хх (2) 具有 性 质 : 
х (27 2 хо. (42.11) 
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当 x 之 0 В, Е (42.3) н, ЛУР е=0 的 情形 之 齐 次 联结 
丙 题 ,有 并 于 雳 的 有 界 解 ， 所 有 这 些 解 均 由 下 面 的 公式 给 出 : 


Е 


(42.12) 


其 中 Co, 01, …, С, УМЕЛИ ЖЕ 

НЕХ (42.1) 中 对 应 于 c=0 的 情形 的 
齐 次 Riemann-Hilbert 问题 的 解 ,必需 而 且 只 需 使 得 (2) 一 $(2)， 
但 是 ,根据 公式 (42.11) ,这 相当 于 条 件 

ОСь=О,ь, Е=0, 1, --. (42.13) 

这 样 一 来 (参照 上 一 节 ) , М x 宇 0 时 ， Ел Riemann-Hilpert 
问题 正好 有 и--1 ^ ЖЕ ЗЭС (ТЕ $ 40, 2° 段 的 意义 下 ) 解 ， 

当 x<0 (Ёр, 4 х<—2) М, УИ. 

当 x 之 0 В}, РАЗА: НЕА — АЖ ЯЪНЕ 
解 (参看 $38, 6° р): 


_х@® g (Wadt 
Ф(0) = 524 |, ХҮ) 人 二 本 


-2 c(t)at 
г |, Га) ЗЬ) ХС) (6—2) (42.14) 


в 
1+1; 
再 把 形式 为 (42.12) ВЖЕ СЕР ЖЖ Cx 适合 条 件 (42. 19) 加 到 


前 一 个 表示 式 上 ,我 们 便 得 出 它 的 一 般 解 . 
4 х<0(к< — 2) 时 , 仅 当 适合 条 件 [ 公 式 (38.16)]: 


#9 " gt) ds == 一 ... — х — 
= (#9) +0) 一 0， 8 一 0 1, +, -х_2 


| (i) е) =0 
Dtto) (+0) а +0 (0) 1 (0) (42.15) 
b=0, 1, .…, —x—2 
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时 , 非 齐 次 Riemann-Hilbert 问题 于 有 解 . 
当 适 合 这 些 条 件 时 , 解 是 唯一 的 且 由 下 述 公 式 答 出 : 


-XX% (Dat 
20 =- | ООО 2) 


_Х@) | c(t) dt 
no о GFR 1а) FT 
条 件 (42.15) 可 以 改换 成 其 他 实 形式 的 条 件 . ль, 把 值 
ХУ (0) ео 代入 等 式 (42.15) 的 左 端 ， 多 过 简单 计算 后 , 我 们 得 
出 


(42.16) 


|, et2r2wis Q (De A =0, b=0, 1, =, —n—2, 


其 中 
00 = 


. - = ГА оС 42.17) 
а-я ` 
д-= ате (24-2) = –ато(#— 0), 
因而 #+0= МЕР 69, 而 80) е (42.9) бал ЭК. 
这 样 一 来 , 当 x 二 0 ( 亦 即 , < —2) 时 ，Riemann-Hilbert [8] 
题解 的 存在 条 件 可 以 表 成 下 列 实 的 形式 : 
| oaeg соз 248 4-0, b=0, 1, ,一 各 一 | 
(42.18) 
| 00 sin 24940, #1, 2, 4, 5—1. 


我 们 特别 指出 x 二 0 ВЖЕ ЛЮ ЕСН ТЕКЕ 
加 是 的 特 角 


Ф 在 本 书 第 一 版 中 , 仅 研究 了 后 一 种 情形 ， 在 这 里 第 一 次 发 表 了 一 般 情形 的 公 
式 . 

在 Д. Гахов 的 书 [10] 的 $46 (1), 亦 推导 了 此 处 所 研究 的 问题 ( 亦 包括 
间断 系数 的 情形 在 内 ) 的 一 般 解 。 但 是 , 遗憾 的 是 , 不 能 认为 这 个 解 是 正确 的 。 首先， 
如 果 不 适合 条 件 9(ce) =B(- оо), 一 般 讲求 , 公式 (46.5) 中 的 积分 在 主 值 意义 下 亦 
可 能 是 发 散 的 ;事实 上 ,只 要 在 点 1 二 0 处 引进 In 000) 的 适当 的 间断 性 , 便 能 实现 这 一 
点 ,其 次 , 甚至 在 适合 后 一 条 件 时 ,对 %> 0 的 情形 ,一 般 讲 来 ,公式 (46.7) 中 的 积分 可 
能 是 发 散 的 。 在 所 引证 之 处 井 汽 有 研究 (有 界 的 ) 解 的 存在 性 间 题 ， 


ГА 
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п тень ЕН 
亦 是 Riemann-Hilbert 问题 的 特 解 . 事实 上 , 当 x=0 时 ,我 们 有 
Х (2) = Х (2), ни 
ХЕ = Х-(0 = Х-(0), 
х Х (2) 的 定义 
(аА) ХУ (0) = (а 06) Х-(0), 


Ф,(0) Ф089). | 

эо ЕЯОКОр ОХ (2) (0 是 任意 实 常数 ) 加 到 这 
个 特 解 上 , 我 们 便 得 出 Riemann-Hilbert 问题 的 一 般 解 . 这 样 一 
来 , 当 w=0 В, БЕН РАБА НВ: 


9 (0а 
(9 20, а хр) 00096-19) 


其 中 0 为 实 的 任意 党 数 . 我 们 提醒 一 下 ,在 这 种 情形 下 ， 


ЭТА —0 
总 四 一 e 赤 | 于 ed) =arg {- а. (42.20) 


在 咎 丰 面 8+ 上 的 Diriohlet 问题 的 特殊 情形 下 ,我 们 有 4 一 1， 
b=0, e=f(t), KH = 6 (28+), ХФ = 4 ( 当 zES-)， 
ЗЕЛЕНАЯ АЯ: ЕН 

$ -- 0 Es, 


I54 )р 到 一 2 


我 们 得 出 


КК 为 实 的 任意 常数 . 
$48. 将 一 般 情形 归 千 为 圆 域 上 的 情形 
1° 我 们 现在 回 到 由 一 条 简单 的 封 阴 园 米 虐 所 图 成 的 (有 界 或 
无 限 的 ) 区 域 бт 的 一 般 情 形 . 
我 们 将 假定 , ВНЕ Г, КБЕ, 而 且 亦 适合 Ляпунов 条 
件 了 (7, 注释 2). 
Ф ”我 们 指出 ,这 个 限制 可 以 大 大 创 纪 ,而 且 并 不 致 影响 到 基本 的 烙 果 ， 
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В 2=0(0), 5=х(2) 是 实现 2 平面 上 的 区 域 5+ 与 《平面 
上 的 圆 域 15 < 工 之 加 保 角 映射 的 画 数 (其 中 一 个 是 另 一 个 的 道 变 
换 ) ;我 们 用 у 3751810 |6 =1， 由 保 角 映射 的 理论 可 以 知道 , 在 
所 作 的 假定 下 , 不 仅 画 数 (6) 与 x(2), 而 且 它 们 的 导 和 部 数 оо (0) 
与 xX (0), 都 可 以 分 别 连 秆 拓展 到 与 上 ;如 果 用 o 与 s 表示 图 
ЖУ БВ Г ЕЖУ, 那么， ЕЛЕНА ЗАВ ВСС 及 


4: Ф 
Чо ‘ 


因此 , 显然 , Но, НГ 上 点 寺 的 任意 画 数 , ГЕ 
适合 卫 条 件 , 又 车 用 边界 7Y 上 对 应 的 点 7 来 表示 这 同一 个 画 数 ， 
亦 即 ,由 (7) -9(® (7), 那么 ,由 (7) 在 У ЕЕ Н ЖЕ Д 
有 同样 的 指数 ); 如 果 交 换 ГБ у 所 处 的 地 位 , 那么, 也 有 同样 的 
Ж. 

因此 ,如 果 要 求解 区 域 S+ 上 对 应 于 边界 条 件 : 

Re(g+i0) Bt=avt—bvt=e 在 LL 上 (48.1) 

的 Riemann-Hilbert 8, 3 а= 0 (0), 02-000) А е=с() Е 
Іаан 条 件 的 已 知 画 数 , 那么 , 利用 把 区 域 S+ 变 成 图 域 
О 的 保 角 映射 ， 我们 便 可 导出 区 域 [| <1 上 的 同样 的 半 题 ; 
后 一 个 问题 的 边界 条 件 可 由 同一 个 公式 (48.1) 3, 只 要 把 4, Б 
№. с 分 别 理解 为 圆周 у Едт 9 8 0 абат )), (0(т)) Ж 
с(о(т)), 

разне, ЗАРЯ РЕВЕ ЕО Е ВТА На БЕА, ЖЕН Е 
述 形式 的 区 域 的 情形 .根据 公式 《一 x(z) 变 回 到 变量 >, 我 们 就 可 
从 图 域 | < 情形 所 对 应 的 公式 ,得 出 区 域 入 上 问题 的 解 和 可 
解 性 条 件 的 公式 . | 

特别 是 , 显然 ,指标 ж 可 以 直接 由 答 定 的 画 数 a(t) Я БФ), № 


Ф ”这 里 所 指 的 关于 w(t) 与 х (2) ВОЗ ВНЕ НТ О. D. 及 ellogg 中 
的 ,此 外 ,他 还 证 明了 0 (0) 与 X' (2) 都 适合 互 条 件 。 亦 可 参看 S. Warschawski[1]， 
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过 象 图 域 情形 那样 的 公式 : 


(в), =з ае), 48.2 
或 者 公式 


к= Па) 1, = Гага), _ (43.3) 


来 确定 . 

1 З Ф(2) 5 Кіотапп-НіПбөгь ВЯ (43.1) 的 任 一 个 
解 。 则 容易 看 出 , ЛЕН Ё 及 画 数 46(t) ,8() 及 c(t) 所 作 的 
假定 下 , 09 Ф* (р) 是 适合 Н 条 件 的 . 事实 上 , АЕ (Р), 
5(t) 及 ce( 都 适合 Н Е, ЖА, На ЕЮ Riemann~Hilbert [1] 
题 的 任 一 个 解 的 边 值 亦 都 适合 Н 条 件 ;如 上 面 所 述 ,在 y 上 上 (或 者 
在 工 上 ) 适合 互 条 件 的 夯 数 , 释 过 保 角 映射 变 成 在 工 上 (或 者 在 
у .上 ) 适 合 Н РЕКИ. 

注释 2 如 果 所 考虑 的 (音速 通 的 ) 区 域 的 边界 工 延 伸 至 无 穹 
远 处 ,那么 , 精 果 和 前 面 考 没 有 什么 本 质 的 区 别 ; 在 此 处 , 当然 , 也 
可 以 利用 保 角 映射 把 它 归 和 结 为 圆 域 上 的 情形 . 

在 上 一 节 中 所 考虑 过 的 情形 , 是 当 工 延 伸 至 无 因 远 处 的 情形 
最 简单 的 实例 . | 

2 前面 所 讲 到 的 Riemann-Hilbert 问题 的 解法 是 建立 在 应 
用 保 角 映射 把 已 给 区 域 映射 到 圆 域 (或 者 竺 平面 ) 的 基础 上 的 ， 因 
此 ,在 此 处 要 求 已 答 区 域 是 单 连通 的 是 非常 重要 的 (与 联 精 问题 正 
相反 ). ЛЕД.А. Квеселава [2], И. Н. Векуа [11], 理光 昌 [1], Б. 
В. Боярский [2], Ф. Д. Гахов № 9. Г. Хасабов [1] 等 的 工作 中 ， 
研究 了 多 过 通 区 域 上 的 Riemann-Hilbert 问题 . 

3° Н. П. Векуа/ 6? 把 前 面 所 讲 到 的 Riemann-Hilbert 问题 
的 解法 推广 到 了 者 于 个 未 知 画 数 的 情形 ， 而 Б. В. Хведелидзе(18 
把 这 个 方法 推广 到 了 未 知 画 数 仅 要 求 能 用 Qauchy 型 积分 表 出 的 
情形 ， 
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ЖЕ И. Н. Векуа 5035 Ниче] ЕЕ , 在 很 广泛 

НОЕ РА НТ Riemann-Hilbert 问题 的 求解 和 研究 . 在 这 一 专 

著 中 以 及 在 这 位 著者 以 前 的 论文 [11] 中 , 所 讲 到 的 都 是 以 普通 解 

析 夯 数 为 特例 的 广义 解析 画 数 的 Riemann-Hilbert 问题 . 在 那里 
还 考虑 了 Riemann-Hilbert 问题 提 法 的 适 定性 ， 


ПІ. ЖЖ Е 
ЕЖЕ 


8$ 人， 奇异 积分 算 子 与 有 异 积 分 方程 


在 整个 这 一 部 分 中 , 正 象 在 整个 这 一 章 中 那样 ,我 们 把 工 理解 
为 由 有 限 条 没有 公共 点 的 光滑 的 封闭 转炉 ,Lo,…, Ls 所 构成 
вон. | 
ЕВ ВРЕДЕН НИ СА. 
有 Oauchy 型 核 的 ) 奇异 积分 算 子 : 


е о о @ © е 


Колы | К ен 00, (аал) 


其 中 1 与 如 是 荆 上 的 点 , 而 4(to), К, 0) 都 是 给 定 在 上 上 属 
忆 是 奇异 积分 算 子 的 记号 .我 们 一 般 用 粗 体 字母 表示 奇异 积 
分 算 子 . 
有 时 为 了 方便 起 见 , 把 会 式 ( 和 4.1) 表 成 


Ky=A(i) p(t) + te! 二 | (да 


+ [| в, дра, (44.2) 
其 中 


в) = КО, к), 0, 0) = КОК. 


(44.3) 
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我 们 把 由 公式 
Кель) о) + | 90. даа) 


所 确定 的 算 子 及 ", ИНН К Ен е 4 的 及 BO 是 


做 特征 部 分 的 系数 ， 我 们 把 夯 数 总 革 9 ЦИЕ. Е 的 核 


在 今后 我 们 常常 还 假定 : 画 数 . 
SD)=A4)+BG, DG)=A40)—B0) (44.5) 
在 人 上 处 处 都 不 取 值 之 . 
后 面 要 关 明 这 个 条 件 的 意义 中 ; 我 们 把 适合 这 个 条 件 的 算 子 
叫做 正则 型 的 算 子 . 
还 应 指出 ， 根 据 记 发 的 条 件 容 易 看 出 ， 利 用 器 5 及 6 Н 
Ф, 
b(to, 9) т, 0< 和 = 常数 <1， (44.6) 
其 中 加 (to, 0 在 石上 是 属于 Н 类 的 . 
我 们 把 形式 为 


Kp=A(t) ра) К 00) (алт) 


的 方程 叫做 (具有 Cauchy РЯ 其 中 区 是 适合 
上 述 条 件 的 奇异 积分 算 子 , 7 (0 是 已 知 画 数 ; 我 们 把 宅 叶 做 方程 
的 自由 项 或 者 方程 的 右 端 ,而 p(t) ЕЖИК. ЕК 
划 型 的 情 交 下 ,我 们 便 说 方程 (44.7) 是 正则 型 的 方程 

在 整个 这 一 章 中 ,我 们 将 假定 自由 项 f(?) 是 适合 五条 件 的 ， 
同时 我 们 也 只 要 求 找 适合 这 个 条 件 的 解 ФВ. | 

根据 (44.2) ,方程 (44.7) 还 可 以 写成 


Кре А (0) ф(ь) 十 一 一 2 一 во |. о 


+ |) 60, Орау). 84.8) 


Ф вж реник В азаи; ежу Т (Батша 
及 Differentia) 。 
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我 们 把 方程 
Krp=Alo) p(t) +В | РО уа) (4.9) 


mi Jr 1 一 加 

叫做 方程 (44.7) 所 对 应 的 特征 方程 ,而 丽 数 4(io) Я В (№) 则 称 做 
特征 方程 的 系数 ， 

形式 为 (44.7) 的 奇异 积分 方程 理论 差不多 是 紧 接 着 Fredholm 
方程 理论 的 发 生 便 开始 研究 了 的 . Н. РоіпсатёФ 5 р. Hilbert@ 
ЧЕ ЕН. 他 们 从 完全 不 同 的 问题 出 发 , 而 后 来 都 得 
出 了 这 种 方程 : Hilbert 是 在 研究 解析 而 数论 中 某 些 边 值 问题 而 
得 出 了 这 种 方程 的 ,而 Poincaré 划 是 从 研究 海潮 学 的 一 般 理论 而 
得 出 了 这 种 方程 的 . | 

在 他 们 以 后 ,由 于 很 多 著者 的 工作 (在 后 面 适当 的 地 方 我 们 再 
提 到 他 个 ) , 才 使 得 这 个 理 芥 向 前 大 大 地 推进 了 . 

注释 1 有 时 为 了 方便 起 见 , 我 们 用 稍 有 不 同 的 形式 


Ер=А (1) ф (0) +1 Веда 


к(а, DpH) (ало) 


ЗЕЕ Н ЈИ (44.8) тя, НН ВФ 表示 如 


Е, к к 
Ё (0, 2) 一 (to, 1 (2, 2) А 


注释 8 容易 证 明 , ЕЕ Г, Г, 5, 1, 是 光滑 的 , 又 彼 

此 是 不 相交 的 @ ,那么 БЛИН Г ЕН Га, Га, …, Д. 的 
形状 和 位 置 霸 无 原则 性 的 登 义 @ . 

Ф Н. Ротеатё[1]. 

© D.Hilbert[1], [2]. 

图 ”其实 ,后 一 个 条 件 是 容易 取消 的 ， 

@” 从 应 用 的 观点 来 看 就 有 不 同 。 在 应 用 中 ,积分 曲 稳 工 通常 和 所 研究 的 阅 题 有 ， 
着 密切 的 联系 , 而 且 方程 及 9 一 /中 所 出 现 的 每 一 个 元 素 通 常 都 是 有 一 定 的 简单 的 几 
何 意义 的 ,因而 ,可 以 用 它 来 简化 列 题 的 研究 而 当 从 工业 到 另外 的 积分 曲 入 时 ,常常 
会 失去 这 种 优越 性 。 


(44.11) 
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Е Т8, ФИРТ НЕ 
ЕВИНИ, ПОбЕНЕНУКАНЯСИУВНИ 8 8 До, Да, 5, Д, ЕН 
成 的 ， 用 7+ 表示 4 上 的 点 (以 及 它 的 附 标 ) ,并 且 在 工 与 АЯ 
定 一 个 相互 单 值 的 连 古 对 应 关系 : 
=). (44.12) 

这 一 定 是 可 以 做 到 的 , 而 且 还 可 以 使 得 而 数 Y( 中 一 些 - 在 4 
上 是 违 秆 的 , 井 且 处 处 都 不 取 值 零 @ , 除 此 而 外 ,我 们 还 假定 #(7) 
БЕН АЕ. 例如 ,只 要 工 与 4 是 Ляпунов В, бе у ЕАР 
az) 适合 互 条 件 @@， 但 是 , 工 与 A 之 间 的 这 种 对 应 关系 , 当 荆 
和 是 简单 的 光滑 曲 禾 时 , 也 是 可 以 实现 的 ; 最 简单 明显 的 例子 
是 构成 荆 与 Д ВОВЕ Да, 与 di 在 下面 上 只 是 彼此 则 的 位 置 不 同 
或 者 是 彼此 相似 的 情形 . 

在 方程 (44.7) 中 用 7 代替 吉 ЗИМЕ 


А(т) ф Cro)+ г | K (vo, т) (т) бт ps), (44.18) 


了 一 To 


此 处 已 引用 了 记号 
А(т) =AGED), р(т) р), =) 
К (по, дети Ко, а). (44.14) 

依据 在 $7 中 所 讲 过 的 精 果 , 容易 验证 ，K*(vo, т) 在 4 上 是 
适合 及 条 件 的 (参照 §13, 注释 5 

这 样 一 来 ,我 们 便 得 出 了 和 原来 方程 同样 类 型 的 ,但 积分 路 径 
已 是 4 的 奇异 积分 方程 . 

注释 3 当然 方程 (4 和 .7) 还 可 以 素 成 实 变 量 的 形式 .这 可 以 
用 不同 的 方法 来 实现 ;我 们 指出 其 中 好 简单 的 一 种 . 

Ф 例如 ,只 要 能 使 在 Lx 与 Ль 上 相互 对 应 的 点 的 驱 坐 标 彼此 成 比例 ， 便 能 保证 


实现 这 此 要 求 。 
© 为 此 只 要 建立 象 前 一 脚注 中 所 规定 的 那 种 对 应 关系 就 够 了 、 
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为 了 简单 起 见 , 我 们 假定 工 适合 Ляпунов 条 件 , 又 假 定 工 只 
是 由 一 条 封 半 图 米 构 成 。 不 失 一 般 性 , 我 们 可 以 假定 这 条 封闭 园 
ЖК 2л, 与 此 相应 , 工 的 参数 表示 式 可 以 取 为 形式 
w=w2(s), у=у(з), O<s<2r, 
其 中 8 是 怠 坐标 ;根据 假定 , w'(s), у’) 适合 吾 条 件 ,又 
Z(2o) =2(0), у(2п)=у(0), 
2 (2л—0) =а (+0), 4 (252—0) =у' (+0), 


另外 ,容易 看 出 (参看 $7) ,比值 А 
мы, за 
应 起 在 二 上 适合 如 条 件 @。 
注意 到 
_@ lio, Йе (0)ds wto, фе е в 
1—10 ей? — Eiso К хь рег 


ok， 名 | 8—8 _ ] 
一 с & 8, (44.15) 


ЕРЪКА. (44.7), 再 进行 一 些 简单 变换 (类 似 于 由 (44.7) 得 出 
(44.8) 所 用 过 的 变换 ) 以 后 ,我 们 得 到 方程 


абара) + | "ош We)ds 


р Из, 8) (в) з= yg (80), (44.16) 


Е а (в), 0 (8), 9(s) 都 是 以 2z 为 周期 霸 且 适合 如 条 件 的 已 知 
画 数 ,而 (о, з) 是 可 以 表 成 形式 为 


Ls, в) = (во, в) otg 207 


ctg 


О<А<1 (44.17) 


Ф ”如果 我 们 简单 地 用 s 一 so К еі еї, 那么 , 当 s 一 3, 50->0 时 , Н 
$0 


于 т. 将 是 无 界 的 ， 正 因为 如 此 我 们 才 选 了 表示 式 co 一 em 这 个 表示 式 以 2 为 周 
ЗЯ, Н Ч з= 50-20 (为 整数 ) 考取 值 零 。 
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的 已 知 画 数 , НЬ 1" (80, $) 对 变量 зо 与 з р 27 为 周期 的 画 数 ， 
并 且 它 适合 五 条 件 . 用 由 (s) 表示 由 ИЖС. 

反之 , 显然 ,每 一 个 形式 为 (和 4.16) 的 方程 都 可 以 化 成 形式 为 
(А.Т) ВВ, влтриедзалиана т, Ве 
的 光滑 性 条 件 . 

如 果 葵 定 了 形式 为 (44.16) 的 方程 , 那么 , ВИАН ЛЕ 
积分 展 布 在 以 坐标 原点 为 中 心 ,以 1 为 秆 径 的 圆周 上 上 ,而 s 是 工 
上 点 Е 的 幅 角 的 情形 ， 此 时 , е, dt 一 ie* 48, 


—_ 6248 То 2-5 д+54, (44.18) 


е Оз ,就 有 


1 


8 -— 80 一 at _1 аі 
5 ctg 5 з 


газа 
把 这 个 表示 式 和 as 的 表示 式 代 入 (44.16) ,我 们 显然 得 到 一 
个 形式 为 (44.8) 的 方程 ,或 者 还 可 以 把 它 化 为 (和 .7) 的 形式 . 


5， 奇异 积分 算 子 的 基本 性 质 


我 个 进一步 研究 在 上 一 节 中 所 引进 的 奇异 积分 算 子 . 
1 我 们 首先 规定 一 些 姑 号， 依据 公式 


Ф) =Alto) (to) += | К, DoD, 


0 
НА (44.1) 所 确定 的 奇异 积分 算 子 玉 ЯН 类 中 的 每 一 个 酚 数 
Ф (Р) ЕЛЕ 0 (Р). ЖФ 5 (0) СНЫ 
式 , 我 们 通常 可 以 写成 

{=Кф, (+) 
但 是 ,有 时 需要 指出 ,在 应 用 算 子 愉 申 西数 9 的 而 得 出 的 画 数 
ф(#) 中 , 答 变 量 以 值 如 还 是 与 Вп ар Л 

ф(&) 一 区 p (to) 或 者 山 ( 办 一 及 0 掏 。 
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ВЕЕ, Мея Кр() 和 画 数 小 ( ) 看 成 是 同一 记号 
为 了 书写 简章 起见 ,在 很 多 情况 下 ,例如 ,在 公式 (*) 中 ,或 者 ， 
例如 ,在 表示 式 


А 


|, ча, |, ор 


中 ,如果 不致 于 引起 混乱 ， АРУ ПАВ ТАНИ, 
П р, 由 等 等 赫 代 g 的 ， 几 (6) 或 者 g (0), ФЬ) 等 等 ; 显然 ,在 
| .wwae 中 四 及 由 应 孩 分 别 理解 为 g() 及 由 的 ,在 | руй р 
及 站 则 应 分 别 理解 为 g (to) 及 由 (io) 

2. 作 了 这 些 几 乎 是 很 显然 的 注释 以 后 , 便 可 以 进入 研究 奇异 
积分 算 子 的 一 些 比较 重要 的 性 质 ， 为 了 方便 起 见 ,我 们 提醒 一 下 ， 
在 上 一 节 中 所 引进 过 的 记号 : 

Ke=4(o)g to 二 十 | ко доба, (45.1) 

В-К Ф), (45.2) 

S(O =4(0) +В(0), рФ=АФ-ВО; (45.3) 

百 提 醒 一 下 ,我们 只 考虑 正则 型 的 算 子 , 亦 印 ЕР ЕЯ ре) 

处 处 都 不 等 于 雳 的 算 子 我 们 仅 将 算 子 区 作用 到 五 类 的 画 数 
p(t) 上 . 

我 们 首先 指出 由 818, 4 段 中 的 烙 果 直接 得 出 的 算 子 玉 的 
下 列 重要 性 质 : 

ЕЕК Жи Иво з таал з 
и ЗО 

还 要 引进 一 个 在 以 后 起 着 重要 作用 的 概念. 六 就 是 指标 的 构 
念 ,我 们 把 整数 


11 ав |,- е [о 引 。 (45.4) 


叫做 算 子 区 或 方程 Kp 一 了 的 指标 , 其 中 [ ]z 通常 表示 括号 内 的 
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Я РАЗВЕ ЯТ ТЕУ РИНЕ Ё МИА. 
НЕХ ВЕ, т Е СЕЕ 


(44.13) № (44.14) ЭНН, АЫ В 保持 不 变 ， 亦 郎 ， 它们 在 
曲 米 工 及 A 上 对 应 的 点 处 之 值 是 彼此 相等 的 . 

如 果 BQ 三 0, 从 而 ,在 工 上 处 处 都 有 4) =0 (这 是 根据 条 
性 :在 上 SS т О Р), 那么 , УЕ Кор у ЙРТ 
通 的 (第 二 类 ) Fredholm 方程 ， 因 此 , 当 B=0 时 (或 者 完全 同样 
地 就 是 当 58=D у), ЗЕЯ Е ШН (第 二 类 的 )Fredholm 算 
子 9 . 由 公式 (45. 4) 3290, Fredholm РНЕ. 

3° СТЕНА а АРАВА 3-00 АЈ. К, 
与 К, 是 由 下 述 公 式 所 确定 的 奇异 积分 算 子 : 


Ере) К, ОРОЙ (45.5) 


К. =, (&)ф(%) 十 2. | Къ, 040% 56) 


ti 二 如 
我 们 把 由 公式 @ 
К*р=К, (Ka (48.7) 
所 确定 的 算 子 
К*-К.К,, (45.8) 
Шт Ki 与 Е, 按 指定 次 序 的 合成 (一 般 进 来 , НТК, К, 与 
К.К, 是 不 同 的 ) . 
我 们 来 找 出 算 子 КК, 的 表示 式 . 进行 在 (45.7) 中 指定 的 运 
Я, ЕН ЖЫ Poinocar6-Bertrand 置换 公式 (8 28) ,我 们 便 直 搂 得 
出 


Ф 以 后 我 们 篇 单 地 讲 Fredholm 筑 子 就 是 指 的 第 二 类 Fredholm 算 子 。 
图 这 里 为 符合 中 文 的 习惯 ，, АА (45.7) (45.8) ПАПЕ Г, — ЖЕ 
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К.К, == [4, (8) А. (№) + В, (6) В, (#0) 14$ (to) 
+1 [| 0) БК, 04 (ta 


2% 


一 加 


1 Kilto, ) К,(Ь, Бан 
+ (£1—to) (А) [ро (45.9) 


这 里 , 正 与 以 前 类 似 ， В,(0 = К,(2, і), В,(0) = К,(, 0). 
容易 证 明 ， 


|, (и) (4) а= 6)” (45.10) 


Н 0<^<1, Ш. 是 属于 五 类 的 画 数 .事实 上 , 画 数 
Flto,t, ti)=Kilto, А) Къ, t) 
АН А. 另外 ,又 有 


Flto, t, Һ) 
| (t1—to) (ЕА) da 


-一 1 |] F(to, ?, 五 ) а, - | F(to, $, 为 а.) 
І 1 ї— 


1—6 ню 
с wo(to, В —w (бо, Ё) (45.11) 
2—46 , 
其 中 
wo (to, В- | 2004) а, о (4%, )=| 060) а. 
五 t1—to 1 [2 + 


因为 w(t, #) 和 до (№, #) ЖА Н 554 (818, 4° в №3° 
段 ) ,并 且 (В, to) = оо (о, 如 )， 因 此 , ВЯ, (45.11) 的 右 端 可 以 表 


д ууз, Раис Наа ВТ ЕЯ. 


这 样 一 来 ,我 们 看 出 , 算 子 К" РЕАЛИ (45.9) Ягай 
前 两 项 来 确定 . 
Я А*(#) К В" (+) АЯ К 的 特征 部 分 的 系数 , 根据 
(46.9) ,我 们 有 
А*=А. А. В.В, В*= А.В. Ву Аз, (45.12) 
由 此 ,如 果 假 定 S=4 十 Bj, 2;=4;—В(]=1, 2), 
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S* АВ", р" А" В 
则 得 出 
5—5, 2*= Рр, (45.13) 
根据 (人 .多 ,由 上 面 的 公式 可 以 知道 , 算 子 隐 " 的 指标 等 于 
算 子 1 ЖК, 的 指标 轴 和 xs 的 和 : у аА", | 
如 果 算 子 Е, 能 够 使 得 算 子 KK, 是 Fredholm 算 子 ,我 们 就 
Ж-Е, 是 算 子 到 的 正则 化 算 子 。 为 了 使 得 区 * 是 Fredholm 
算 子 必须 而 且 只 须 使 B*=0 或 者 化 为 中 = П", 这 样 一 来 , 如 果 算 
ТЕ, ят Ks КЕННИ, ЖА, МН 
| А, В,+ В, dAs=0 (45.14) 
或 同样 地 化 为 
818,— Di 0, (45.15) 
反之 亦 然 ， 由 前 面 可 以 知道 , де ГЕ К, ЖА, 可 以 用 
穷 多 种 方法 求 选 取 疙 的 正则 化 算 子 1. 例如 ,可 以 任意 地 给 定 
В 5" = П" 0, Ш, 55 


BS, DS (45.16) 
2 


пуре 61, Di; 特别 是 ,可 以 取 5* 一 D*=1. 通常 使 条 件 (45.14) 
总 是 得 到 满足 的 最 方便 的 方法 是 分 
А.-А,, Bi=—B,. (45.17) 

我 们 看 出 : 这 种 选取 正则 化 竺 于 的 方法 只 是 竺 于 的 特征 部 分 
在 起 作用 ， 

此 外 ,我 们 还 看 出 ,如 果 Ki 是 К, ЈЕНИ, К.К, 
的 正则 化 算 子 中 . 

因为 Fredholm 算 子 的 指标 等 于 澳 , 因 此, 彼此 正则 化 的 两 
个 算 子 к, 和 К, 的 指标 大 小 相等 而 符号 相反 . 


ооо о о оо о фо ох 


Ф 这 里 我 们 指出 ,对 于 与 方程 租 相 联系 的 算 子 来 说 , 这 一 般 是 不 对 的 (第 六 章 ) 。 
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ЗАРАНЕЕ РОЖЬ ЛЬ ЈЕ. ВНЕ, 如 
果 Kl, К, Ks 都 是 奇异 积分 算 子 , 则 有 

| к, (К.К.) =(Е.КЕ., (45.18) 
ур, 算 子 的 合成 是 适合 烙 合 律 的 ;因此 , 我 们 可 以 把 К. (КК) 
或 (Е.К Е. 直接 写成 KR,R。, РЕНЕ КВНЕ 
МАН. | 

注释” 我 们 来 研究 由 公式 


ko= | h(to, ОФФ (45.19) 
所 确定 的 算 子 kK, 其 中 
о, ро, О<А-<1, (45.20) 


ПЕН. 2) 是 适合 ЖА. 这 样 的 算 子 可 以 叫做 第 一 类 的 
Fredholm ЯҒ. 

假设 区 Я, А АВН, КЕ 和 
КК 都 是 第 一 类 的 Етеаһо 算 子 . 

这 一 点 本 来 可 以 由 公式 (45.12) 得 出 ,因为 第 一 类 的 Fredholm 

算 子 可 以 看 作 是 奇异 积分 算 子 的 特殊 情形 ( 但 已 辉 不 是 正则 型 的 
ЯТ) , 它 的 特征 部 分 的 系数 4 和 В НАР, 

另外 ,我 们 的 和 结论 还 容易 直 搂 地 了 验 放 如 果 


1 К (to， Оф Dot 
Ку=А (5) ү (to) 十 а) 0, 


1 
那么 ,例如 ,直接 把 小 =ky 代入 ,我 们 便 得 出 
Kkp= | 20, Эа, 


其 中 


п, 0-40), 9 | 0 00, ба, 
27% 1 


”这 里 改变 积分 次 序 的 合法 性 由 5 28 (注释 ) 推出 。 
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容易 看 出 , nlio, ОБЬ К, 0 同样 形式 (名 .20) ДАНО, 对 
kK 的 讨论 是 完全 类 似 的 . 

$ 46、 相 联 的 算 子 和 相 联 的 方 各 


12 我 们 把 由 下 式 所 确定 的 两 个 算 子 К 和 К’ 叫做 相 联 的 算 
子 : | 


Kg=A(i) g(t) + 1 | к бв Фи (46.1 
Куел) |, 000 а, (46.2) 


此 两 式 中 ,一 个 是 由 另 一 个 将 核 Куй О 中 的 志和 为 交换 位 置 而 


得 出 的 ， 特别 是 ， КОТОН ко: 
Коло + S| SS аб) 
之 相 联 算 子 К 是 由 公式 
ГО _ 1 В Фуа | 
| Коре) (6) аы (46.4) 
确定 的 ， | 
应 该 注意 的 是 特征 算 子 Жо 的 相 联 的 算 子 К°’, 一 般 说 来 , + 
不 是 算 子 К 的 特征 部 分 К, 这 是 因为 К° 是 由 下 式 答 出 的 : 
Кра) — 2 | 90, авв) 


к #4— to 
这 样 一 来 ,对 记号 К" 与 有 ?应 该 加 以 区 分 
Ф 这 是 容易 下 接 验 证 的 。 另 外 ,如果 考虑 到 ,根据 条 件 (45.20) ‚К, ИЯ 


成 


и, 是 适合 耳 条 件 的 (与 $ 28 末 尼 的 注释 作 比 较 ) , 这 也 可 从 公式 (45.10) 
ЕҢ. 
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2 更 在 回 到 一 般 的 情形 上 ,我 们 要 指出 相 联 的 算 子 的 下 列 基 
本 性 质 . 
Т. 相 联 的 两 个 算 子 的 指标 大 小 相等 而 符号 相反 .， 
П. 对 于 每 两 个 算 子 ,我 们 有 


(Ki1K,)'— KE» Ri; (46.6) 
一 般 地 ,有 
(К.К... -К,)'-К,К,-1--- К. Ка. (46.6a) 
ПТ. УРАЛЕ рп р, 有 
| Kg &- | ФЕИ. (46.7) 


进行 简单 的 直接 验证 ,就 可 以 证 明 这 些 性 质 ， 容 易 验 证 (我 们 
在 这 时 不 讲 了 ) 性 质 II 是 相 联 的 算 子 的 概念 的 一 个 重要 特征 ,也 
就 是 发, Ая К м К’, 对 于 任何 适合 鼠 条 件 
的 画 数 g яп р, 都 有 关系 式 (46.7) , 那么 , НЕК ЖК! (在 原先 
答 定 的 意义 下 ) 是 相 联 的 算 子 ， 
3° 我 们 把 积分 方程 
Ко-у 及 Ky=y (46.8) 
叫做 相 联 的 方程 ,而 不 论 其 右 映 与 9 是 怎样 的 画 数 . 
НН (46.7) 可 以 导出 下 述 重要 的 命题 : 如 果 方程 Kg 一 = 有 解 ， 
тач 
|. fydi=0, (46.9) 
其 中 由 是 相 联 齐 次 方程 К ф=0 ПИС Ф. 


事实 上 ,如 果 9 是 方程 Кр 了 的 解 ,那么 
| Fu 一 | „Крй | окр -0. 
闭 命 题 也 是 成 立 的 ; 它 将 在 8 58 中 加 以 证 明 . 


国 “ 提 醒 一 下 ,我 们 所 悦 的 解 总 指 的 是 属于 Н 类 的 解 ， 
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$47. 特征 方程 的 求解 
对 于 我 们 所 诗 答 类 型 的 奇异 积分 方程 的 一 般 理 认 来 讲 ,方程 
Крео OE е) (атл) 


的 解 是 具有 重大 意义 的 , 方程 шта) ЗЕ ФИРТ А ЧЕ Л Е. 
И. Н. Bexya” 529 НН ГРУНТ А, 
ЗРЕНИЕ ЛАСЕРА Ф. 
我 们 提醒 一 下 : АО, ВО, ХФ ЖАТ НКА, ВИА 
ИА р (0) НН АЕ. 
ЗАЧЕТ 77 1 260 4 


Ф(2) 一 т] Фе (41.2) 


г 1—8 
根据 Сохоцкий-Р1!ете1] 公式 


р) = (to) —@- (0), 21|. 204 а (о) +- (в), (47.8) 


"再 依据 (47.1) ЗЯ Н, 8 Ф (2) 应 该 是 联结 问题 
(4+ В) Ф+ (7) – (4— В) Ф- =} (41.4) 

在 无 穷 远 处 取 值 零 的 解 .， 反 之 , ел НЯ Ф(2) д ЕД 
(47 . 邹 的 在 无 穷 远 处 取 值 零 的 解 . 我 们 用 公式 (入 .3) 中 的 第 一 个 
АЛЕНЕ р (2). 252. ($ 31), ИЖ Ф (2) 可 以 表 成 形式 (47.2) ， 
于 是 , (47.3) 中 的 第 二 个 公式 亦 成 立 , 而 这 就 证 明了 p(t) 是 原来 
方程 (和 7.1) 的 解 . 

但 是 , 边 值 问题 (47.4) 我 们 是 无 解 的 .为 了 直接 应 用 前 面 已 
多 得 出 的 公式 ,我 们 把 条 件 (47.4) 改 写成 


Ф ”这 里 所 讲 的 解法 的 四 想 是 属于 Т. Carlemant 的 ,但 是 , 他 所 考 处 的 只 是 上 
面 所 列 的 情形 的 一 个 特例 (参看 $99 的 开始 部 分 ) 。 同 样 的 粮 法 为 0. Г. Muxxaais] 所 
应 用 过 ,但 是 ,他 仅 共 出 了 方程 (条 .在 x=0 的 情形 的 解 (此 外 ,他 还 假定 了 4 0) =21, 
而 工 是 一 条 曲 这 适合 五 条 件 的 简单 封 明 几米 ) 。 在 м0 的 情形 , С. Г. Михлин 仅 考 
处 了 当 工 为 一 个 加 局 时 齐 次 方程 Kop 一 0 的 解 . 
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OW) GD + = 5) 
其 中 
А-В) 
9%) = Чу) (47.6) 


现在 我 们 看 出 , 上面 (8 45) 我 们 把 宅 叫 做 积分 方程 (47.1) 的 
指标 的 数 x 是 对 应 的 联 纤 问题 (47.5) 的 指标 . 

假设 Х (2) 是 对 应 的 联 业 问题 (47.5) 的 典 则 画 数 (§ ЗТ). 

于 是 (8 37), 当 x 之 0 时 , 问题 (47.5) 在 无 穷 远 处 取 值 适 的 一 
ДЕДА НР АНН: 


_ х0 | га 
215% ЈА) +В()1Х+ (1) (2—2) 


Фо) +х(49,.@), 


(47.7) 
其 中 ©,-1(2) 是 次 数 不 超 过 x 一 1 的 任意 多 项 式 , 并 且 当 x 一 0 时 ， 
Qi (2) 一 0. 当 x<0 时 ， НЕА 


| ие _0 
в [АФ +В (1х 


时 , 才 有 解 存在 ; 如 果 适 合 这 些 条 件 , 则 (唯一 ) 解 仍然 由 公式 
(47.7) (ФЕН 9,2 (2) =0) вн. 

МАЗ g(to) = Ф (6) 一 6- (to) , 我 们 得 出 原来 积分 方程 的 
Ш. 事实 上 ,从 这 个 公式 依据 公式 (47.7) 以 及 Сохоцкий-Р1ешө]) 
公式 ,可 以 得 出 


二 
Р) ВХ 了) 


b=0, 二 -я-1 (47.8) 


2 


ых | а 
9% в [AG)+BE XT 2) 
+ [Х (6) -Х` (®)19,-—(%). (47.9) 


现在 注意 到 ,由 于 画 数 Х (2) 的 定义 


х+ (6) _ _ А-В) 
Eh) 9%) ~ АВ, 
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就 容易 看 出 , 解 (47.9) 可 以 改写 成 

p(to) = BR*fF+B* (io) 2 (to) Py (to), (47.10) 
其 中 我 们 已 引进 了 下 列 记号 : 


ту _ В") 2 (0) Фа 
Кур) ~ S| „10 атш) 


2 (0) = [А (®) +В (%)1Х* (0) = [А (6) —B (6) 15 (0), 
(47.12) 


ку и ку И - 


而 Pw-1 (to) лоса x 一 1 的 任 ; зад. 

在 这 个 公式 中 出 现 的 上 上 点 А 2 (Р), 可 以 依据 З 35 
中 的 公式 容易 地 算出 . 

例如 ,如 果 工 仅 由 一 条 封 朋 СЕМЕН 
的 ) ,那么 ,依据 公式 (85.8) ,容易 得 出 


200) = (а) Ув уго, (47.14) | 
其 中 4 表示 工 内 部 的 任 一 定点 ,而 了 G4) 由 以 下 的 公式 确定 : 
T(to) -ws)|, аа _ (47.15) 


其 中 QQ) 的 值 是 由 公式 (入 .6) 确 定 的 在 下 述 情形 下 , x 前面 取 
上 面 的 符号 (一 ) ,如 此 选 定 荆 上 的 正方 向 ,由 工 所 图 成 的 有 界 区 
域 保 持 在 工 之 左 侧 , 在 相反 的 博 形 下 , x 前 面 取 下 面 的 符号 (十 ) 。 
(47.14) 的 右 端 在 荆 上 任 一 点 处 两 种 可 能 的 值 , 可 以 任意 地 选 定 
一 种 ,然后 过 蒜 地 变化 这 个 值 。 

АЗК (А7 ЛО) АН ТН НАТ 1) 当 x>>0 时 的 一 般 解 .如 
果 认 为 在 公式 (47.10) 中 Pi(to) = 0， 双 认为 方程 的 自由 项 了 
适合 (充分 和 必要 ) 条 件 (47.8) ,那么 , 当 x<0 时 , 解 亦 可 以 由 同一 
个 公式 葵 出 (其 中 发 Ps_1(to) =0); 依据 (47.12) ,条 件 (47.8) 可 以 
改写 成 
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| уфа 0 
г 200 , 
И, Н. Векуас #5 ул (47.9) ~~(47.16) 等 价 的 一 些 公 式 9， 
ЕРО) =0 的 情形 下 , Кр, 在 研究 齐 次 方程 的 情形 时 , 上 面 
的 粘 果 表 明 , 当 О 时 , 齐 灵 方程 没有 异 于 雳 的 解 ,而 当 x>0 时 ， 
ТТ х ЛУВРЕ ЭСЭ НН ГАШ: 
p90) = В"(Р2(0)Р,_ 1, (47.17) 
其 中 Pi 人 是 次 数 不 超 过 x 一 1 的 任意 多 项 式 . 
ЗАРНЕВНЖ 2 (2) 叫做 对 应 于 方程 (47.1) 的 典 则 夯 数 . 
我 们 把 上 上 面 得 到 的 苦果 简 述 如 下 : 
Г. 如 果 #>0, ИЕ К%- 一 0 恰好 有 x 个 炉 性 无 关 解 . 


b=0, 1, --, —x—1. (47.16) 


оо оо оа оо о ео 


оо оо оо ооо оо ә 0 ооа о о о 


ну, пенен 4 有 一 个 解 ， 

在 x 之 0 的 情形 下 , 齐 次 方程 所 有 的 解 都 由 公式 (和 7.17) 答 出 ; 
在 x 之 0 的 情形 下 , 非 齐 次 方程 的 一 般 解 由 公式 (47.10) ЖН; 在 
x<0 的 情形 下 , 非 齐 次 方程 的 可 解 性 条 件 由 公式 (47.16) 答 出 ,而 
解 则 由 公式 (47.10) 取 了 yw-1(to) =0 ПН. 

注释 1 在 实际 中 直接 利用 公式 (和 7.9) 常常 会 更 方便 些 ; 例 


Ф И. Н. Bexya 实际 上 仅 狠 出 了 当 工 由 一 条 封 了 红 图 黎 所 构成 的 情形 的 公式 . 但 
是 , 在 解 央 了 对 应 的 联 猪 问题 以 后 ， 把 它 推广 到 儿 条 图 钱 的 情形 并 不 需要 住 何 原则 .上 
是 新 的 方法 。 
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如 , 贿 看 后 一 注释 . 

注释 2 如 果 在 特征 方程 (47.1) 中 4 (to) =0, 于 是 根据 条 件 ， 
在 工 上 处 处 都 有 B(to) +0, 不 失 一 般 性 , 可 以 认为 B( 如 )=1; 此 
时 ,得 到 形 如 
二 | PO а) (47.19) 


тё Јр 1 

的 方程 . 

将 假定 工 上 的 正方 向 按照 在 $ 29, 1° 段 中 那样 的 选择 ， 又 假 
定 S+, S- 表示 和 所 提 到 的 地 方 一 样 (参看 第 189 页 图 16). 

在 这 种 情形 下 , 90+) = 一 1， 容易 看 出 (和 835, 注释 4 作 一 
”上 比较) Ан Х (2) 由 下 式 确 定 ( 精 确 到 差 一 个 常数 因子 ) 

—1 当 2ES+， 

59 -{ +1 当 zE8-. 
这 样 一 来 , Х*Ф=-1, ХО =1, 井上 且 由 公式 (47.9) 给 出 


ат .20) 


Ф (№) -2 | 04. (47.21) 


mg J5 2—1 
于 是 , 正 象 我 们 所 希望 的 那样 ,我 们 用 另外 的 方法 得 到 了 在 832 中 
所 推出 过 的 反 演 公式 . 
注释 3 不 难 推广 到 构 戊 工 的 一 些 转 灼 有 有 限 个 公共 点 的 情 
形 ; 和 $ 35 中 注释 3 作 一 比较 . 


$48. 特征 方程 的 相 联 方程 的 求解 
我 们 现在 研究 方程 Кор =f 的 相 联 方 程 


Куре) | ВОО 90); (48.1) 


这 个 方程 的 指标 x' 等 于 一 x*,， 而 x 仍 然 表 示 算 子 &? 的 指 
用 下 面 简 单 的 方法 , 也 可 以 把 方程 (48.1) 归 灶 为 一 个 联 竺 于 
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МФ. ВЕ ЛЕНЕ НН 
_1 (ву 
(2) 00%. (48.2) 


2—2 
注意 到 公式 
Blio) y(to) = (to) —9(®), 


| 2090 а +06) +P- (to) , 


旧 可 以 看 出 ,方程 (48.1) 和 下 述 问 题 是 等 价 的 : 
ет 
А (6) р (0) = + (№) + (to) +94), 
В (6) 0 (6) = +(0) –Ҹ- (io), 
来 找 一 个 且 类 的 画 数 由 人 的 т АЕ ЕВА Е 
ря py 
条 件 (48.3) 正好 等 价 于 条 件 
(А+В)ф=2+-9, (А В) фр= 21-0, 
或 者 还 等 价 于 
ав + дев» 9 ВЕ. 
Жтт, ЛЕНЕ АЈА 


_ -itD- В (to) 9 (№) 
其 中 @ (%) 仍然 象 在 前 一 节 中 那样 ,表示 
_ 4) 一刀 (ia) 
№) оу ЕВ)” (48.6) 
ПН т Е АНЕ. 解决 了 这 个 问题 以 后 ， 
根据 公式 (48.4) 中 的 任何 一 个 就 可 得 出 原来 关 题 的 解 . 

Ф 这 个 方法 是 由 著者 本 人 (对 更 一 般 的 情形 , 亦 序 , 对 奇异 积分 方程 组 的 情形 ) 
指出 的 , 并 发 表 在 Н. И. Мусхелишвили 和 Н. П. Begya Е, КН 
的 方程 一 般 可 以 利用 代 换 g(t) = В (Р) р (0) 把 它 化 为 特征 方程 ;但 是 ,对 于 BG) 并 不 
是 处 处 都 不 等 于 零 的 和 情形、 进行 这 种 代 换 (至 尘 在 未 丢 补 充 研 将 以 前 ) 并 不 能 认为 是 合 
法 的 ， | 


(48.3) 


(48.4) 
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我 们 应 该 注意 的 是 ,从 (48. 辐 取 g(t) =0 而 得 的 齐 次 联 精 圈 
题 
2 一 [Cl WT (to), (48.7) 
ЖЕН (47.5) № }=0 МИНИНА АРК АА (8 30). Я 
此 , ЯН Х (2) 及 x 表 示 后 一 个 问题 的 典 则 解 及 指标 ,那么 ， 
ІХ (2) Жи –ж Н (48.7) 的 典 则 解 及 指标 ， 与 此 相应 ， 
当 w 之 0 ( 亦 序 , 当 x<0) 时 , 问题 (48.5) 在 无 穷 远 处 取 值 震 的 一 
ЖЕЛЕ рев К ЯНА: 
ооо 
АЕ (2) 1710, (9), (48.8) 
И 9300) 是 次 数 不 超 过 x 一 1 的 任意 多 项 式 ( 当 *x =0 时， 
Фа (80) =0). 
当 w 0 ( 亦 部 , 当 x>0) 时 ,如 果 适 合 下 列 可 解 性 的 充分 和 必 
要 条 件 


T+ BD gO ta _ 
| А-В -0 (48.9) 


(В =0, 1, ., — ж — 1) ? 
则 解 由 同一 个 公式 (48.8) ( 取 9.1 (2) 一 0) 给 
根据 公式 (48.4) 中 的 任何 一 个 ,再 经 过 一 些 简单 的 变换 尽 后 ， 
从 (48.8) 我 们 得 出 


ү (6) киа, (48.10) 


其 中 区” 表示 上 一 节 中 的 算 子 到 "的 相 联 算 子 , 亦 即 ， 


RK"g=A"(to) g(to) + т) |. и". Вр 2а ‚ 48.1) 


而 且 А" (2), В" (©, (е Е ГА (47.19), (47.13)] 
ВАНЯ. 
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条 件 (48.9) 可 以 改写 成 


| в) В") 000000, b=0, 1, --, ит. (48.19) 
当 w'>0 时 , 齐 次 方程 的 一 般 解 是 由 下 式 答 出 的 : 


ро 2510, (48.13) 


其 中 Ри ® 是 欢 数 不 起 过 光一 的 任意 多 项 式 . 因此 , 当 w>0 
时 , 齐 次 方程 恰好 有 w 个 线性 无 关 解 ; 34 x <0 Пр, 齐 次 方程 没有 
ЗЕ. 

ПН, а Кру 和 op 一 具有 同样 的 性 质 ; 因此 ， 
ЕАН ТТУ 对 于 方程 К? = 也 仍然 是 成 立 的 , 只 不 过 
要 把 那里 的 Ко 和 х 分 别 换 成 区" т ни я. 

现在 我 们 看 出 ,在 方程 Кру 的 可 解 性 条 件 (47.18) 中 所 出 
现 的 画 数 фк (ВТ, 2, …, xl) 是 相 联 齐 欢 方程 Кер 0 的 线性 无 
关 解 的 完备 系 ; 同样 地 , ЗА КӘ = у 的 可 解 性 条 件 (48.12) 可 以 
写成 

|, gprdt=0, (48.14) 


其 中 px (Е=1, 2, .-., и) 是 齐 次 方程 及 op 一 0 的 炎 性 无 关 解 的 完 

备 系 ,而 开 "p 一 0 是 方程 Ко 的 相 联 方程 ,这些 命题 是 在 
$58 中 将 要 证 明 的 重要 定理 的 特殊 情形 ， 

我 们 还 指出 下 列 事 实 , 宅 亦 是 在 $58 中 要 谣 明 的 一 个 重要 的 

一 般 定 理 的 特殊 情形 : 齐 次 方程 Ко р 0 六 性 无 关 解 的 个 数 上 与 

相 联 齐 次 方程 Кор 0 ЕЖИК 

ПА: 
А-0 =к, (48.15) 


ЗЬ, д0 ВЕ, Век, 070; Ш я 0 В, #=0, = —я, 
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$49. Ж-А 


在 继续 往 下 言论 之 前 , 我 们 先 提 出 若干 一 般 性 的 注释 。 我 们 
知道 ,第 二 类 的 Fredholm 方程 


No=A(t)p (十 | nlto, Dp а-у) (49.1) 


(其 中 (to) 在 工 上 处 处 不 为 零 包 ) 和 由 (49.1) Ш А(%) =0 而 得 
到 的 第 一 类 的 Fredholm 方程 


| aco р-у) (49.2) 
之 间 有 着 很 大 的 本 质 上 的 区 别 ， 但 是 ,在 奇异 积分 方程 
Kp=A(i)p (0) +200) 90%. 


2% Jr 一 加 
+ 二 | 60, Dp (hat=f (to) (49.3) 
及 ， 
BY | ФОТ | sb 的 W-7 (49.4) 
之 间 , 井 疫 有 这 种 本 质 上 的 区 别 . 


通常 我 们 也 分 别 把 奇异 积分 方程 (49.3) 及 (49. 人 叫做 第 二 类 
和 第 一 类 方程 (以 后 有 时 划 会 这 样 做 ) ,但 是 ,这 样 的 分 类 并 不 象 在 
Fredholm 方程 情形 的 分 类 那样 恰当 ， 正 如 我 们 以 后 将 会 见 到 的 ， 


Ф 在 这 一 节 中 , 我 们 利用 了 若干 活 男 分 析 的 一 般 性 概念 ; 因为 以 后 除了 一 节 
($ 133) (这 一 节 亦 可 以 略 去 ) Нажав. НН, 省 略 掉 相应 的 地 方 , 亦 并 不 
到 ° 于 影响 到 对 别处 的 理解 。 在 下 列 论文 中 ， 讲 到 了 泛 莉 分 析 的 一 般 方 法 对 奇异 积分 方 
程 的 有 意义 的 应 用 : Ф. В. Аткинсон [1], Н. И. Ахиевер [1], И. Ц. Гохберг [1] ^— 
[5], И. Ц. Гохберг 和 М. Г. Крейн [1], [2], А. И. Гусейнов [2], М. Г. Крейн 
11, С. Г. Михлин[1] [7], С. А. Фрейдкин [2]^~[4], З. И. Халилов [3], Б. В. 
Хведелидзе [18], Ю. И. Черский [1], Г. Elliott [2], У. Koppelman 和 J. Pincus 
11], Н. Schaefer [1]. 

图 ”我们 引进 系数 4(to) 是 为 了 和 奇异 积分 方程 容易 进行 比较 ,实际 上 ,在 (49.1) 
中 总 可 以 规定 4 (to =1, 
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并 且 也 正如 通过 一 个 简单 的 例子 我 们 已 沟 看 到 过 的 (8 47 中 注释 
2), 方程 (49.4 是 方程 (49.3) 的 一 个 简单 的 特殊 情形 ， 关 于 这 一 
点 的 理由 一 般 地 可 以 叙述 如 下 ; 

为 了 简 间 起见, 我 们 将 规定 核 m(io, 0), 系数 4(f) 以 及 在 
(49.1) #1 (49.2) 中 的 自由 项 都 是 连 炽 而 数 , 间 且 解 p (0 АВАЙ 
ВАЖНО ВАТ C 里 来 找 ， 我 们 将 把 空间 С 的 范 数 定义 为 

maxlg()| (ED), 
而 Ф.О Б 9:0 之 问 的 距离 定义 为 шах gs 人 一 oa | (ЕП. 

我 们 用 Е ЗАМЕР, 也 就 是 说 , Ер p ЮЙ, о И] 
表示 由 下 式 所 确定 的 算 子 : 


np=| п, 0р0, (49.5) 
那么 ,方程 (49.1) рен 
АЕф+пф={. (49.18) 


НИР n 是 全 连 秆 算 于 , 也 就 是 说, 它 把 每 一 个 ( 按 模 ) 有 
界 的 而 数 p (人 ) 的 集合 变 成 列 紧 集 合 , 而 算 子 Е А ко а Я 
子 . 这 样 一 来 , 在 算 于 4 卫 十 na 中 的 两 部 分 ДЕ 和 nn 具有 本 质 上 
不 同 的 性 质 . 


现在 转 到 讨论 奇异 积分 方程 (49.3) ,并 且 把 它 写 成 


Ку=АЕф+ ВТо-+Ко-р, (49.8а) 
дык 分别 是 由 下 式 所 确定 的 算 于 : 
Ip= РО, ko=d| hl, деф. (49.6) 


жт И, 我 们 假定 А), Blto) КВЦ, 如 在 上 都 适合 
五 (v) 条 件 , 又 设 凡是 某 一 个 确定 的 正 数 , ш, и<1. 

我 们 讨论 所 有 在 工 上 适合 五 (%) НМ Жо 的 集合 ， 

Ф 我 个 仅 把 猪 果 用 来 研 究 Cauchy 型 积分 ,因此 ,我 们 引进 条 件 4<1, 但 是 , 当 


о=1 时 , 在 定义 赋 范 空间 Hx (参看 后 面 ) 及 证 明 它 的 完备 性 时 , 可 以 假定 а<1; 这 对 
证 明 算 子 К (参看 后 面 ) 是 全 连续 算 子 的 情形 亦 如 此 。 
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得 用 下 面 的 方式 规定 它 的 范 数 lo Gd)19 : 

[ф (© | 一 好 十 Ho， 
其 中 


M=max|p(t)| (ED), Msup ОР (ЄТ) 


在 后 一 个 等 式 中 вор 表示 上 确 界 ); 与 此 相应 , 我 们 把 两 个 画 数 
g1(t) 与 p28) 之 间 的 距离 规定 为 [Ф.Ф — ф1(0) 1. 容易 看 出 , 三 
角形 公 更 是 成 立 的 ( 与 范 数 和 距离 有 关 的 所 有 其 他 公理 也 是 成 立 
的 ) ,于 是 , 画 数 р (0) 的 集合 构成 完备 的 纤 性 赋 范 空间 ,我 们 用 H* 
表示 这 个 空间 @. 

容易 看 出 , ТЕ Е НЕЕ НУ НИНЕ 
的 ) 算 子 , 算 子 4 卫 上 BIT 亦 具有 同样 的 性 质 ， 因 此 ,一般 讲 来 , 把 
УК ВЕНИ АЕ ВІ 看 作 一 个 整体 是 合理 的 ， 

Ш, ЗИ Е, 则 写 与 孔 及 工 有 着 本 质 上 的 区 别 , 因为 上 
ДЕН» 空间 内 的 至 连 秆 算 子 ,也 就 是 说 , 它 把 面 数 р 的 每 一 个 有 界 
集合 都 变 成 列 紧 集合 (在 H* 空间 的 度量 意义 下 )， 我 们 来 证 明 这 
一 点 . № {9} НУ 空间 内 适合 条 件 pi В 的 画 数 集合 , 此 处 

Ф ”这 里 范 数 的 记号 已 洲 照 中 交 习 惯 把 原文 中 р) 1 [Ф000 1, $ 133 #5 
如 此 .一 一 请 者 注 

© ”我们 来 证 明 这 个 空间 的 完备 性 。 设 p1，92，…， Фа, … 是 这 个 空间 内 的 任意 
一 个 基本 序列 ,因此 ,对 每 一 个 整数 p>0, 均 有 


lpnrp— nl «ғ (ж) 
其 中 е, 5р 696, lim ё,=0, | 
由 (*) 可 以 知道 ,序列 Фа, Фо, "~", Физ ЕСЖ ЕЯ, 因此 , 极限 
lim gr 一 9 在 1im max|p 一 Bul 一 0 的 意义 下 存在 ,再 者 ,由 (*) 可 以 得 出 
вар) Фи+р (5) — Фар 1) _ Фи 2) 二 go (11) 
12—10 пы 
从 而 由 于 6n 与 了 无 关 , 可 以 得 出 


多 (ta) -Ф(Н) _ Фи (42) – Фл | <= 
аиа ыы 的 


|<, 


вор | 


та вити, 000 ОТО 是 有 界 量 ,因此 ,而 数 9 属于 Hr 空间 ; 另外 ， 最 


然 , 双 有 lim [9 一 pn] 一 0, 而 这 亦 就 证 明了 及 + 空间 的 完备 性 。 
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Ех, ВА н || 的 定义 可 以 知道 , 画 数 是 一 致 有 界 
的 ,又 是 等 度 连 续 的 DO. 于 是 ,依据 Arzela 定理 ,从 这 些 画 数 gp 的 
每 一 个 无 穷 子 集 都 可 以 选 出 一 个 一 致 收敛 的 于 序列 фа, фә, …， 
Фп "~". 我 们 用 ф ЗЕ ЕН (在 普通 意义 下 , ХВ, 在 C 空间 
的 度量 意义 下 的 极限 )， 假 设 册 一 kgr, у= Кр. п Я АРВ 
НЕ ВН, 在 H* 的 度量 意义 下 , Ч, НР у, 亦 即 ,joni->0, 其 中 
0—0 4а, ВА, 我们 的 命题 就 得 到 了 证 明 . 而 这 直接 可 以 由 
тах |0. |-»0, 以 及 


о) о 00) | 0, 9 20, 210.0 


导出 ,从 后 式 有 


[on ($2) 一 On (#1) | 12 (5, 0) —k(t, 2) | 
[外 一 走 | <=|) [2—11 pe) 140, 


ЖФ р, = фф, ИН 


р =) 一 ou (#1) | >» 
|= |^ 


这 样 一 来 ,我 们 的 结论 便 得 到 了 证明， 

特别 是 , 从 上 述 , 奇异 积分 算 子 KK 中 的 特征 部 分 ДЕЧ ВІ 应 
该 和 Fredholm 算 子 М 中 的 АЕ 部 分 起 着 类 似 的 作用 . 但是, 也 
应 该 考虑 到 它们 之 问 存在 着 的 本 质 上 的 区 别 : 算 子 АЕ 是 有 省 的 ， 
亦 即 ,方程 АЕр- 总 是 单 值 可 解 的 , 而 算 子 A 十 BI 并 不 是 一 
定 有 逆 的 @. 事实 上 ,我 们 已 看 到 ,方程 

Ко=АЕо-+1о =} 

ИЖ х>0 时 , 才 对 每 一 个 右 端 都 是 可 解 的 , 而 且 只 有 当 к= 0 
时 , 它 才 对 每 一 个 右 端 f 都 是 单 值 可 解 的 ， 在 下 面 我 们 将 会 看 到 ， 
指标 x= 0 的 奇异 积分 方程 与 (第 二 类 的 ) Fredholm 方程 在 很 多 
地 方 是 类 位 的 . 


Ф 这 是 由 于 (р) ФО) «Моа Еа, = 
四” 正 由 于 这 个 缘故 (299 О. М. Никольский [1]) ,奇异 积分 方程 理 询 的 基本 定 
理 与 Fredholm 定理 是 不 同 的 。 
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| 注释 在 (49.3a) 中 左 端 的 项 4 卫 p 和 ВІр 在 已 知 的 意义 下 
是 焉 等 的 这 一 事实 ,还 可 以 从 下 面 的 讨论 得 出 来 . 作 代 换 : р Тф, 
其 中 由 为 新 的 未 知 画 数 ， 则 根据 反 演 公式 (832) ф=Тф, у 
(49.3a) 还 可 以 写成 形式 
ВЕ р+АТрЪЮК, =, 
其 中 ,容易 看 出 , 算 子 Е, 与 算 子 zk 有 着 同样 的 形式 ; 这 样 一 求 , 系 
ЖА В 可 以 随便 改变 它们 的 地 位 . | 


550. 奇异 积分 方程 的 正则 化 
研究 奇异 积分 方程 的 普通 方法 是 把 它 正 则 化 ,也 就 是 ,把 它 归 
业 为 Fredholm 方程 .我 们 现在 介 灵 一 种 正则 化 的 方法 ®. 
假定 已 验 定 了 一 个 奇异 积分 方程 
Ер-=/, (50.1) 
ЯМ КЛЕИ Т (ОК рН ЛИ) (8 45). 
НЕ М ТЕЛЯ (50.1), ИРИ — ^^ Fredholm 
方程 
Мо= МКо= Му. (50.2) 
显然 , 原来 方程 的 每 一 个 解 亦 都 是 Fredholm 方程 (50.2) 的 
解 ;但 是 ,相反 的 精 论 ,一般 讲 来 ,是 不 对 的 @; 因 此 ,方程 (50.1) 和 
(50.2) 一 般 说 来 提 不 是 等 价 的 . 但 是 ,容易 看 出 ,如 果 我 们 会 找 出 
Fredholm 方程 (50.2) 的 所 有 解 , 那么 我 们 也 就 可 以 求 出 原来 方 
程 (50.1) 的 所 有 解 来 ， 这 一 点 我 们 将 要 在 后 面 洋 地 加 以 讨论 
($58) ; 暂时 我 们 先 指出 一 个 可 由 上 面 直接 得 出 的 推论 : 
齐 次 奇异 积分 方程 | 


ооо 


Кр=0 (50.3) 


Ф НИЖЕ ЗЕЛЕНЬ И ЕЛЕ У ЕН Л. Poin- 
car6 和 Hilbert (在 不 同 的 特殊 应 用 中 ) 提出 的 。F. Моебвег! 招 它 用 到 一 般 的 情形 
+. 

© ЖАНЫ ОВ 5 53) 。 
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事实 上 , 方程 (50.3) 的 每 一 个 解 亦 都 是 齐 交 Fredholm 方程 
MK 一 0 的 解 , 可 是 ,我 们 知道 , 方程 MKy 一 0 的 线性 无 关 解 之 
个 数 是 有 限 的 . 

我 们 再 指出 下 述 重要 的 情况 .Fredholm 方程 (60.2) 具有 形 
式 @ 


No=a(t) (人 二 | а, 04-94), (60-4) 


其 中 ,根据 8 45 的 精 果 ,容易 验证 ,在 工 上 a (о) 处 处 都 不 取 值 零 ， 
井 且 是 属于 五 类 的 , 右 端 g(to) =МЛ() 亦 是 属于 已 类 的 , 而 核 
т (to， 具有 形式 


n(to, от. 0<X= 常 数 <1， (50.5) 


Ня“, В 是 属于 五 类 的 . 
Fredholm 方程 通常 都 是 在 连续 夯 数 类 中 求解 ; 不 过 , 就 我 们 
.的 目的 来 说 , 重要 的 是 要 在 Н 类 中 找 解 .但 是 , 并 不 需要 在 事前 
把 后 一 个 补充 条 件 加 到 Fredholm 方程 (50.4) 的 解 上 , 因为 它 是 
自动 适合 这 个 条 件 的 ， 也 就 是 说 ,容易 证 明 , 在 我 们 所 假定 的 条 件 
下 , УЖ (60.4) 的 每 一 个 过 苇 解 (甚至 只 是 有 界 而 且 可 积 的 解 ) 必 
然 是 属于 Н 类 的 .在 下 一 节 中 ,我 们 将 要 证 明 这 一 个 精 论 . 


$51. Fredholm Е НЕНИ 


15 ТЕ ЕЖА аи в, АН 
Fredholm 方程 


ад) +| nlto, 00090). (51.1) 


@ 我们 常常 假定 , 所 考虑 的 奇异 积分 筑 子 适合 8 44 中 所 指出 的 条 件 ， 除 此 而 
外 , 我们 常常 还 假定 , (50. 了 DD Муни У (to) 是 属于 互 类 的 ， ЗЕН РААН Ф (0) 亦 要 
求 适 合 这 个 条 件 。 
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我 们 把 a(to) 理解 为 Н 类 中 不 取 值 零 的 已 知 画 数 踢 ， 双 认为 
т (20, 0) 可 表 为 形式 


(= те 0 ‚ 0< 和 = 常数 <1， (51.9) 


Жн п“ (加 , 2) 对 两 个 变量 是 属于 石 类 的 . 

ЗАТ ЖЕ НЕ В: ИЛ Е 29% 9 (№) 是 属于 已 类 的 ,那么 , 方程 
(51.1) 的 任何 一 个 有 界 可 积 解 pg (0) АН 类 的 . 

Љ (61.1) 可 以 知道 


р) - 000000), (81.18) 


其 中 已 合 ， 
ов) | пб, Оой | 00а. (51.3) 


[2 

аа ЗО У 
是 属于 Н ЭЕ, А ИЧА И У ЕВН. 而 为 了 证 明 这 一 
ВА ЕВН : 

oo | бра 

Зы (ть ГЕЕВ Н МЕТ. 

жз 的 这 个 结论 是 几乎 显然 的 :用 表示 历数 Ww (6, Р) 对 
于 五 的 五 条 件 的 指数 ,我 们 得 出 

|w (to, ый) —@(&, +) | 


<|, [wth Dnt Ф) | е0 [43 
|#—tol? 


ds 
в (0—0) 


| < вы | <В №”, ， ‘(51.4) 


其 中 卫 与 Bo 项 为 常数 . 
我 们 现在 证 明 有 关 如 Кав. 我 们 有 


Ф 不 失 一 般 性 ,可 以 假定 4a(to) =1. 
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w(toth, t1) — w(to, t1) 


- |. и Е a а п“, 0) pt) 6, 


由 此 ,再 注意 到 е 是 适合 Н (А) 条 件 的 ,就 有 
[о (6л, #1) –о (to, b) | 


^ ds Зал 


其 中 0 为 常数 ， 我 们 现在 把 积分 工分 成 两 部 分 : 1-1,1, 其 
中 五 是 展 布 在 ! 上 的 积分 ，! 是 用 以 如 为 中 心 , 为 牛 径 的 标准 
ЩА 2 上载 取 下 的 标准 弧 ,而 厂 是 蝴 布 在 曲线 工 一 ! 上 的 积分 . 不 
失 一 般 性 ,可 以 假定 1h| <В/2. Ж4., ВАХ, |1, <Сз, 其 中 С, Ж 
常数 . 再 者 ,引进 变量 了 = |t 一 to|, 我 们 就 得 到 


R ar 
Ti1<0O1 | шоб” 


其 中 CO 是 常数 , 且 为 了 季 单 起 见 ,我 们 在 这 里 引进 了 记号 д= [А|. 
通过 关系 式 ?= 一 0.p 引进 新 的 变量 р, 我 们 得 出 


В 
12А [8 др 
|2,1 <С19 Г. 0*|1— рі?" 


现在 如 果 ^4, 划 有 


dp 
上 Pll—pl* <|, pll~—pl” к. 

(后 一 个 积分 是 收敛 的 ) ， 因 为 在 公式 (61.2) 中 总 可 以 认为 > 子 
( 当 X< 玉 时 ,没有 什么 困难 亦 同 样 可 以 得 出 一 个 直 楼 的 估计 式 )， 
因此 我 们 的 千 论 得 到 了 亦 明 ， 

28 上 面 所 得 到 的 千 果 可 以 稍为 加 以 推广 ， 亦 就 是 ,假定 西数 
ОЛЕГ БЕ, НЕ Г ТЕЕ ТОВЫ 2 к о ОЕ 
意 小 的 ) 邻 域外 , 处 处 都 是 有 界 的 ,而 在 点 “附近 这 个 面 数 可 能 是 
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无 界 的 ,但 是 ,这 个 画 数 在 那里 具有 性 质 
е0, 


另外 ,还 假定 ,可 能 除了 和 值 1=6 而 外 , 9 的 适合 方程 (51.1). 于 是 
我 们 现在 能 够 证 明 : 如 果 在 点 。 处 答 画 数 9 (0) 以 适当 的 值 , 那么 
这 个 画 数 在 上 就 是 属于 互 类 的 . | 
| 在 证 明 时 , 显然 只 需 考 虚 仅 有 一 个 c ДИН ТГ. 如果 
我 们 能 够 证 明 由 公式 (61.3) 所 确定 的 画 数 w(to) 是 有 界 的 , 那么 
我 们 的 结论 就 得 到 了 诈 明 ,这 是 因为 证 明了 这 一 点 以 后 ,我 们 便 可 
乌 利 用 上 一 段 所 得 出 的 车 果 . 
我 们 有 


0<a 一 常数 过 1; (51.5) 


= а 
[о(&) | <К тее 


КРК 是 某 个 常数 .依据 我 们 的 要 求 ,为 了 估计 |w(to)|, 显然 只 
需 估计 下 列 积分 就 够 了 : 


І) = -| тетер 
КАНА онор АУРЕ ТАА А РЕЖ 
Ш, ЕІ ЕЖА. 07 [2—6|, = |0], 


我 们 就 有 
Tolio) <К' |. с 
其 中 K' 为 茶 个 常数 . 
如 果 a 十 入 二 1, 那么 ,积分 


Е ат 
=] и 
T(to) or°|r—rol* 


=К'Г(), 


是 有 界 的 @ РЕЗАНИЯ ГНЕВА. 

我 们 可 以 通过 将 数 a (或 者 入 ) 稍 许 (任意 小 地 ) 增 大 的 办 小 来 
消除 «+ 和 一 1 的 情形 . 

Ф. 比照 第 99 页 ， 


Ш. ЖИВОМ РУДА. 231 


我 们 来 研究 а-+-^>1 的 情形 . ЧЕК г=тор, 我 们 得 出 
пу 1 "> dp 1 г dp 
I (to) га+А-1 | р"11—р|* <), о" |1—р|* А 
Н РЛ ЕС НУ. 
ЕЛЕНА, 7 АФНОР 8С оо (бо) 的 类 位 的 估 
计 式 : 


[о (№) | < т а, 
依据 等 式 (51.1a) ,由 它 可 以 导出 p (的 的 下 列 新 的 估计 式 


常数 
l9 (8 | БЕГЕ ， 


{р а’=а+^—1<а. Жа --А<1, 那么 , 我 们 可 以 化 为 前 一 
个 情形 . 但 车 a 十 和 之 1( 如 前 面 所 述 , a' НА =1 Я АЗ), 
我 们 可 以 重复 上 面 的 讨论 , 且 显 然 , 沟 过 有 限 次 这 样 的 步 骏 以 后 ， 
Фи яр’ а А1 (在 新 记号 下 ) 的 情形 . 这 样 一 来 ， 
我 们 的 精 论 便 得 到 了 证明 . 
$592. Егейһо1т а Е 
АННЕ, Fredholm 方程 
Ма (в) 9 (to) +[ п (в, 0000 дь) (62.1) 
理论 中 的 基 些 结果 . 
对 于 方程 (52.1) 中 的 元 素 , 我 们 暂时 做 一 些 比 上 面 更 一 般 的 
假定 , 亦 就 是 ,规定 4(t) Жен т 
(to 0) = 000) 0<X<1， (52.2) 
| 如 一 引 
其 中 w(to, р а Г ЕК. ИУ о() 558 


中 ”不 失 一 般 性 , 象 往常 那样 ,可 以 认为 <(b =1, 
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根据 Fredholm 方程 理 花 , 我 们 将 认为 以 下 的 事实 是 已 知 的 . 
如 果 齐 次 方程 
№Мо-0 (52.3) 
ВУЗЕ А, РЕ (52. ПЖ Ая 9 都 有 唯一 的 解 ， 
并 且 这 个 解 由 公式 


н. 7, gd (82.4) 


形式 
7y (to, 0) ка. 0<А-<1, 
其 中 入 (全 0) ХНН, Ч у (10, Р) ИМИ Fredholm 


К. 
ВНЕ ЕАО (62. ЗУ. Не 
醒 过 ,这 个 方程 只 能 有 有 限 多 个 米 性 无 关 解 , 它 的 相 联 方程 
№'/=0 (52.5) 

НИНЕ ОНИ БЕЯ. 

我 们 分 别 用 9 92;…，94 和 фа, 册 ，…, 由 表示 齐 次 方程 
(62.3) 及 (52.5) 的 线性 无 关 解 的 完备 系 . 

当 且 仅 当 非 齐 欢 方程 (52.1) ОЖ 


| 04-0, j=1, 2, sn (52.6) 
8}, Е (62.1) А. 
现在 我 们 就 明 , 在 我 们 所 对 论 的 情形 下 , 亦 存在 象 在 (62. 当中 
出 现 的 那 种 算 子 了 ， 并 且 这 种 算 子 具有 下 述 的 性 质 :如果 适合 条 
件 (52.6) , 则 西数 
g (to) Tg=a (to)g to) + |7 а 
是 方程 (52.1) 的 解 (更 确切 地 说 , ЕР); 在 这 种 情形 下 ,我 
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们 可 以 把 面 数 7 (о, 0) 叫做 广义 的 Fredholm ЗРК. 
我 们 要 用 的 方法 是 设法 把 问题 归 业 为 齐 次 方程 没有 非 堆 解 的 
情形 来 解决 | 
ТН, ЗЫ НОЕ А Е В ри Э, (О, 
608), 5-5, 6.0) 及 的， т (0), 55, т (0), 它们 与 两 数 91(1)， 
Фа(6), ---, фа) ЕО, 和 办， 由 s(t) 由 下 烈 关系 式 : 


| Фі; = д;;, | у= бу (52.7) 
联系 ,其 中 
УР -{ 1 Я 07), 
. 0 44+], 
这 样 的 画 数 扣 及 六 是 一 定 可 以 用 无 穷 多 种 办 法 作出 的 ,在 
本 书 末 屁 的 附录 三 中 将 要 证 明 这 一 点 . 
与 方程 (52. 了 一 起 ,我 们 来 研究 一 个 新 的 Fredholm 积分 方程 


абр) + | в дн | 08-99, 
(52.8) 
О АОК 
方程 (62.1) 的 解 ， 事 实 上 , 假定 p(8) 是 方程 (52.8) 的 任 一 个 解 
(如 果 这 样 的 解 是 存在 的 ) ,那么 ,根据 方程 本 身 ,有 


N p(t0) + ата) =g (ho), (52.9) 
其 中 是 常数 
а | pWE DA. (52.10) 


Ф Fredholm 本 人 也 鲁 有 过 这 样 的 移 解 式 ， 广 义 的 称 解 式 的 最 简单 的 理论 司 
以 在 №. А. Hurwitz [1] 中 找到 , 他 把 它 叫 做 拟 物 解 式 。 此 处 所 条 用 的 广义 的 强 解 
式 的 作法 就 是 他 的 方法 . 

© 参看 前 面 的 注 积 . 

图 ”我们 附加 这 个 条 件 基 为 了 应 用 于 奇异 积分 方程 ; Hurwitz 只 考虑 了 М 
Е 他 并 没有 引进 这 个 条 件 ， 
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将 (52.9) 的 两 端 乘 以 加 (io)dio, 并 沿 着 上 对 于 如 进行 积分 ， 
又 注意 到 (52.6) , (52.7) 以 及 (参看 $ 46) 


| р Мод |, ом" а =0 (52.11) 


(因为 М'ь=0) ,我 们 得 到 wz=0. 因此 ,在 (52.9) 中 所 有 a=0 
于 是 , 贡 p 一 gto) ， 而 这 亦 就 斌 明了 我 们 的 车 论 . 

最 后 , 我 们 证 明 : 由 《52.8) 取 g(to) =0 而 得 出 的 齐 次 方程 没 
有 非 雳 解 ， 事实 上 , 我 们 刚才 已 沟 看 到 这 个 方程 的 每 一 个 解 同 时 
也 是 方程 人 2p=00 的 解 , 而且 所 有 的 常数 wm=0. 因此 ,一 上 方面 
ф= 61 1-6. ф2-+--- +6, фо, Ж 03, ба, 5, 0, Неее 
面 ,因为 а=0, 故 由 (52.10) 及 (52.7), 我 们 得 出 ， 所 有 = 
亦 就 证 明了 我 们 的 结论 . 

由 .上 面 还 可 以 推出 , 非 齐 次 方程 (52.8) 对 每 一 个 右 端 9 (00) 都 
是 单 值 可 解 的 , 而 且 这 个 解 可 以 表 成 形式 8p 一 了 Tg， 其 中 荆 是 上 述 
形式 的 算 子 . 此 外 ,如 果 还 适合 条 件 (52.6) , ВА, 正 象 我 们 所 网 
到 的 那样 , Ty 将 是 原来 方程 (52. 1) 的 一 个 解 ， 因此 ， ЗАРЕ ВЕ НН 
ТГ ХАЛЛЕ. = 

在 适合 条 件 (52.6) 下 ， 方程 (52.1) 的 一 般 解 显然 可 以 表 成 形 


式 
p=Fg+opit 6: фат 6 фа. (52.12) 

还 容易 看 出 ，D 的 相 联 算 子 王 对 方程 Wo=9 的 相 联 方程 
№о=9 所 起 的 作用 与 算 子 工 对 方程 Моро 所 起 的 作用 是 同样 
的 . 

最 后 我 们 指出 下 烈 事实 ， 我 们 假定 , 在 方程 (52.1) 中 系数 
а(ю) ЖР Н 类 的 , ЗЕНА п“ (00, 2) 具有 (52.2) 的 形式 , 其 中 
т" (5, ) 亦 是 属于 Н 类 的 ， 再 假定 g(to) 是 了 上 点 如 的 及 类 的 
任意 画 数 . 注意 到 图 数 g (to) = Го (to) 是 方程 (52.8) 的 解 , 根据 


Ф ”因为 当 g (to) =0 时 ,条 件 (52.6) 显 然 是 适合 的 。 
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ЕВГЕ, нр Н, Г9(®) ЖАР Н З, ХЕ Г'9 (to) 
КАН ТАРЕ ав. 


553. 基本 定理 


把 上 面 几 闻 所 得 到 的 烙 果 和 Fredholm 方程 的 基本 理论 进行 
对 照 ,就 容易 导出 奇异 积分 方程 


Kp=A() pC) +. КО) (58.1) 


的 一 般 理 论 . 

方程 (53.1) 的 一 般 理论 基本 上 首先 是 由 Е. Noetherc 葵 出 
的 . ХЕИ. Н. Векуа 的 论文 中 ,特别 在 他 的 论文 [中 , 答 出 了 奇异 
积分 方程 理论 非常 简单 的 形式 ,我们 将 在 下 面 几 节 中 叙述 瑞 . 了 
Векуа 的 结果 . 

但 是 ,在 这 一 节 中 , 我 们 基本 上 但 照 着 Noether@ 的 方法 来 讲 
解 ,只 做 了 一 些 修正 和 简化 . 

发 M 是 算 子 有 的 某 个 正则 化 算 子 (参看 § 45)。 正 象 在 $50 
中 那样 ,由 (583.1) 我 们 得 出 一 个 Fredholm 方程 

Ny=MEy— М, (53.2) 


在 它 的 解 中 包含 了 方程 (53.1) 的 所 有 解 . 
现在 提出 的 目的 是 : 在 有 了 Fredholm 7 (53. 2 的 一 般 解 
后 ,要 想 求 出 方程 (58 .1) 的 一 般 解 来 . - | н. 
首先 ,我 们 写 出 方程 (58.2) 的 可 佣 性 条 件 , 蕊 个 是 


| wmtran=o， j=—1, 2 (53.3) 
五 


Ф 正人 象 在 这 整个 一 部 分 中 那样 ,我 倘 依 定 适合 在 $ 44 中 所 加 的 条 件 。 

Ф Е. Noether 考虑 了 可 表 为 在 $ 44 末尾 注释 3 中 所 指出 的 形式 的 奇异 积 秀 方 
程 ,但 是 ,他 的 讨论 不 作 任何 原则 性 的 改变 , 便 可 以 移植 到 这 里 折 考 姬 的 情形 。 这 种 移 
植 作 了 若干 简化 后 发 表 在 В. Д. Купрадзе 的 论文 [3] (参看 3 55 末尾 的 脚注 ) 中 . 
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фо; о, (6), 1=1, 9, …, в 是 (58.2) 的 相 联 齐 Fredholm 
方程 

М'р=Е'М'-0 (53.4) 
НЕЕ ЗЕЕ. 假定 条 件 (53.3) 是 适合 的 , 而 这 些 条 件 
依据 公式 (46.7) 可 以 改写 成: 


[Моа —0, j=1, 2, mw， (53.5) 
那么 ,方程 (53.2) 的 一 般 解 可 以 表示 成 (参看 上 一 节 ) 形 式 
р) =гМу(а) +] аж, (53.6) 


其 中 卫 是 上 一 节 所 指出 的 完全 确定 的 算 子 и (0-1, 2, ---, т) 
是 齐 次 方程 МКо-о 的 灵性 无 关 解 的 完备 系 , 6; 都 是 任意 常数 . 
但 是 ,方程 (63.2) 的 这 个 解 可 能 并 不 是 原来 方程 (53.1) 的 解 . 
事实 上 ,如 果 о 是 方程 (63.2) 的 任 一 个 解 , 而 方程 (63.2) 可 以 改 
写成 : 
М(Ко 7) =0, 
那么 ,显然 有 
Ер-7-Маё, = (53.7) 
НН, 5, 56, En 是 方程 МЕ 0 ЕН: Эс ЖИ 516 Ж, 而 
1, Оа, --*, а, 是 某 些 常数 .显然 , ОРЕ ТЖ Ф, 也 就 是 ,如 
果 公 式 (53.6) 中 的 常数 ca，ca *…， Cn 都 给 定 了 ,那么 ЖЖ ал, ва, 
,Um 将 是 完全 确定 了 的 ， 
为 了 保证 方程 (53.2) 的 解 (53.6) 也 是 方程 (63.1) 的 解 , 必需 
而 且 只 需 使 所 有 %=0， 我 们 把 这 些 条 件 通 过 已 知 夯 数 了 和 常数 
с, ЖЕ; 为 了 这 个 目的 , 把 公式 (53.7) 中 的 常数 а 用 上 面 所 述 
元 素来 表示 . 为 此 我 们 这 样 来 进行 :发 61, 63, ***, Е ЕНК 
的 任意 的 确定 画 数 ,使 它们 适合 下 列 条 件 : 


|. 24 (075; (to) dto= ду, 
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其 中 
д;=1 ( 当 4 一 力 ， 35 一 0 (2444); 
这 样 的 画 数 是 一 定 可 以 找到 的 中， 现在 将 (53.7) ША 
2} (0) dto 并 且 沿 着 工 积分 ,那么 ,我 们 得 出 
=) 80р). 


ЕН р (to) 用 宅 的 表示 式 (53.6) ЖМК, 并 且 进 行 入 
单 的 变换 @ ,我 们 就 得 到 公式 


а=) Ане, (58.8) 
其 中 方 是 通过 画 数 了 由 下 述 公 式 表示 的 常数 : 
=|， fi (to)F (#0) dto, (53.9) 


其 中 (6) 表示 Н ЖЕНЕ ЕН РИМЕ 了 无 
关 , 又 与 常数 o 无 关 ,而 4#* 是 完全 确定 的 常数 ВЫ} п < 6 
Эс. 于 是 ,为 了 保证 由 公式 (53.6) 所 确定 的 画 数 9 是 原来 方程 
《53. 了 的 解 ,必须 而 且 只 须 使 常数 cx 适合 线性 代数 方程 粗 


>! Ани, 0, j=1, 2,…, т. (58.10) 
t=1 


如 果 这 个 方程 宜 有 解 , 那么 , 原来 的 积分 方程 本 有 和 解 , 反之 亦 
然 , 但 是 ,我 们 知道 ,方程 租 (53.10) 的 可 解 性 条 件 是 有 限 个 形式 为 


Bisf; =0 
的 关系 式 (具体 是 多 少 个 并 无 关 紧要 ) ,其 中 By 是 确定 的 常数 ， 回 
想起 ,常数 fi 具 有 (53.9) 的 形式 ,我 们 可 以 把 上 壕 条 件 改写 成 形式 
ОТОУ (68.11) 


Ф 参看 本 书 未 尾 的 附录 三 ，。 
Ф УЕА (参看 $46) 
| = КЕМ/аи= | тим. 


244 第 二 章 ИБОРАТ А И ГЕИ УРА ЛЯ 


其 中 好 的 是 与 无关 的 完全 确定 的 五 ЖЖ. 再 注意 到 条 件 
(53.6) 也 具有 (53.11) 的 形式 ,我 们 就 得 出 下 迄 重 要 的 灶 论 : 
‚ВИНА НТН ЯМ, 可 以 表 肛 有 限 个 形 


人 


"ЕЖЕ РИМЕ Е. Noether 的 定理 ， 它们 在 形式 
为 (53.1) 的 奇异 积分 方程 理论 中 起 着 著名 的 Eredholm 定理 对 
Fredholm 方程 所 起 的 同样 的 作用 . 这 三 个 定理 是 : 
定理 I ре 
Ко=/ (53.1) 
可 解 的 充分 和 必要 条 件 是 


оо о о 0 0 соо © 


[Г лощфа-0, уфьз №, (6812) 
Жена, 6, =, фь Я АННА 9р0 НЕ 


ооо ee о 
о о о о ео о 
ss оф ох 


вх. = 
定理 III 在 前 一 定理 中 所 提 到 的 差 等 于 算 子 区 的 指标 ， 也 


НЫ 
ИЕ Ри, (53.13) 


ЖП 显然 是 定理 Ш ИНЫЕ, ЕР УЕ ЯН фк я А0 
定义 本 身 , НБУ К 的 特征 部 分 有 关 . 但 是 , 我 们 认为 单独 
ная 工 还 是 合式 的 , 这 是 由 于 定理 I 和 这 个 定理 都 可 
以 不 通过 求解 联 精 十 题 来 证 明 , 因 此 ,就 有 可 能 把 这 些 定理 推广 到 
一 系列 其 他 类 型 的 奇异 积分 方程 上 去 ， 而 对 这 些 方程 或 者 不 可 能 
直接 利用 联 竺 问题 或 与 它 类 似 的 问题 ， 或 者 利用 它们 反而 会 或 多 
或 少 地 复杂 化 吧 ， 现在 我 们 转 到 定理 1~ II НУяЕВЯ. 

Ф 根据 同样 的 理由 ,尽管 И. Н. Berya 171 的 方法 一 开始 利用 了 联 糙 丫 题 ， 可 以 


使 得 证 明 大 大 地 简化 ,但 是 ,我 们 认为 根本 不 讲述 证 明定 理工 和 定理 П 的 Noether 27 
法 是 不 切 当 的 。 
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定理 工 的 策 明 条件 (53.12) 的 必要 性 ,可 以 直接 从 8 46 Ж 
所 讲 的 结果 推出 .我 们 现在 证 明 条 件 (53.12) 的 充分 性 . 为 此 只 
要 证 明 条 件 (58.11) 是 条 件 (53.12) 的 推荐 就 够 了 , 因为 我 们 知道 
(58.11) 是 方程 (53.1) 可 解 的 充分 条 件 . 用 下 面 的 简单 方法 (Е. 
Noether 的 方法 ) 很 快 地 就 可 以 达到 目的 。、 假定 g() 是 任意 一 个 
Н 类 的 画 数 方程 

Кр= Еу 

是 可 解 的 ,因为 8g=9 就 是 它 的 一 个 解 . 于 是 ,根据 条 件 (53.11) 的 
必要 性 ,有 


|, Куй | 9Е'501=0. 


因为 这 个 等 式 对 每 一 个 画 数 9 ЖО т, а, КЈУ БУ 
К’; =0, 也 就 是 说 ,好 是 齐 次 方程 区 小 =0 的 解 . 所 以 , ў 应 这 
是 画 数 册 的 硬性 粗 合 因此, 条件 (58.11) 就 是 条 件 (53.12) йе 
论 , 而 这 就 是 所 要 求证 明 的 . | 
ЖЕП АЕ 仍然 假定 ML 是 愉 的 任意 一 个 正则 
化 算 子 ， 我 们 考虑 两 个 彼此 相 联 的 齐 次 Fredholm 方程 
МЕр=0, 了 MY 一 0. (58.14) 
这 两 个 方程 具有 同样 个 数 的 糕 性 无 关 解 ， 我 们 用 两 种 方法 来 计算 
这 个 个 数 ,再 比较 所 得 的 精 果 ,我 们 便 得 出 定理 II@. 
我 们 分 别 用 
$;(9=1, 2 人， 用 (= 二 2, 1 ， 
(= 9, m), wif=1, 2 
表示 方程 
Kp=0, Kj=0, Mx=0, Mo=0 


Ф 这 里 所 引进 的 定理 开 的 证 明 的 想法 和 F. Noether 的 证 明 是 一 致 的 ,但 是 ;已 
远大 大 地 简化 了 它 , 这 种 证 法 是 由 И. Н. Векуа 指出 的 ,并 且 发 表 在 我 的 验 文 [8] 中 ， 
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的 粮 性 无 关 解 的 完备 系 .方程 МЕК р =0 的 所 有 解 都 适合 方程 
Кр 53а, (53.15) 
其 中 оу Э. Боно Лу НЕЕ, 使 得 方程 (63.15) 是 
可 解 的 ,根据 定理 I， 亦 就 是 ,要 求 
Ў Ауу =0 (0=1,9,---, №), (53.16) 
其 中 
д рай (0—1, 2, 6, 03-1, 9,5, т), 58.07) 
ВЕ т АД 的 秩 ; 那么 , 我 们 知道 , 在 满足 方程 租 
(58.16) 的 常数 аа, а», …, а Ф тт 个 是 完全 任意 的 , 而 其 
余 7 个 则 是 它们 的 粮 性 粗 合 .我 们 用 Б, 5s,…, bm 表示 这 些 
任意 常数 .把 (53.15) 右 端的 4; 换 成 它们 通过 5; 的 表示 式 ， 就 把 
方程 (53.15) 变 成 形式 
Ко= Уа, 
н & С 的 革 些 线性 粗 合 ; 容易 看 出 ， 夯 数 С, ЛЬ ЗЕ 
的 @. 
上 面 的 方程 对 任何 b 都 是 可 解 的 , 解 这 个 方程 ,就 得 出 
ф= p32 + в;фу, 
其 中 6; 和 bi 同样 都 是 任意 常数 , 而 m Е Кре, (4=12, 
Ф 事实 上 ,如 果 对 于 基 些 常数 值 5; 有 
Яны, 
唱和 式 
5, аа 


(在 其 中 以 а ОМ Ь, 的 表示 式 代 入 就 得 出 上 面 的 和 式 ) КАРАР, Р НЯ аА 
粮 福 无 关 性 ,所 有 a1 一 0。 但 是 , 5 无 非 是 ai 中 的 某 些 数 ,于 是 所 有 bj 二 0， 
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…， т— т) 的 任 一 特 解 . 容易 看 出 , В ор, фу 是 线性 无 关 的 由 . 
于 是 , (53.14) 的 第 一 个 方程 恰好 有 mm 一 ?+ 个 六 性 无 关 的 解 ， 
现在 转 到 计 论 (53.14) 的 第 二 个 方程 ,我 们 得 出 完全 类 似 的 精 
ЖОЕ АНЕ М ж К К М, 从 而 ,把 如 和 9 
ЛА АХ Чн 和 os， 与 此 相应 ,代替 常数 А, 我 们 得 到 常数 


43| А, 


于 是 , Ер [А | о ДЕЕ [А1 的 秩 是 相同 的 , АР 
т. 这样 一 来 ,我 们 得 出 : (58.14) АЯ — АННЕ 
数 等 于 #' 一 ?十 mW。 把 这 个 结果 和 前 面 的 精 果 作 上 比 罗 ,我们 便 得 出 
m—r?+b'=m—r+E, 
由 此 ,最 后 得 出 | 
下 一 外 一 和 — т, (58.18) 
因为 ,对 于 所 有 具有 同一 特征 部 分 的 方程 Kg = 0, 我 们 都 可 
以 选取 同一 个 庆 当 作 正 则 化 算 子 ,因此 , 数 m%w% 一 % 也 都 是 相同 的 ， 
于 是 ,由 等 式 (53.18) 便 证 明了 定理 I. 
根据 定理 П 知道 , 为 了 证 明定 理 II， 只 要 在 算 子 到 中 仅仅 
保留 它 的 特征 部 分 来 计算 % 一 5' 就 可 以 了 ;但 是 ,这 时 方程 区 p 一 0 
就 变 成 了 齐 次 特征 方程 ， 所 以 由 $ 48 末尾 所 讲 到 的 公式 (48.15) 
就 可 以 直接 推出 定理 III@ . 
Ф 事实 上 ,如 果 对 某 些 值 mw， oj 有 
рэ суф = 0, 
旧 将 算 子 及 作用 到 上 一 等 式 的 两 端 , 便 得 出 
Тн, 
由 此 可 以 知道 ,所 有 6-0. 但 是 ,由 上 
Ф 099—0, 
这 就 意味 着 所 有 oj 一 0， | 
® Е. Noether ЖАЖ ТЕНИ НЗ ЖЖ а, 而 是 利用 了 


Riemann-Hilbert ПА, ХР ИНЫЕ — азс Т УЧЕ АЕ А0 Е 
法 。 


248 第 二 章 ТЕНЕТА ЕИБ ТЕДА АРЕ 
注释 1 我 们 指出 定理 ПІ 的 一 个 直接 推论. 


解 ,这 是 因为 此 时 这 个 方程 解 的 个 数 为 天 -zx 二 加, ШО. ^^ 
注释 2 由 上 面 的 注释 可 以 推 知 ,如 果 方 各 
Ko=f (*) 
的 指标 x 是 员 的 , 那么 , 找 不 到 这 样 的 正则 化 算 子 М, 使 得 方程 
(*) 对 任意 取 定 的 了 都 与 Eredhotm 方程 
МЕр- Мү Go) 
АЗ ФИ. ЗЕЕ Е, ЗАМЕНЫ (8 45), 正则 化 算 子 的 指标 应 
该 等 于 一 x>0， 我 们 假定 , 对 任意 取 定 的 f, 方程 (*) 和 (**) 都 是 
等 价 的 。 我 们 从 Н 类 任意 取 定 丽 数 p, 又 设 Крл, 其 中 
是 齐 次 方程 Mx 一 0 的 任 一 个 非 雳 解 (因为 算 子 М 的 指标 是 正 的 ， 
因此 ,总 有 这 种 解 存在 )， 但 是 ,这 时 有 MEg = МУ, 因此 ,根据 广 
程 (*) 和 (x*) 的 等 价 性 假定 ,到 op 一 六， 从 而 有 Y 一 0， 而 这 和 所 发 
的 条 件 是 矛盾 的 . 
注释 3 我 们 还 指出 下 述 事 实 . 在 曲 禾 荆 上 取 定 有 限 个 点 сз, 
а, …， с, 我 们 不 在 Н 类 中 找 方程 (53. 了 ) 的 解 , 而 是 在 更 一 般 的 


_ Н* ВЕ ДА са, 62, …, оо 是 它 的 "和 结 点 ) 中 来 找 这 个 方程 的 解 . 


容易 看 出 ,这 时 候 对 要 找 的 解 所 加 的 条 件 更 一 般 化 了 ,而 我 们 所 要 
找 的 解 仍然 是 和 前 面 同 样 的 解 ; 换 句 话说 , Б" 类 的 解 必然 属于 也 
类 ， 从 五 * 类 的 每 一 个 解 都 必然 适合 Fredholm 方程 (53.2) , 便 可 
以 推出 这 一 点 ,而 后 一 个 方程 在 于 "类 的 解 都 必然 属于 已 类 (8561， 
2° В). 
554. 实 方程 的 情形 
可 能 发 生 这 样 的 情况 :方程 Ку = 下 我 们 暂时 把 它 写成 
Kp=AG) о) +|, do р-у), (64.1) 
Ф 这 个 事实 是 由 С. Г. Михлин@ 指出 的 。 
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其 中 


мо, 0-2. 000, (54.2) 


它 实际 上 是 一 个 实 方 程 的 情形 ,这 就 是 说 ,在 适当 地 选取 实 变量 з 
以 替代 变量 © 以 后 , 它 就 变 成 一 个 实 方程 

0880—00) 是 联系 变量 # 与 的 关 采 式 , 当 s 跑 过 确定 的 区 
| 1, г, ..., ГА ВУ, 那么 $ 描 出 构成 工 的 图 入 Та, 2з, , Г, (而 
Ва). 我 们 将 规定 , 导 画 数 9—2 (в) 处 处 都 不 取 值 替 ， 


нж Н 条 件 ; 关于 区 间 避 端点 所 应 该 做 的 附带 条 件 是 显然 
的 .为 了 简单 起 见 , 如果 我 们 仍然 用 原来 的 记号 ,用 表示 通过 * 的 
Желден t 的 画 数 ,那么 ,方程 (64.1) 具有 以 下 的 形式 : 


М p=A(s0) (8) +| И (зо, 8) (8) ф (8) в (к). (54.3) 

根据 条 件 : А (8), Л (во, 5), #(3) 及 f(s) 都 是 实 夯 数 . 我们 用 别 

Йова Е СИА М) 表示 通过 变量 з 表 出 的 算 子 К, 后 面 

便 会 明白 这 样 做 的 理由 . | 
我 们 来 考察 方程 (54.1) РНЕ 

Кое) +|, 0, Do Oi=0, 64.4 
或 者 完全 同样 地 ,考察 方程 (54.3) 所 对 应 的 齐 次 方程 

No=A(s) р (а) + |, N G0, 3)# (9) (8)00=0. (54.5) 


显然 ,在 我 们 所 考虑 的 情形 下 , 如 果 p(s) (8) +08) (其 中 

<(s) 及 nm(s) 都 是 灾 夯 数 ) 是 方程 (54.4) 或 者 完全 同样 地 是 方程 

(54.5) 的 任 一 个 解 ,那么 , 画 数 和 (s) 及 mG) 中 的 每 一 个 亦 都 是 解 . 

假定 p1(8) ，ps(8)，…，px(S) 是 齐 次 方程 (54. 分 或 者 (54.5) 

的 条 性 无 关 的 实 解 的 完备 系 . 那么 , 这 个 方程 的 每 一 个 实 解 都 可 
以 表 成 线性 组 合 的 形式 : 

ф (5) =0191(8) + Ca a (8) + -** Нк фь(8), (54.6) 
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其 中 常数 61，cs, "7, с, 都 可 以 取 任 意 的 实数 值 . 

根据 上 面 所 述 , 显然 ,方程 (54. 甸 或 者 (54.5) 的 每 一 个 复 解 也 
都 可 以 表示 成 同一 个 公式 (54.6) ,但 是 ,这 时 常数 61， ea， "е, Cw 可 
以 取 任 意 的 复数 值 , 

这 样 一 来 ， 我 们 无 论 是 在 实 域 中 还 是 在 复 域 中 求解 时 ， 方 程 
(54.5) 的 线性 无 关 解 的 个 数 都 是 相同 的 , 只 是 在 第 一 种 情形 下 , 浪 
性 棚 合 应 该 理解 为 实 系 数 的 ,而 在 第 二 种 情形 下 , ЕВЕ а рдЕ 

我 们 更 在 考察 (54.4) 的 相 联 方程 , 亦 即 ,方程 


КА) +|, NC, 加 Do-0， (5.7) 


我 们 现在 作出 (54.5) (理解 为 实 方程 ) 的 相 联 方程 , 也 就 是 ， 
在 (54.5) 的 核 中 把 变量 s 与 s 交换 位 置 而 得 到 的 方程 : 


N'w=A(s) 0 (s0) + (во) |, АМ (в, в) (8) 4—0. (54.8) 


ху (54.7) АНН], МЕЛ (54.7) 中 引进 变量 s 
以 后 , 它 变 成 了 形式 


Абау) + | Ns, в) (8) 4 (8-0 (54.9) 


(这 正 是 我 们 对 方程 Kp 一 f 和 对 p 二 下 左 映 所 出 现 的 算 子 采 用 不 
同 的 记号 来 表示 的 理由 ).， 

但 是 ,方程 (54.8) яп (54.9) 之 间 井 没有 本 质 上 的 区 别 : 如 果 在 
方程 (54.9) 中 通过 关系 式 

4 (в) = [1 (8) 1 (8) 

用 新 的 未 知 画 数 %(s) 来 替代 未 知 夯 数 由 (9) , 那么 ,将 方程 (54.9) 
乘 以 #(s0) 之 后 , 它 就 变 成 了 方程 (54.8). 

假定 в; (3) (j=1， 2,…, Б) 是 方程 Мо-о 六 性 无 关 的 实 解 
的 完备 系 .根据 上 面 所 讲 的 容易 看 出 , 画 数 粗 Ши, (8) = ГР (8)] зоо (8) 
ЕН К/ф=0 (在 复 域 上 ) 的 六 性 无 关 解 的 完备 条 .我 们 知道 ， 
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方程 (54.1) 的 可 解 性 条 件 为 


| FOh OG (j=l 2, (54.10) 


зе р, РЕЗ, Г] о, ЖЕ, 我 们 就 得 到 在 实 形式 
下 的 这 些 条 件 : 


[,79)9(948=0 (3—1, 2, ,DD. 54.1D) 
вана, Кинои 如 果 只 言论 实 域 上 的 


$ 55. И. Н. Венуа 的 等 价 性 定理 和 基本 定理 的 新 乱 明 


ДЕ $50 中 我 们 所 指出 的 正则 化 方法 САВР НЕКАЯ т 
基本 定理 ) 的 根本 性 叉 点 ,是 交 正 则 化 后 而 得 到 的 Fredholm 方程 
不 一 定 和 原来 方程 是 等 价 的 . 我们 其 至 已 释 看 到 了 (8 58 中 的 注 
#2), 在 x<0 的 情形 下 , 用 这 种 方法 一 般 是 不 能 得 到 等 价 性 的 . 
ЧЕ, ЖЖ 是 说 根本 就 不 可 和 能 把 已 给 的 奇异 积分 方程 用 某 种 方 
法 变 成 一 个 和 宅 等 价 的 Fredholm 方程 ， 相 反 地 , 却 有 下 列 定 理 ， 

等 价 性 定理 CW. Н. Векуа) ”奇异 积分 方程 


7 (55.1) 


ооо ооо 0 oo + * ох 


事实 上 ， АЕ. х ЕЕ ато 
种 情形 : 

J，x 之 0， 在 这 种 情形 下 ,存在 算 子 К 的 这 样 的 正则 化 算 子 
М, 使 得 齐 次 方程 Mw 一 0 没有 非 雳 解 ， 例 如 , 可 以 取 算 子 及 "也 
就 是 , 算 子 К 的 特征 部 分 的 相 联 算 子 ) 或 算 子 Ко (Е, 算 子 


Ф И. Н. Векуа[7]. 
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К 的 相 联 算 子 KK' 的 特征 部 分 ) ЧЕХИЯ. НАМЕ 
指标 都 等 于 一 x<0, 因此 ,对 于 这 样 取 定 的 М, 方程 Mow=0 就 只 
有 平凡 解 三 0 . 在 这 种 情形 下 , 由 公式 (45.14), (46.4) 及 
(46. 国 可 以 知道 , M 的 确 是 正则 化 算 子 . 
设 了 是 具有 上 述 性 质 的 任 一 个 算 于 ,那么 , Fredholm 方程 
MEp-M/ (55.2) 
和 方程 (55.1) 就 是 等 价 的 ,因为 方程 区 p 一 广 的 所 有 解 显然 亦 都 是 
方程 MEp—Mf 的 解 ; 反之 , 方程 МКф= Му 的 所 有 解 也 都 是 
方程 (55.1) 的 解 ,这 是 因为 , 由 方程 (56.2) 可 以 得 出 M(Ky 一 放 
—0, 并 因此 ,有 Kyg 一 f 一 0®@. 
П. x<0， 在 这 种 情形 下 ,存在 这 样 的 算 子 М, ВУКЕМ 
的 正则 化 算 子 ,此 外 ,方程 
| My=y (55.3) 
对 于 每 一 个 右 端 9 (五 类 的 ) 都 是 可 解 的 . 亦 象 在 前 面 那 样 , 例如 ， 
可 以 取 Ке 或 者 区" 中 的 一 个 当 作 算 子 下. 因为 这 时 它们 的 指标 
一 x 之 0, 因此 它们 都 具有 上 面 所 要 求 的 性 质 ; 这 种 选 法 还 具有 下 
烈 的 优越 性 :方程 (55.38) 对 于 峭 不 但 是 可 解 的 ,而 且 仅 须 通过 积分 
法 (8$ 47, 48) 就 可 以 把 解 表 成 完整 的 形式 . 


现在 进行 代 换 
p=My, (55.4) 
其 中 消 是 新 的 末 知 两 数 . 那么 ,方程 (55.1) 变 成 Fredholm 方程 
EKMy=/, (55.5) 


这 个 方程 在 下 议 意 义 下 与 方程 55.1) 是 等 价 的 : УЖ (55.1) 和 
(55.5) 同时 可 解 或 者 同时 不 可 解 ;而 且 在 可 解 的 情况 下 ,求解 它们 


Ф 参看 $8§ 47, 48. 

® 当 x>0 时 ,方程 及 p 一 /能 够 化 为 和 它 等 价 的 Fredholm 方程 МКф=М/ 
这 个 事实 是 由 С. Г. Михлин 1 指出 的 , 但是, 他 只 考虑 了 4 (= 而 二 仅 由 一 条 封 
此 图 黎 所 构成 的 情形 ; 如 果 还 规定 工 是 一 个 图 周 , 他 还 证 明了 算 子 К 可 以 取 作 算 子 
了 (用 我 们 这 里 的 记号 ) . 
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СУВЕ реа Ея К; В, п 
果 把 算 子 "和 К 中 的 一 个 取 作 М, 那么 ,利用 计算 积分 的 方 
法 就 可 以 实现 从 求解 一 个 方程 过 渡 到 求解 另 一 个 方程. | 

#55 Е, №8 (65.5) Вр ^^ ЖЕНУ ЕЖЕ (55.1) А0 (— 
个 ) 解 9p, ШУ (55.1) 的 每 一 个 解 g 都 (至 少 ) 对 应 于 方程 (55.5) 
的 (一个) Е р. ЗЕТ р ЖЕ (55.4) 而 求 出 这 个 解 。 因 
此 , 方程 (55.1) 和 (55.5) 是 同时 可 解 或 者 同时 不 可 解 的 .现在 我 
个 假定 这 些 方 程 都 是 可 解 的 ，Hredholm 方程 (55.5) 的 一 般 解 由 
公式 | 
| фо а (55.6) 
给 出 , НЯ р Е НЕТ, 4 6=1,2, .-6, т 是 方程 
КМ v0 的 和 线性 无 关 解 的 完备 系 , па, 是 任意 常数 .由 .上述 显 
然 ,原来 方程 所 有 的 解 都 由 公式 @ 

Ф=Мь-+> aM vy, (55.7) 


ЖАН: 对 赣 问 题 一 一 根据 方程 (55.1) 的 解 找 出 方程 (55.5) 的 一 般 
解 一 一 亦 是 类 似 的 (不 过 我 们 对 它 井 无 兴趣 ). 
上 面 的 定理 使 得 我 们 有 可 能 特别 简单 地 来 证 明 $53 中 的 基本 
定理 ， 我 们 答 出 这 些 定理 的 新 的 证 明 . 
定理 I 的 证 明 (И. Н. Векуа[7]) ”由 $46 末 居所 述 可 以 推出 
条 件 (58.12) 的 必要 性 .我 们 来 证 明 此 条 件 的 充分 性 . 为 此 ,我 们 
将 假定 条 件 (58.12) 是 适合 的 ,我 们 要 证 明 方程 Ky 一 f 是 可 解 的 . 
а) 首先 假定 x 宇 0。 此 时 ,方程 (55.1) 等 价 于 Fredholm 方程 
(55.2) ,于 是 ,根据 Fredholm 理论 如 采 适 合 关系 式 
| w Mfdt—0, ј=1, 2, в, (55.8) 
Ф В, у (01, 2, …， т) 是 疙 性 无 关 的 ,但 是 ,从 公式 (55.7) ЖЕ 


出 ， 齐 次 方程 p=0 的 线性 无 关 解 的 个 数 等 于 т уна, 这 是 因为 画 数 М ул (这 1 
2, …， т) ЕЕ, 
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其 中 @;(j=1, 2,…, т) 是 (65.2) 的 相 联 齐 次 方程 K'M'w 一 0 的 
条 性 无 关 解 的 完备 系 ,那么 ,方程 (55.2) 是 可 解 的 .上 迟 条 件 可 以 
改写 成 形式 
[ямоа-о. (55.9) 
但 是 ,由 于 KR'M'w0, 因此 , 画 数 M'w 就 是 齐 次 方程 小 =0 的 
解 ; 于 是 , 根据 条 件 (568.12), 条 件 (55.9) 是 适合 的 , 从 而 , 方程 
Kp 一 f 是 可 解 的 . 
b) ЗМЕЙ х0. 此 时 , 如 果 Fredholm 方程 (55.5) 是 可 解 
的 ,那么 ,方程 (55.1) 就 是 可 解 的 ,方程 (55.5) 的 可 解 性 条 件 为 
|, 9-0, (55.10) 


Ж у, (55.5) 的 相 联 齐 次 方程 М'К'у = я 
Ж. НИ Мо =ОЖи ВЕНЕ АЖ 4, (55.3) 
ЭНЕ НУ Р А, ПОЗА ЖЕ М'о=0 有 非 零 解 时 , 这 是 不 可 
能 的 . 于是, 7—0, 再 依据 条 件 (53.12) , 条 件 (55.10) 是 适合 
的 .这样 一 来 定理 了 便 得 到 了 证 明 . 

定理 II 及 III 的 征明 ”只 要 对 “>>0 的 情形 来 证 明 就 足够 
了 ,因为 在 x*<0 的 情况 下 可 以 对 相 联 方程 有 K' 沙 一 0( 它 的 指标 等 于 
一 x 之 0) 进 行 同样 的 讨论 . 

我 们 取 算 子 到" К° 之 一 当 作 正 划 化 算 子 М. ЖА, 方程 
Mg =0 ЭЕ, 而 方程 М0 有 x 个 钱 性 无 关 解 ，Fred- 
holm 方程 МКр-0 等 价 于 方程 Kp 一 0, 因此 ,方程 训 Kyp 0 的 
解 的 个 数 等 于 方程 区 p =0 的 解 的 个 数 D， 因 此 , НК МХ 
—О 的 解 的 个 数 也 应 该 等 于 ， 但 是 ,方程 K'M'V0 МНЕ 
次 方程 

М'= ець ен Бе (55.11) 
的 解 得 出 , 其 中 Ф:, фь, ее, рь 是 方程 К =0 的 糖 性 无 关 解 的 
Ф 均 是 指 线 性 无 关 解 的 个 数 。 一 一 涌 者 注 
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ЗФА, ПП Са, С», ***, cw 是 任意 常数 ,但 是 ,方程 (55.11) 总 是 可 
解 的 ,而 且 容 易 看 出 , 它 的 线性 无 关 解 的 个 数 是 在 (55.11) 右 端 中 
的 米 性 无 关 的 画 数 由; 的 个 数 冯 与 方程 Мф = 0 的 解 的 个 数 % 之 
Яп, Кр, в =’-Нх, 于 是 ,定理 IT 和 III 便 得 到 了 证 明 .， 


$56. 奇异 积分 方程 和 下 redholm 方程 的 对 比 . 
拟 Eredholm 奇异 积分 方程 . 化 为 标准 型 


1° 我 们 知道 , 下 列 定理 在 Fredholm 积分 方程 的 某 些 辕 题 的 
应 用 中 起 着 重要 的 作用 . 

假定 给 定 了 Fredholm 方程 fy = 六 Кн Е ж Fredholm 算 
+. 此 时 ， 

І. ЖЬ Ер=0 仅 有 有 限 个 线性 无 关 解 ， 

П. 相 联 的 齐 次 方程 了 p=0 Ер 0 有 同 梯 个 数 的 入 性 无 
关 解 . 

ПІ. 非 齐 次 方程 了 p 一 了 对 于 任意 右 端 f, 当 且 仅 当 祖 联 齐 次 
БЕ 一 0 БАНЕ Еро ВО 没有 大 志和 
时 , 才 可 解 . 

ГУ. 非 齐 次 方程 可 解 的 充分 和 必要 条 件 是 适合 关系 式 


|,f r=0, 


Жу, (0) 是 相 联 齐 次 方程 了 F' 汪 =0 的 灯 性 无 关 解 的 完备 系 . 
把 这 些 千 果 和 在 上 一 节 中 已 诈 明 过 的 有 关 奇 异 积分 方程 

Kop= 六 的 结果 加 以 比较 , 便 可 相信 ,包含 在 命题 IT~IV вА, 
除了 在 下 面 加 有 重点 的 部 分 外 ,都 可 以 移植 到 奇异 积分 方程 上 去 ， 
Fredholm 方程 和 奇异 积分 方程 的 基本 区 别 是 命题 II 应 该 换 成 命 
题 (仍然 沙 用 前 面 各 节 中 的 妃 号 ) 

Ф .这 里 定理 п юу 的 证 明 与 B. Д. Кунрадзе(81 БКА НЕЕ —38087; 亦 
ВЖИ. Н. Векуа [7]. 
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£k—bk'=x. 
但 是 ,在 奇异 积分 方程 中 可 以 划分 出 这 梯 一 类 方程 ,对 于 这 些 
方程， о, 6 I~IV И. 这 就 是 指 


如 果 齐 次 方程 —0 Е, 那么 яж Ко -; 对 于 
Н 类 的 每 一 个 右 映 都 是 可 解 的 (因为 , 此 时 相 联 齐 次 方程 Ку 0 
亦 没有 非 雾 解 ). 

这 一 类 奇异 积分 方程 可 以 叫做 拟 Fredholm 奇异 积分 方程 
而 把 对 应 的 算 子 亦 序 ,指标 为 雳 的 算 子 ) 叫做 拟 Fredholm 奇异 
积分 算 子 

2° 我 们 转 到 讨论 一 般 形 式 的 奇异 积分 方程 ， 回 想起 ,在 很 多 
情况 下 ，Fredholm 积分 方程 并 不 用 来 求 某 些 问题 的 数值 解 ， 而 
只 是 用 来 对 它们 进行 定性 的 研究 ， 因 此 , 显然 ,在 建立 了 奇异 积分 
方程 的 一 般 性 质 之 后 ,就 可 以 象 Fredholm 方程 那样 , 直接 用 它 有 
и 的 服务 ， 因 此 ， 着 不 是 在 所 有 的 情形 下 ， 把 奇异 积 


оо о е о оа о о е е 


eo 0 № 


ЯР Е, 

因此 , 便 自然 地 产生 了 下 列 同 题 :可 否 把 答 定 的 奇异 积分 方程 
妇 竺 为 茶 种 尽 可 能 简单 的 , 又 和 宅 等 价 的 (奇异 积分 ) 方程 呢 ? #4 
然 , 这 个 问题 是 一 个 含糊 的 问题 . 

И. Н. Berya"" 便 指 出 了 一 类 非常 简单 形式 的 奇异 积分 方程 ， 
所 有 其 他 的 奇异 积分 方程 都 可 以 归 千 为 这 一 类 方程 ， 而 且 不 致 破 
ЖИ. й, Блека Гая 
Коль) НВО | РОТ ка, дроу). 

| (56.1) 


Ф ЖИ. Н. Векуа[7] 中 ,在 这 种 情形 下 应 用 了 “ 拟 正 划 ?" 这 一 术语 .应 蔽 指出 ， 
-在 泛 画 分 析 中 ,现在 通常 把 能 应 用 定理 I~IV 的 泛 画 方程 简称 为 了 Fredholm 方程 . 

® И.Н. Векуа 仅 考虑 了 工 围 成 平面 上 某 个 违 通 部 分 的 情形 .在 这 里 扩 考 虑 
的 更 一 般 的 情形 下 ,我 个 得 出 了 同样 的 车 果 ( 利 用 了 适当 的 记号 ) 。 
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不 失 一 般 性 ,我 们 可 以 认为 ,之 上 的 正方 向 是 照 $ 29, 1° Ве 
那样 选取 的 . S+ 及 8S- 是 照 辕 一 节 中 那样 来 理解 ,并 且 假定 8 表 
示 平 面 上 包含 无 和 远 点 的 那 一 部 分 ,而 坐标 原点 位 在 8* 内 . 

我 们 用 % 表 示 方程 (66. 了 的 指标 , 并 考察 由 下 式 所 确定 的 算 
ҮМ: 

муа) (+2 | 30%, (56.2) 


其 中 


1 
220 = уво + A HG 


1 (56.3) 
ГА 
АС) +В0) А0) -В() · 
容易 看 出 , М 是 拟 Fredholm 奇异 积分 算 子 , ЭКВр, 它 的 指标 
ЗЕР. 事实 上 ,这 个 指标 等 于 


52, а 22 |.- 517 {223 "И. 
1 АВ 
25 А+.В 1, 


22 (人 = 


__ х 
一 Но Нь 


Im 


= 一 х 一 
二 一 X% 十 527 Па Я, =0, 


因为 [In 可 5 一 2ni; 如 果 注 意 到 , 二 可 以 视 为 平面 上 部 分 8- 的 边 
界 ,而 S- 包含 无 穷 远 点 但 不 包含 坐标 原点 ， 便 不 难 确信 后 一 点 是 
ЖФ. 
АМН ЕН НН, 齐 次 方程 
My =0 没有 非 零 解 . 
因此 ,方程 (66.1) 等 价 于 方程 
No=MEKyp= Му, (56.4) 
Ф 在 计算 Па Пр 时 ,只 须 缆 这 样 的 封 并 转 线 的 全 体 一 周 就 够 了 :这 举国 烧 构 成 


一 些 平面 上 的 如 通 部 分 的 边界 ,这 些 违 通 部 分 是 8- ЯНИЕ НВК 2—00, 
是 因为 画 数 In рН ИЕ АЗАЯ РР, 
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此 时 , 算 子 М 的 特征 部 分 № 具有 非常 简单 的 形式 @ 
01 1и 1 Ф (Pat 
М = (14-6) (6) +5 (1 2274 + (56.5) 


仅 当 奇异 积分 方程 
| Мр= у (56.6) 
的 特征 部 分 АЖ БВУ, ВАУ ИЕ 它 对 做 奇异 积分 方 
家 的 标准 到 


我 们 着 重 指出 ,如 果 假 定 在 <<0 的 情形 下 道 合 可 解 性 条 件 @， 
那么 ,特征 方程 


Np=f (56.7) 
的 一 般 解 亦 具有 非常 简单 的 形式 ， 
glto) =№у-+а-к”Р,- 102), (56. 8) 


Ж Р, (6) КЖ и ТЕ, В. из ОВ, 
Pw1(to) =0, 又 有 


мучна) 000—400) 2| 00, (56.9) 


如 果 注 意 到 , ЖЕ Мору ХИ Х (2) НТА 
нй: 

1 м 2Е5*, 
хе) -| 279 当 zE€5-, 
那么 由 公式 (47.9) 就 很 容易 直接 得 出 公式 (56.9)， 

事实 上 ,对 应 于 方程 知 'p =0 的 齐 次 联 烙 问题 的 边界 条 件 具 
有 形式 : 


(56.10) 


Ф+(#) = (2), 
ЗЕНА (яп $ 35 的 注释 414), 55 (56.10) ВЕЛ 
хол. 
ДЕ «< 0 的 情形 下 ,方程 (66.7) 的 可 解 性 条 件 具 有 下 列 形 式 : 


Ф ”这 里 应 融 利 用 公式 (45,12) 或 (45.13)， 
Ф 后 面 要 答 出 这 些 条 件 [ 公 式 (56.11)]、 
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|, Hf (DAt=0, 2-0, 1, --, x—l; (66.11) 
这 直接 可 以 从 (47.8) 及 (56.10) 导出 . 
557. Т. Са]|етал-И. Н. Векуа 的 正 刚 化 方法 


在 前 面 几 节 中 ,我 们 介绍 了 两 种 正则 化 奇异 积分 方程 的 方 
РФ. ЗЕНА ВЕ, 这 种 方法 是 由 Т. Oarleman 对 一 
种 特殊 情形 粉 出 (参看 后 面 的 8 99), 并 且 由 И. Н. Векуа 
把 它 加 以 推广 的 。 在 很 多 情形 下 , 这 种 方法 比 之 上 壕 的 方法 会 更 


方便 些 . | 
假设 答 定 了 奇异 积分 方程 
Blto) (Dat 
Ky=Alto) ф (to) 2000 еб 
+ 二 | 2%, Do 0d), (57.1) 
或 者 把 它 简写 成 
Ко=Ко+Ео-р, {57.2) 
其 中 К жну К 的 特征 部 分 , 亦 即 仍然 是 
Е 204 (57.3) 
和 
ko= 工 | | 


НН, 0) 具有 在 544 ЧН НИНЫ АК (44.6). 
把 (57.2) 改 写成 
К%-/-Ер, (57.5) 


о 第 一 各 方法 是 用 方程 天 Kp 一 MJ 来 蔡 代 方程 Kp 一 /, Нир М 是 正则 化 算 
子 ,而 第 二 种 方法 则 是 利用 代 换 ФЕМУ. 
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产生 的 可 解 性 条 件 加 .根据 $4 的 车 果 , 我们 得 出 


ео ооо ао о г 


9 (io) = К Кр В* (to)Z (to) Р, 1 (to), 


9 (加 ) -К'Ко = К+ В" (to)Z (to) Р, (0), (57.6) 
其 中 


К*/=А* (to) f (to) — В 2 (Ф) ЈА т. А (57.7) 


ЕН. 202), А" (2), В*(#) 是 由 公式 (47.12) , (47.13) уе ИЛЯ 
数 ,而 Р, (0) 是 次 数 不 超 过 一 1 的 任意 多 项 式 ( 当 x<0 时 ,有 
Px_1(2) =0). 
根据 $46( 注 释 ) ТЭ 9 КЕ 是 第 一 类 Fredholm 算 子 ， 
Кк [| do Эф, (57.8) 
其 中 
(0, 9 = RT(to, Р), (57.9) 
ЗЕНА К" ТЕНЕ (00, 2) 上 时 ,把 加 当 作 变量 , 而 把 
і 考虑 成 参数 ,因此 


Ми D А0), 0 Ы ада 


(57.10) 
根据 $47 的 结果 , 当 x 宇 0 时 , 方程 (57.6) 等 价 于 原来 方程 
(57.1) ;但 是 ,如 果 “<0, 那么 ,应 蔽 把 由 条 件 (47 .16) 产 生 的 方程 


РЕФ (0) ОГ _ р 
| 20) -| #6) (#=0, 1, --*, 1), (67.11) 


也 归 太 方程 (57.6), 并 且 此 时 原来 方程 (57.1) 与 方程 (57.6) 和 
(57.11) 的 全 体 是 等 价 的 . 
方程 (57.6) 是 (第 二 类 )Fredholm 方程 .提醒 一 下 ,根据 845 
(注释 ) 中 所 讲 的 千 果 
№ (to, 0 


四 ”这 些 条 件 在 后 面 要 考虑 到 [公式 (57.11)]。 
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其 中 W*(to, 8 Н ЖЕ. 
ЗЕЕ, ИНЕ РВ ГЕЛИ ЕВА 
的 是 还 保持 了 等 价 性 其实 ,在 x*<0 的 情形 下 ,除了 第 二 类 Tred- 
holm 方程 以 外 , 我 们 还 得 到 了 附加 方程 (57.11) ,但 是 , 这 并 不 是 
本 质 的 问题 , 因为 , 基本 上 已 泡 把 问题 归 千 为 求解 -一 个 Fredholm 
方程 (57.6). 
为 了 正则 化 奇异 积分 方程 ， 如 果 不 利 用 $ 47 的 公式 ,也 可 以 
从 $ 48 ДЭН. Жар, Балт ЕФ 
К'р= р-у (6), (67.18) 
其 中 


Корал) Yt) ВФ, тла) 


г 2—10 
к |А 60, фа. (57.15) 


和 上 面 完 全 类 似 , 利用 $48 中 的 结果 , 我 们 就 得 出 : 当 * 宇 0 
时 (其 中 w 表示 方程 (57.13) 的 指标 ) ,方程 (67 .13) 等 价 于 (第 二 
类 ) Fredholm 方程 


+E -K+ , (57.16) 


其 中 9/5) 是 次 数 不 超 过 x' 一 1 的 任意 多 项 式 ( 当 w=0 时 ， 
Qw-1(to) =0). 

当 w*<0 时 ,方程 (57.13) 与 方程 (57.16) [其 中 9-2 (io) =0] 
和 由 条 件 (48.12) 所 得 出 的 附加 方程 


| #2 (0) B* (#9 kK’'y (#) di= | 82 (2) В“(#) ӯ (Ра 
(&=1, 2, .-., —x!—1) (57.17) 
是 等 价 的 . 


Ф ЖЕТ, Ку 当然 可 以 看 成 与 它 作为 方程 及 p==f 的 相 联 方程 是 没 
有 联系 的 ,因为 每 一 个 奇异 积分 算 子 及 ' 都 可 以 表 成 形式 КОК. 
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ИМИН Н ЕВЕ К! ЗЕ К 的 相 联 算 子 的 情形 下 ,Fredholm 
方程 (57.6) 及 (57.16) 一 般 讲 来 并 不 是 相 联 的 , 这 是 由 于 (КЮ, 
КК", ПУР КА. 

从 这 种 正则 化 方法 出 发 ， 可 以 得 出 上 -- 节 所 讲 的 企 部 基本 定 
НЕФ ; ЗЕЕ И. Н. Векуа 的 论文 [2] 和 [ 幻 中 已 杷 这 样 做 过 (他 用 的 
是 本 节 所 讲 到 的 两 种 方法 中 的 第 一 种 方法 ) ; 此 外 ,用 这 种 方法 还 
可 以 得 出 一 系列 新 的 籍 果 ,例如 ,在 下 一 节 中 所 讲 的 千 果 便 是 这 样 
ОКЕ, 


$58. 参数 和 的 引进 


和 在 Fredholm 方程 理论 中 所 做 过 的 类 似 , 也 可 以 在 奇异 积 
分 方程 中 引进 某 个 参数 入 ; 当 把 参数 入 作为 形式 为 (57.2) 的 方程 
中 的 算 子 Kk 前面 的 因子 而 引进 时 ,或 潍 把 它 作 为 形式 为 (57.18) 的 
方程 中 的 算 子 kK' 前 面 的 因子 而 引进 时 多 ,可 以 得 出 最 简单 的 又 与 
Fredholm 多 典 理论 最 接近 的 灶 果 ; И. Н. Begya'7 就 是 这 样 做 的 . 

按照 上 面 所 讲 的 ,我 们 来 考察 奇异 积分 方程 

Ky=K°yp+\ky =f (to), (58.1) 

其 中 * 是 任意 参数 (一 般 讲 是 复 参 数 ) . 

利用 上 一 节 中 所 指出 的 第 一 种 方法 来 正则 化 这 个 方程 . 当 
% 之 0 时 ,我 们 得 出 一 个 等 价 的 fredholm 方程 


Ф-АККо=Р (to0), (58.2) 
其 中 
РО) =R'f+B’ (to)Z (to) Purlto), (58.3) 


而 Pv-1i(to) 是 次 数 不 超 过 x% 一 1 的 任意 多 项 式 ， 上 述 方 程 的 相 联 
章 次 方程 具有 形式 
УК) рер АККУ 0, (58.4) 
Ф 在 后 面 $102 中 ,将 应 用 这 个 方法 求证 明 在 更 一 般 情形 下 的 基本 定理 。 


© 这 人 恰好 对 应 于 在 Fredholm 方程 中 贿 数 (通常 ) 是 作为 Fredholm 8 
粮 部 分 (参看 $49) 前 面 的 因子 的 情形 ;用 届 的 方法 来 引进 参数 会 使 理论 大 大 复 隶 化， 
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由 Fredholm 方程 理论 可 以 知道 , 相 联 的 齐 次 方程 ФРЛ Е 0 
及 由 + 和 AEK'K” =0 同时 具有 或 者 同时 没有 非 适 解 ( 井 且 这 些 方程 
禾 性 无 关 解 的 个 数 总 是 相同 的 ) ; 仅 当 参数 入 取 一 烈 〈《 有 限 个 或 者 
无 限 多 个 ) 在 有 限 焉 离 内 没有 极限 点 的 “特征 值 ” 

А, №, 7 Nn "=. (58.5) 
时 , 才 会 有 这 种 非 需 解 存在 .如 果 和 不 是 (58.5) 中 的 值 , 则 非 齐 次 
方程 (58.2) 对 每 个 右 端 都 是 单 值 可 解 的 ;而 且 解 可 以 表 成 形式 : 


pO) =) | го, HOF (Wd, = (58.0) 


ЖФ Г (0, & ^) 是 Fredholm 5, Е А ЕЛЕР ВС 
在 点 列 (68.5) 处 具有 极点 . 
当 了 =0 时 ,也 就 是 ,在 原来 方程 是 齐 次 方程 的 铺 形 下 ,有 
РО) = Вк) 2 (to) (бов 1 +O ++ Ou-1) (58.7) 
(0; 均 是 任意 常数 ) ， 双 当 和 异 于 特征 值 (58 .下 时 , 方程 (58.2) 恰 
好 有 x* РАНЕЕ хх 个 解 可 以 通过 求解 fredholm 方程 
Ф+АЕК"Ер = В"() 2 (6) (&=0,1,2,.-, x—1) (58.8) 


os ee » + 0 .6 ононе 
ооо 
о оо о 


的 在 及 有 各 个 情形 下 ， носето „АННЕ. 

ЖИ. Н. Begyam 鲁 指 出 过 的 这 些 精 果 ,我 们 还 作 如 下 的 补 
ЗЕ: 现在 假 识 x*<0, ЖЖ, 原来 方程 (68.1) 与 方程 (58.2) [其 中 
Psa(to) =0] 以 及 上 一 节 的 附加 条 作 (57.11) 是 等 价 的 。 将 9 的 
Жел (58.6) КЛ. (57.11) 后 , 容易 看 出 , 我 们 得 到 下 列 形 式 的 条 
件 
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| 9,0, М0, 1-19, --, и, (58.9) 
Г 


其 中 о; (0, А) АЕ ЕЕ 1 (58.5) 处 具有 极点 的 确定 的 站 和 纯 
画 数 ， 对 于 异 于 值 (58.5) 的 入 , 条 件 (58.9) 是 方程 (58.1) 可 解 的 
充分 和 必要 条 件 , 这 是 因为 在 这 种 情形 下 , Fredholm 方程 (58.2) 
总 是 可 解 的 . 假定 入 异 于 值 (58.5) , 我 们 可 以 用 其 他 的 方法 来 表 
示 条 件 (58.9)， 也 就 是 ,我 们 考察 方程 Kg 一 0 的 相 联 齐 次 方程 


К КоА =0, (58.10) 
假设 фа, 由 2，… Фо (и == — я) 是 它 的 线性 无 关 解 ， 因 为 条 件 
,wfF ORO, jl,2, (58.11) 


也 是 方程 (58.1) 可 解 的 充分 和 必要 条 件 , 因此 条 件 (58.9) 和 条 件 
(58.11) 应 该 是 等 价 的 . 

由 此 容易 看 出 @ , 丙 数 wy(t, А) Ха р, (Р) МЕН, БЕ 
之 亦 然 ， 于是, 当 和 不 是 值 (58.5) В}, РН в; (4, 和 A) (j=1， 

‚ х) НЕВЕ ЕН = — я. 

БОЕ, ЗАВИН ТРЕЯ: 

当 x 一 一 %<0 时 ， тоир (8. 5) А, 方程 


ооо 
ооо ооо 
о о 


当 x=0 ВЕ, ЕВЕ, 在 拟 Fredholm 奇异 积分 方程 的 情形 下 ， 
本 节 中 的 业 果 恰好 和 Fredholm 方程 有 关 的 已 知 千 果 是 一 教 的 . 


$59. 对 于 某 些 其 他 千 果 的 简单 介绍 


本 章 中 所 讲 到 的 精 果 将 在 第 四 五、 关 章 中 沿 着 不 同 的 方向 加 
以 推广 . 
Ф 参看 本 书 末尾 附录 三 所 提 到 的 命 故 . 
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但 是 ,在 这 一 节 中 ,我 们 要 简单 地 介 帮 和 前 面 精 果 有 着 紧密 联 
系 的 一 些 精 果 , 虽 然 这 些 和 结果 本 身 亦 很 重要 ,但 是 由 于 受到 本 书 原 
定 范围 的 限制 ,我 们 不 可 能 仔 和 地 来 叙述 它们 . 
ЖЕ $8 116, 117 及 本 书 末 昆 的 附录 四 中 ,我 们 将 对 主要 在 后 来 
得 到 的 另 一 些 重要 粘 果 作 人 简单 的 介 帮 ， 
1° 假定 表示 前 面 人 生灵 讨论 过 的 奇异 积分 算 子 ， 在 $ 耻 中 
ЕГА Ж И. Н. Berya 指 出 过 的 方法 , 可 以 把 奇异 积分 方程 
Kg 一 正则 化 为 等 价 的 Fredholm 方程 . 但 是 在 早 些 时 候 , И. 
Н. Begya 还 全 指出 过 另 一 个 有 价值 的 方法 .这 个 方法 是 以 3 区 中 
所 讲 到 的 正则 化 方法 为 基础 的 ， 当 指标 «0 时 , ЗАРЕ, 
方程 Kg ў 可 以 利用 这 个 方法 直接 正则 化 为 等 价 的 Fredholm 
НЯ. И. Н. Векуа в 全 证 明 过 : 当 „< ВЕ, 利用 简单 的 变换 ， 
可 以 将 答 定 的 奇异 积分 方程 化 为 Fredholm 方程 ,连同 附加 条 件 
| ,oF а-о; О 
这 里 所 提 到 的 Fredholm 方程 及 画 数 oj (1) 都 只 需 通过 简单 的 积 
分 便 可 求 出 . 
2° 用 下 表示 由 下 式 所 确定 的 算 子 : 
тр) = 090.600), 
其 中 , КВ ЗЕ, ВЕ Г ЕЮ, 而 * ЗЕТЕ 
应 的 听从 标 ;在 这 一 和 中 ， 我 们 将 假定 工 是 适合 Ляпунов 条 件 的 ， 
亦 即 , 人 至 是 属于 五 类 的 .我 们 在 算 子 记 号 上 加 小 横 炙 表示 复 的 
共 酸 算 子 ,也 就 是 说 ,根据 定义 
Kyp— Ко, 
РЕЖЕ ИЯ 
КТК, U=[KTKI', M=U'K'T, 
其 中 右上 角 的 记号 "表示 取 算 子 的 特征 部 分 . 
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容易 直接 验证 , 算 子 КТЕ 与 T 都 是 拟 Fredholm 奇异 积分 
算 子 ,而 МК 是 Fredholm 算 子 ,因此 , 算 子 М 是 算 子 玉 的 正则 
化 算 子 .再 者 ,下 烈 定理 成 立 : 如 玉 方 程 Ko=f 是 可 解 的 , 那 末 ， 
对 每 一 个 f, fredholm 方程 

МАРИ: ик м 
И. Н. Beryam 食指 出 过 ,我 们 亦 可 以 看 出 , 算 子 М 可 以 用 完 

全 初等 的 方法 作出 , 并 且 上 共有 刚才 所 指出 的 性 质 ( 其 证 明 参 看 И. 
Н. Векуа [7]). 

还 在 早 些 时 候 , B. Д. Купрадзе «#9 НХ, ХУЙ (44.16) 
的 实 方程 Ір= 的 情形 , Г 的 相 联 算 子 工 就 具有 这 样 的 性 质 . 
В. Д. Купрадве“ 还 便 对 方程 及 p 一 作出 一 些 具 有 这 些 性 质 的 算 
子 ;但 是 要 作出 这 样 的 算 子 , 就 要 求 找 出 相 联 齐 次 方程 Ку=0 的 
所 有 解 来 . 

3° 在 L. Berg 的 论文 [1]~ [3] 中 , 亦 包 含 了 一 系列 有 价值 的 
和 结果. 特别 应 鼓 指 出 “奇异 耶 解 式 ” 的 作法 ,奇异 抱 解 式 是 一 个 画 
Ж, 它 对 奇异 积分 方程 所 起 的 作用 和 Fredholm 鸳 解 式 所 起 的 作 
用 是 类 似 的 , 它 适合 与 Fredholm ВДАЛИ ЛЕСИ ВА ЛЖ 
类 似 的 两 个 省 画 方程 . 

42 9. Giraud 的 很 多 工作 是 致力 于 奇异 积分 方程 的 。 可 以 从 
他 后 期 的 一 篇 论文 中 找到 这 些 工作 的 目录 : ©. Giraud[2]; 亦 可 参 
Ж В. Д. Купрадзе[1], С. Г. Михлин[7]. 

ЛЛ ЕГЕУ Е, ое, РИТ ЛЕ АДУ 
类 型 的 方程 来 讲 , О. Giraud ПЗЕ ШАК 290, ПН. Е 
整 : 例如 , 对 整个 理论 非常 重要 的 指标 概念 , 在 他 的 研究 里 就 没有 
提 到 , 尽管 这 个 构 念 在 很 入 以 前 就 有 了 ，G. Giraud 把 他 自己 的 


Ф 在 这 个 领域 里 , 他 所 得 到 的 最 完善 形式 的 竺 果 叙 述 在 ©. Giraud 的 著作 [2] 
Ф. 
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理 色 建立 在 研究 参数 (他 并 不 是 象 我们 在 前 一 节 中 所 入 那样 引 
进 参数 和 的 ) 与 积分 方程 的 解 之 问 的 依赖 关系 的 基础 上 ; 亦 即 , 他 
研究 了 方程 (我 们 把 它 用 这 里 的 记号 写 出 ) 
Ао) + | Se 
А hl, рау), (591) 
其 中 贿 数 2 也 在 特征 部 分 中 出 现 ， 这 就 破坏 了 与 在 Fredholm #8 
典 理 褒 中 所 考虑 的 方程 之 问 的 内 在 相似 性 (和 $58 起 首 作 一 上 比 
47) ,因此 ,使 研究 大 大 地 复杂 了 . 在 任何 情况 下 ,方程 全 9.1) 的 一 
般 理 论 与 页 一 般 得 多 的 万 各 
део Не лы) (69.2) 


НЗ ЮУ #2, 奉 少 对 G. Giraud 所 得 到 的 
结果 来 讲 便 是 如 此 ,此 处 下 (to, 到 办 对 于 上 寺 和 加 都 适合 五条 件 ， 
而 对 于 和 Е ИОС “РЯ ©. 

如 果 对 方程 《59 .2) 应 用 前 面 所 讲 过 的 方法 , 则 可 以 比 之 
Giraud 本 人 所 作 的 简单 得 多 地 得 出 G. Giraud 的 和 结果, ЕЯ 
以 得 到 一 系列 更 为 一 般 的 精 果 .这 是 由 下 . Ф. Харазов … #У 
的 @. 

5° 把 上 面 所 讲 的 糙 果 按照 下 烈 意 义 加 以 推广 显得 比索 重要 ， 
扩大 已 知 画 数 的 类 ,特别 是 扩大 未 知 画 数 的 类 ,同时 双 将 光滑 曲 姜 
换 戌 更 一 般 形式 的 积分 曲 焰 .在 所 迟 方 向 上 最 简单 的 推广 将 在 第 
四 及 五 章 中 答 出 . 在 Г. Berg 的 论文 [3] "Р ТЕЖЕ 
的 一 个 推广 . 在 $ 116 中 要 简略 地 讲 到 需要 用 到 Lebesgue 积分 
的 另 一 些 推广 . 


Ф 方程 (59.2) 与 J. О. Tamarkin ДРЕА) Fredholm 方程 ( 它 的 核 是 参数 入 
р Ва) 是 类 似 的 (J. О. ТататЕ ШТ). 

© ЖЭКИ. Ц. Fox6epr[2] 把 这 些 乱 果 中 的 某 一 些 移植 到 Banach 2214 79 07 #8 
性 方程 的 情形 . ` 
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在 这 里 我 们 仅 指 出 ,上 述 灶 果 容 易 移植 到 瑟 类 换 成 在 $27 中 
所 讲 到 的 稍为 一 般 些 的 连结 画 数 类 的 情形 ， 在 Л. Г. Магнарадзе 
的 论文 [5] , [7] , [8] 中 答 出 了 这 样 的 推广 . 

6° Л. А. Чикин 的 论文 [2] 从 事 于 研究 联 精 问题 的 解 的 稳定 
性 问题 ， № Г. Ф. Манджавидзе 的 论文 [4] ~ [6], А. В. Ђатырев 
的 论文 ПІ 和 В. В. Иванов 的 论文 [8] 都 是 研究 联 车 问题 的 近似 
解 的 ， 


第 = Е 
Тоа 


ЖЕР ТЬЕ, ХАНТ сав пар ив 
中 很 多 重要 闻 题 都 是 很 有 用 的 . 最 近 以 来 , 用 这 些 方 法 得 出 了 一 
Е НИНА. 在 这 一 章 中 , 我 们 将 叙述 这 一 类 精 果 中 
的 某 一 些 结 果 . 

我 们 从 研究 在 所 言论 的 那 一 类 问题 中 的 最 简单 的 一 个 一 一 
Diriehlet 则 题 一 -开始 .在 应 用 奇异 积分 方程 的 基础 上 求解 这 
个 问题 (88 64, 66) 之 前 , ЗАЧ ЛЯН— Г Fredholm ЖА, 
在 讲解 这 一 种 径 典 解法 时 作 了 一 些 变 更 ， 以 便 使 它 亡 更 接近 于 在 
这 一 章 中 所 讨论 的 问题 的 范围 ?， 


1. Dirichlet 8 


§ 60，Dirichlet 问题 和 变态 的 Dirichlet 问题 的 
提 法 . 唯一 性 定理 


假定 8%* 表示 一 个 (连通) 区域， 它 是 由 互 不 相交 的 一 些 简 单 


Ф 如 果 不 考 处 在 多 连通 区 域 情形 下 所 产生 的 一 些 附加 情 吏 , 那么 Dirichlet 9 
题 就 是 Riemann-Hilbert 问题 当 边界 条 件 (40.1) 的 系数 & 和 V 中 有 一 个 恒 等 于 霉 
时 的 特 丈 情形 . 

但 是 ,为 了 求解 Riemann-Hilbert 问题 我们 利用 了 保 角 了 映射 把 已 答 的 区 域 8+ 
映射 到 图 域 上 去 ， 而 找 这 样 的 保 角 映射 相当 于 求解 某 个 Dirichlet 问题 。 因 此 , 在 此 
НЕ Dirichlet НЯ, 特别 对 于 由 任意 多 条 图 米 所 图 成 的 区 域 的 情 
形 №. 
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的 光滑 的 圣 闭 转炉 То, Та, …，7 所 图 成 的 ， 其 中 第 一 条 团 米 包 
图 了 所 有 其 余 的 围 禾 ， 我 们 把 工 理解 为 这 些 国粹 的 全 体 ; 我 们 假 
定 荆 的 正方 向 是 使 S* 保持 在 其 左边 的 方向 ， 国 米 石 可 以 不 出 
现 ,此 时 8+ 是 无 界 区 域 .我 们 用 8S7, Sz,…, 85 分 别 才 示 由 Г, 
І, …， Ть 所 图 成 的 有 界 区 域 ， 用 S5 表示 位 在 Lo 外 部 的 点 所 构 
成 的 无 界 区 域 МИНИ То 出 现时 ) ， 用 5- 表示 区 域 87, Бр, …， 
57 及 S5 的 至 体 . 

我 们 还 要 求 团 米 Го, Ла, …，Z 适合 下 述 条 件 : 万 的 切线 与 
某 - 一 固定 方向 之 问 的 洋 角 适合 НА 和 换 句 话 避 ,我 们 假定 了 工 适 
合 Ляпунов 条 件 . 
我们 这 样 来 提出 区 域 5+ 上 的 次 典 Dirichlet 问题 : 

А. Dirichlet 问题 要 求 根据 边界 条 件 

w=f() РЕ, (60.1) 

来 找 一 个 在 5° 内 是 调和 的 ,在 S' 十 上 是 严 粮 的 ( 实 ) 国 数 4(z， 
办 ,其 中 (是 答 定 在 上 的 ( 实 ) 连 种 丽 数 ;在 区 域 8* 是 无 界 的 
情形 下 ,还 要 求 wz, у) 在 无 穷 远 处 是 有 界 的 ， 

后 一 个 Y 在 无 穷 远 处 的 有 界 性 条 件 ， 相 当 于 要 求 当 а 趋 于 无 
穷 时 ,ww 趋 于 一 个 完全 确定 的 极限 @. 

下 述 我 们 称 之 为 "变态 的 Dirichlet 问题 >@ 的 问题 ,对 于 某 些 
应 用 来 讲 , 它 的 用 处 并 不 少 . 

В. 变态 的 Dirichlet ни 要 求 根据 条 件 : we, р) 


МЭЭ 00909000 


Ф ”我们 提醒 一 下 , 每 一 个 在 图 |#1>> Ro 外 是 调和 的 , 在 无 穷 远 处 是 有 界 的 函数 
и(т, 切 在 14| > Во 时 都 可 以 展开 成 级 数 
и(2, Y) 一 C0 十 Sr (аһсовпд--Ь, вір пд) (z=reit), 
这 个 报 数 在 每 一 个 生 径 为 了 > Ro 的 图 外 都 是 经 对 而 且 一 致 收敛 的 。 因 此, 24 ?一 co 
时 ， VC0 . 
@ ТЕН. И. Мусхелишвихи 及 Д. З. Авазалнвили 的 论文 [ 圈 中 才 引 用 了 这 一 
АЖ. 
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и=} (0) +0 (0) 在 了 上 ， (60.2) 
и э), 
ОВЛ ООВ 

аф=а, ЕЦ, 1=0,1, •-, р, (60.3) 
此 处 а; 有 是 事先 并 未 给 Жо СТАЄ 0085 ST+ 是 ЖЕ Т, 


so oo + 00 9 0 eo + 0 Ө 


зоо 0 0 0 ьа ео 9 


"ОЕ: ЧЕ, ЕВ 固定 个 上 后 да 
各 个 常数 便 都 可 以 由 问题 本 身 的 条 件 完 公 确定。 今后 , 除了 作 相 
反 的 说 明 外 ,我 们 将 假定 ао ЗЗЯЕ (ЗЕЕ Lo 不 出 现时 ,这 个 要 
求 应 哉 换 成 条 件 : 在 无 穷 远 处 w=0) . 

我 们 指出 , 当 工 是 仅 由 一 条 封闭 轩 线 构成 的 特殊 情形 . 这 里 
应 立 区 别 两 种 情形 ; 

а) p=0， 在 这 种 情形 下 , 5* 是 下面 上 由 国米 Ро ВР ОА 
限 部 分 、 

Б) р=1, ПН Г, 不 存在 ， 在 这 种 情形 下 , 8* 是 平面 上 由 
НЕ Л, 所 图 成 的 无 界 部 分 . 

容易 看 出 ,在 情形 ) 问题 A 和 卫 是 一 致 的 (如 果 假定 wm 一 0). 
在 情形 b) 这 西 个 问题 中 的 任何 一 个 都 可 以 在 搂 归 竺 为 另外 一 个 
例如 , 如 果 vw(z, 9) 是 问题 B 的 解 (在 无 穷 远 处 取 值 需 ) А, 
ибо, у) 一 qm 将 是 问题 A 的 解 

更 在 转 到 讨论 任意 7 的 一 般 博 形 ， 在 这 种 情形 下 , 问题 A 与 
В, 亦 朗 ,元 典 的 与 变态 的 Dirichlet 问题 之 间 的 区 别 如 下 所 述 : 

如 果 wz, 是 问题 A 的 解 , 那么 , и ЗЕНА © "可 能 (一 
般 进 来 应 喜 ) 是 多 值 的 ， 在 问题 В 的 提 法 中 的 条 件 了 就 排除 了 这 
种 可 能 性 , 因而 这 样 一 来 , 也 就 限制 了 所 要 找 的 调和 而 数 的 类 ;但 
是 ,问题 B 中 的 条 件 ID) ФОНЕ АВС и ЖЕНИЯ Г, 上 到 不 完全 确 
定 的 ,而 且 是 精确 到 差 一 个 常数 项 的 值 . 

问题 人 和 和 卫 中 的 每 一 个 都 不 可 能 有 多 于 个 的 解 (如 果 对 间 


ee 
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题 В, 亦 象 前 面 所 说 那样 ,规定 co=0@) . 

在 问题 A 的 情形 下 ,这 个 精 论 可 以 归 精 为 需要 证 明 : 在 5 内 
是 调和 的 ,在 S* 十 工 上 是 连 灶 的 ,并 且 在 上 取 值 才 的 汞 数 ,在 整 
个 区 域内 等 于 需 . 但 是 ,这 可 以 由 一 个 众所周知 的 命题 推出 :一 
不 是 常数 的 袍 和 画 数 只 可 能 在 边界 上 取得 极 大 值 和 极 小 值 咏 . 

我 们 转 到 对 问题 В ЕВЗ оаа .在 这 种 情形 下 ,这 个 业 误 
Я АИ Г ЯВА: 

ЕО" 内 调和 ,在 六 十 了 ЯН (т, 9) 是 某 个 在 


оо 


За, па 0,%2 ,一 定 有 = 0， ре а= == о 
界 区 域 的 情形 下 ， 条 件 m=0 应 蔷 换 成 条 件 : 在 无 穷 远 处 4 取 


我 们 用 om 表示 常数 ао, 41,…, а 中 最 小 的 一 个 ， 或 者 在 无 
办 区 域 的 情形 下 ， 表 示 常 数 а1, аз, 55, @р 中 最 小 的 一 个 (如果 有 
几 个 这 样 的 常数 ,就 取 其 中 的 任 一 个 当 作 а»). ВАЗЕ и (ш, 9) 
在 S* 内 不 恒 等 于 常数 . 因为 在 Ln 上 Ww 一 4m, М №, а, жи 
St 十 荆 上 的 极 小 值 ， 因 为 根据 假定 , 画 数 公 不 是 常数 ,所 以 ,在 如 


Ф ЖЕДИ ак-=0 ЖК ao 一 0, 其 中 ak 是 常数 dl， 02，…, ар 中 的 一 个 . 

О ”利用 简单 的 反 演变 换 ， 可 以 把 无 界 区 域 的 情形 (也 就 是 Го 不 出 现 的 情形 ) 归 
猪 为 有 界 区 域 的 情形 ， 

9 下面 的 证 明 的 思想 是 来 自 J. Plemelj 的 书 [3] 中 的 。 我 们 现在 再 引进 一 个 
简单 的 证 明 。 我 们 暂且 先 假定 8+ 是 有 界 区 域 , 祖 据 众 所 周知 的 定理 ， 


аи. ди \2 
К dn 一 (12) (91) еа» 
Жора у С ЕЕ. 但是, 上面 公 式 左 映 是 等 于 零 的 ,这 是 由 于 
аи dv 
| 而 ӣз -| 170-4 За, 40=0, 
因为 ,根据 条 件 , 画 数 " 是 单 值 的 ， 于 是 ,再 根据 前 一 公式 :在 8+ ру и С. 但 在 Lo 
上 %=0， 从 而 在 S+ 内 7 一 0. ИЯ ЗН. вахта 


明 并 不 能 认为 是 这 全 的 ， 因 为 би, 47. МИННИ ЕЯ 2, Элак 他 一 名 


成 立 的 问题 (在 我 个 所 设 的 条 件 下 ,它们 的 确 都 是 对 的 ) 也 还 是 需要 加 以 证 明 的 。 


е 
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РУЛА иа. П, 容易 看 出 , 在 区 域 S+ 内 一 定 可 以 做 出 
两 条 接近 于 Г ПЕН Г, п Г, Е Г, ЖП 1, Е, и(х, у) 
别 取 党 数值 cn 士 s 及 am 十 se", Пу О<е'<е" Ф, 

我 们 用 之 表示 介 于 Ln 和 Lm 之 问 的 环形 区 域 ， 双 用 Д= 20, 
+ Ги 表示 它 的 边界 ,利用 众所周知 的 公式 


ба ее, 


РЗ 
其 中 % 是 4 的 指向 Х САМИ. НЕ, 


бщ ， dv у , | о. 
1. т ds | 5 ds = (gm++ в”) 2,9% 0; 


类 似 地 也 可 以 讨论 展 布 在 上 的 积分 ， 因 此 , АЗК (а) ЕН 
ЗЕЕ; 于 是 , 在 习 内 w= 常数 ， 从 而 在 整个 区 域 5* 内 ,ww 一 常数 
但 是 , 因为 在 I。 上 w=ao=0, 或 者 在 无 界 区 域 的 情形 下 , 因为 在 


Ф 在 Lm 上 的 点 t 处 指向 S+ МИЯ Е, 截取 长 度 为 充分 小 的 各 有 段 t24 (长 
度 等 于 常数 站 ,使 当 t 处 在 Lm 上 的 任何 位 置 时 ， ЗМ 整个 属于 区 域 S+， 当 点 + 
ВИН Lm 时 , 点 МОК ОР ОБРА ЖЕРАР ВЖЕ, 但 是 这 并 不 
重要 ) 。 显 然 ,在 整个 这 条 曲 黎 上 , ира +60, 其 中 6o 是 菜 个 正常 数 。 因 此 ,如 果 选 取 
е Ж 62, 适合 0<61<E2<s0, ЯБА, ВЕР ЕМ 上 可 以 选取 点 志和 如, (о, 切 在 
и 1 处 分 别 取 值 ањ +1 和 am 十 82。 当 点 1 Я Lm 移动 时 , ды ть НИЯ 
的 连续 围 线 Лр яп 了 贸 . рр ик, р) Е 5 忠和 了 各 上 取 不 同 的 值 ,因此 ,这 些 转 禾 疫 
有 公共 点 ,再 者 , 这 些 围 炎 中 之 每 一 条 都 自身 不 能 相交 ， 因 为 否则 , 例如, 工 办 是 一 条 
Жану яя, 那么 , 在 回 各 上 取 常 数值 ат 十 si 的 调和 画 数 %, 就 应 该 在 由 这 条 回 黎 所 图 
成 的 整个 区 域内 等 于 常数 ， 从而， 在 整个 区 域 8+ 内 也 是 常数 ,而 这 与 假设 条 件 是 矛 
盾 的 。 在 适合 形 如 w(x, у) 二 常数 的 方程 的 国米 了 名 和 Д0) 上 只 能 有 有 限 多 个 奇 点 
(нет, ве 27-07. -о 的 点 )， 实际 上 ,在 这 些 点 处 , 0700) 0, 但是 ,由 于 Ф) 
РЗ (5 НИ, B(2) 在 8+ 内 量 等 于 常数 ,从 而 ， и (т, УЕ 8+ 内 恒 等 于 常数 ) 因此 ， 
在 6+ рад ваб Ф' (2) 只 能 有 有 限 个 和 5+ 的 边界 保持 一 定 距离 的 零点 ， 因 为 
ВИЖ и (2, у) 是 解析 的 , 故 工 各 яп Г ДЕНТ АТО МОА АЈ. В ОЯТ Ра 
成 某 一 整个 位 在 8+ 内 部 的 环形 区 域 了 3. ЛЕХ 07 (2) 一 0 的 所 只 有 有 限 多 个 。 另 
一 方面 、 如 果 8 是 任意 一 个 适合 不 等 式 ива МК, ЯБА; 象 刚才 我 们 作出 圈 粮 
Гр Б ТР 那样 , 可 以 作出 整个 位 在 3 内 的 图 线 成 ， 使 在 7 上 w=am 十 8， 因 为 点 
2) 的 个 数 是 有 限 个 ， 因 此 ， 存 在 无 限 多 个 这 样 的 值 6 使 得 对 应 的 19, ЖЗ ЈН ц 
2, 于 是 ，Z 是 没有 奇 点 的 解析 图 绕 ( 当 然 , 它 更 是 光滑 图 矿 ) , 合 8 取 两 个 适合 这 些 条 
件 的 值 6 和 e”, 我 们 就 得 出 所 要 求 的 两 条 图 线 工 mp 和 Ти, 
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0955 и=0, 因此 ,在 区 域 S+ 内 wu=0. 

注释 ”我们 仍然 假定 , ЛЕГ, Биа, 但 是 ,抛弃 掉 条 件 
ao 一 0, 那么 显然 , и Ж = поа =... 二 ap. 

因此 , 当 附 加 条 件 ао =0 13У, Е В 的 两 个 解 可 以 相差 一 
个 常数 . 


$61. 利用 双 层 势 求解 变态 的 Dirichlet 问题 


我 们 现在 开始 讨论 变态 的 Dirichlet 问题 的 求解 . 除了 沿用 
上 一 节 毛 用 过 的 记号 和 条 件 以 外 ,我 们 还 假定 画 煞 f(t) 是 属于 五 
类 的 PD .我 们 将 假定 要 找 的 解 Ф (2) =и(т, у) бо (а, у) Я АЗ 


и(а, у) + (а, W = = | SE (вл) 


і 2—2 
НУ, ЗВ (0) о 及 类 的 实 画 数 ， 
А $ — 2 = ге 并 分 出 其 实 部 ,我 们 得 出 (参看 8》12) 


WU (2) -二 |， p= 二 | OR 


其 中 % 是 点 t 处 指向 工 左 侧 的 潜入 ,而 (т, в) 则 表示 mn 与 方向 妇 
之 间 的 严 角 . 

这 样 一 来 , w(z, 分 就 表 成 了 一 个 双 层 势 的 形式 . 

让 2 加 在 (G1. 了 ) 中 取 极 限 ,然后 分 出 实 部 ,对 于 ww(%, 9) 的 边 
值 ,我 们 得 出 表示 式 @: 
и Во") =) + Ве] 1 | ое 


лб )ь 4—0 


бз, (61.2) 


一 六 十 元 | nad pli) + д) 09802) д, (61.8) 


Нр 90 (10,0) КК А А П Ое ИН, = |1 一 如 |， 
而 (7, 内 表示 方向 о 9 п НТН 08 58 ЕН 9). 


Ф ИАЛ ИА ВВ АНЫ 1), 
图 “在 这 里 我 们 利用 了 Сохоцкий-РІөшө!ј 公式 上 (16.2) 的 第 一 个 公式 ]; ЖИ 
参看 $13, 公式 (13.6) 及 其 后 的 公式 ， 
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这 样 一 来 ,边界 条 件 (60.2) 具有 形式 
ио) +) (000-7 to), (6.0 
г 


或 者 还 具有 形式 
иба) 2) 00-90875 90 зубы) набы), (1.48) 


其 中 我 们 提醒 一 下 , ЛЕХ, Ба) -ai 一 常数 .如 果 不 考 虑 上 式 
右 端的 (事先 并 未 熔 出 的 ) 项 a(to) ,那么 ， 它 便 是 Fredholm 方 
程 @ ,其 核 是 


кь, 0 = 190817. 7), 


根据 我 们 所 假设 的 条 件 , 这 个 核 可 以 表 成 ($7, 3° ВО ЖА: 
К, f=— С р Кой, (61.5) 


加 |“ 
其 中 0<а<1, 而 Ко(%, 为 对 两 个 变量 都 是 适合 五 条 件 的 . 
由 于 我 个 对 和 给 定 的 画 数 扩 加 上 了 互 条 件 , 因此 ($ 51), 5 
程 (61.4) 的 每 一 个 (连续 ) 解 也 都 适合 瑟 ЖЕ. 
我 们 来 诗 论 与 方程 (61. 约 对 应 的 齐 次 方程 
и) +20 „0-0, 61.6) 
ЕНЕВЫНЕЗЕЯ “Е БОН ВКО : 
р -С, ФЕТ, Е, =1, 9, ++, р; 
“(®) = 0 在 ШБ Е, 
其 中 С, УМЕН. 方程 (61.6) 没有 别 的 解 。 事实 上 ,假定 
风 外 是 它 的 任 一 个 解 , 那 末 ,在 8 ИАА 


(61.7) 


Ф жа а), 则 它 本 身 便 是 通常 为 了 求解 Dirichlet 问题 所 用 到 的 方 
в. 
© ИДЕЮ: 不 但 u(t) ВН ЖИ, ПНИФБ У 具有 相同 的 指数 
(五 条 件 的 ) (参看 J. Schauder[1] 第 633 Е). 
@ ”在 无 界 区 域 的 情形 下 ,等 式 (61.7) 中 的 最 后 一 个 应 取 演 。 
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09| 
НЭС Г ЕИН, МИ, 在 5? 内 Re Ф(2) 一 0, 于 是 我 们 的 
精 论 便 得 到 了 证 明 (§ 30 的 注释 1. 
齐 次 方程 的 一 般 解 (61.7) де р ЧЕ Е М а (0), и, 
95 ро (В) ЕИН 2, 
1, 31Є1,(3=1, 2, …, р), 
0, ТЕ Е. 
根据 Fredholm 积分 方程 的 一 般 理论 ， 非 齐 次 方程 ( 红 .4) 可 
解 的 充分 和 必要 条 件 是 它 的 右 问 适合 Pp 个 已 知 的 积分 条 件 ， 为 了 
求解 问题 应 该 这 样 来 选取 常数 а, 使 得 这 些 积 分 条 件 是 适合 的 . 
但 是 ， 上 面 所 讲 到 的 条 件 的 构成 (至 少 在 实际 上 ) 是 相当 复杂 
的 :为 此 需要 找 出 方程 (61.6) 的 相 联 齐 次 方程 的 所 有 六 性 无 关 解 . 
此 外 ,即使 已 经 用 适当 的 方法 选 定 了 常数 ,但 是 ,由 于 方程 (61.6) 
具有 非 需 解 ,也 会 使 得 原来 的 方程 (61. 细 的 求解 大 大 地 复杂 化 . 
我 们 可 以 通过 一 个 非常 简单 的 方法 来 纱 过 所 有 这 些 困难 ， 这 
个 方法 就 是 把 方程 ( 红 . 勾 换 成 一 个 与 它 等 价 的 ， 但 是 已 狼 不 包含 
待定 常数 а, 的 方程 , 而 且 后 一 个 方程 具有 性 质 : 它 对 应 的 齐 次 方 
ЖЕНЕ. УВ, КОЛЯ (61.4) 我 们 考虑 另外 一 个 Fred- 
holm 积分 方程 


и + | wm 一 | В, навук), (61.9) 


五 


м; (Ф) = | (61.8) 


其 中 s ЕДЕ Е МЫ „МО СЭС) ВИС В (к, 作 是 用 下 法 定义 在 .上 
的 画 数 : 

0:00), 对 t, ЕЁ, j=1, 2,---, р, 
0， ”对 所 有 别 的 情形 ; 

РКВ ЕН [上 的 实 的 连 种 画 娄 (一 1， 2, …, p) ,只 要 
求 它 适合 条 件 


В, 0) -{ (61.10) 
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| р,(0) 8+0, (61.11) 
而 在 其 他 方面 它 是 完 双 任意 的 .例如 ,我 们 可 以 玫 
р;(®) =1, j=1, 2, 0, 0 | 
在 (61.9) 左 端 出 现 的 表示 式 
ВОГ 
Е Г, 上 都 保持 为 常数 值 : 
| zw (0 йв, 当 为 在 石上 ,7 一 0, 1 р, (61.19) 
其 中 o УО ЕН co 一 0 加 
我 个 来 证明 , 方程 (61.9) 就 具有 我 们 所 要 求 的 性 质 , 亦 就 是 ， 
齐 次 方程 


(to) + 过 | шб) а || 00, Dunads=0 (61.13) 


没有 非 敌 解 . 
事实 上 , ВЕ в 是 这 个 方程 的 任 一 个 解 。 根 据 «. 12) 及 
(61.18), 5 Руд 


20-20 б) 


г 1—8 


的 实 部 , ЖЕТЕ Г, 上 取 常 数值 o,， ЗЕН со=0, 于 是 , 根据 上 一 节 
所 证 明 过 的 精 果 :在 8% 内 Ве Ф(2) 一 0。 因 此 ($ 30, 注释 儿 , 在 
І Е ш(0) =), 其 中 2; 此 为 常数 ,并且 96 一 0. 如 果 把 1) 的 这 
些 值 代 大 (61.18) 之 中 ,那么 我 们 显然 可 得 到 


0; |. pids=0, 3=1, 2, .-., р 


Ф 这 就 是 ， 
of piuds, 
ьо 在 无 界 区 域 的 情形 下 ，co 一 0 这 一 等 式 要 取消 掩 ， 而 在 (61.12) 中 应 融 取 ?一 
1,2, 2. 
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也 就 是 说 , АЕ (61.11), 应 该 有 5; 一 0. 这 样 一 来 , 便 证 明了 我 们 
的 结论 ， 
根据 上 述 可 以 得 出 : 非 齐 欢 方程 (61.9) 总 有 (唯一 的 ) 解 . 


因为 根据 (6fT.12) 有 
ит | а= 7 0) + 在 五 上 


因此 , 由 方程 (61.9) 的 解 凡 直 可 以 给 出 原来 方程 (61.4) М. 15] 
时 对 在 (61.4) 中 出 现 的 常数 @;, 可 以 得 到 它们 完 公 确定 的 数值 : 


ао, || рз 8. (61.14) 


这 样 一 来 ,问题 就 得 到 了 彻底 的 解决 @. 

注释 1 我 们 把 Н 条 件 加 到 未 知 画 数 (0) Е, 只 是 为 了 在 
(61.1) 中 让 和 > 如 而 取 极 限时 ， 要 能 够 利用 Сохоцкий-Р1отлө]) А 
式 . 但 是 ,如 果 在 ( 红 .1) 中 我 个 在 到 极限 之 前 先 分 出 其 实 部 ,并 且 
利用 双 层 势 的 已 知性 质 , 表 么 ,只 要 单单 假定 ш СР) 是 连 蒜 的 ,我 个 
也 就 可 以 得 出 结果 (61.3) . 

因此 ,如 果 仅 假定 已 知 画 数 了 Y(t) 及 未 知 画 数 风 都 是 连续 
的 ,那么 ,上 述 所 有 精 果 仍然 是 有 效 的 . 

注释 2 МН (0, 0) 的 选择 当然 会 影响 到 积分 方程 
(61.9) 的 解 (0). 18, 容易 看 出 , НР А (в, 力 的 改变 而 引起 
的 变化 , НЕ ИФ на (0) К (8) ,其 中 a 人 在 每 一 条 转 米 
Г; 上 都 分 别 保 持 常数 值 ， 并 且 在 Ze 上, а(0) =0. СЕ, ЖЖ 
1 (0) 0 pa 分 别 是 对 应 于 两 个 不 同 的 辅助 核 三 (0 ,信和 bo (о, 0) 
的 解 , 那么 ,着 式 (Р) == ша (0) 一 wi( 有 显然 应 该 适合 形式 为 (61. 负 
的 方程 [9 Ў (6) =0 87]. 象 上 面 那样 ， 我 们 可 以 推出 : 在 + 内 

Ф 此 处 所 讲 的 方法 是 由 次 老 在 治 娄 [2] 中 输出 的 ; 某 些 运 _ 步 的 推 认可 以 参看 
著者 的 论文 [3]， 在 著者 的 论 交 [5] 中 粉 出 了 对 一 个 混杂 阅 题 的 推广 ; УЕ НИИ 


的 推广 可 以 参看 著者 的 询 文 [49; 亦 可 以 和 AL. И. Шерман[41, В. Д. Купрадзе[2], 
Н. 0. Berya[131 作 一 比较 、 : 
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Коф (2) =0, 这 里 Ф (2) ЖНА (+) 由 и ВЕН Р 
是 ,如 上 所 述 ,在 Е, 上 и (® =а; =, РЕВ. ao 一 0 

此 外 ,根据 上 一 节 中 所 证 明 过 的 变态 的 Dirichlet 问题 解 的 唯 
вжи вл мурло као, вава 


562. — 5 1 8 


假定 多 (2 是 在 8+ Руи, 并且 它 的 实 部 Re 4" (2) 
可 以 连续 拓展 到 工 上 ;那么 ,我们 知道 ($ 9), [Кө У (21+ Е 2 
上 是 连续 的 . 我 们 暂时 先 假定 圈 粮 Го Е АР ЛЕВА. Е 4 
[Re 外 (6)]+ 当 作 变 态 的 Dirichlet 问题 边 值 条 件 (60.2) 700), 
那么 ,这 个 问题 显然 有 解 (©, у) = Кө 0 (2) ЗЕН а =аз= <: =ар 
一 0( 根 据 条 件 还 有 co=0) .根据 唯一 性 定理 , 这 个 问题 没有 别 的 
解 . 

另 一 方面 ,公式 中 


ибо, 0) во | 004 


便 和 输出 这 个 问题 的 解 ， 其 中 人 /的 是 实 的 连续 画 数 , 它 是 由 积分 方 
程 (61.9) 确 定 的 ,在 (61.9) 中 f= [Кө (0) 1", 
于 是 ,我 们 有 


we) = = р 06, (62.1) 


г 0—2 


其 中 С 是 实 常数 ,这 样 一 来 ,我 们 便 有 下 述 千 朵 : 
pe КЕ ЕЕ (2), ети 


+ + + о 
ор ооо о 


ВЕ Gk НЧЕ $30 0 中 的 命题 推出 ) ,显然 ， 


Ф 这 里 我 们 应 用 了 在 前 一 节 末尾 的 注释 1 所 讲 过 的 苦果 ; 如果 我 们 只 准备 考 鳄 
前 一 节 正 交 中 所 讲 到 的 情形 ,那么 ,只 要 假定 LRe 0 (0) + 适合 五 条 件 也 就 够 了 ， 
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ХУРГА Ч (2) , 画 数 ш (7) ТЕРУ БАЧВЕ Ра, Ls,…,， 1» Е 
可 以 确定 精确 到 只 差 一 个 ( 实 的 ) 任 意 常 数 ， 而 在 Ze БАИ и (О 是 
被 唯一 确定 了 的 ;常数 О 也 是 完全 确定 了 的 . 
在 无 界 区 域 8+ 的 情形 下 ,也 就 是 , ПНВ Lo 不 出 现时 ,容易 
看 出 ,在 对 儿 @2) 仍 然 加 上 前 面 所 假设 的 那些 条 件 下 ,就 有 下 示 式 
(2) = 09 +4 (5) ， (62.1а) 


其 中 и (© 是 实 的 连续 画 数 , ЕТЕ Г, БЕ нр РАВЕН Е — 
个 任意 常数 . 

我 们 现在 假定 ERe 罗 (站 1* 在 了 上 是 属于 五 类 的 , 那么 , 根 
据 前 一 节 所 讲 到 过 的 糙 果 : 由 积分 方程 (61.9) [其 中 的 fQ)= 
[Re 罗 ()] 二 所 确定 的 丽 数 jw 了 是 适合 五 条 件 的 . 

因此 ， 根据 $§ 二 及 18 中 的 结果 ， 边 值 到 + (办 是 存在 的 了 ， 
并 且 这 个 边 值 是 属于 Н Ку. 这 样 一 来 , НН РИ 
(И. И. Привалов 定理 ) ©: 

如 于 在 ST 门 是 全 纯 的 图 数 P(e) к 上 取得 确定 的 属 


ооо 


$ 68. Dirichlet 问题 的 求解 


在 解决 了 变态 的 Dirichlet 二 题 以 后 ， 再 来 解决 称 典 的 Diri- 
chlet ЈК (60.1), 便 没 有 什么 困难 了 .可 以 用 很 多 方法 把 它 归 
精 为 前 面 的 变态 的 Dirichlet 问题 (在 有 界 的 单 速 通 区 域 的 情形 
下 ,这 枉 个 冉 题 简直 就 是 一 致 的 ) . 


Ф 提醒 一 下 ,只 在 当 沿 着 任意 一 条 位 在 8+ 内 的 路 区 而 取得 的 极限 存在 时 , 我 们 
才 利 用 表示 式 +. 

© И. И. prsaxos[2]; 在 这 篇 询 交 中 , 定理 是 对 图 域 就 明 的 ,但 是 ,利用 保 角 了 映 
射 就 可 以 直接 得 出 在 我 们 这 里 所 计 论 的 任意 区 域 情形 上 的 推广 。 

® 容易 证 明 ( 参 看 第 275 页 的 注 @) , 如 果 [Re 9+ (t)] 适 合 Н (а) Ж,Б, Ч 
<1 时 ，[Im Ф] А (а) 条 件 ， 而 当 a=1 了 时 , [Im ФФ) + ВН (1-6) 
条 件 , 其 中 8 为 任意 小 的 正 数 ， 
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我 们 在 这 里 指出 这 类 化 法 中 的 最 简单 的 一 个 .假定 为 ,za， 
…， 加 是 分 别 在 区 域 St, 65, …,， 65 内 任意 取 定 的 点 . 我 们 把 未 
知 的 调和 办 数 表 成 形式 : 
иба, у) =0 (в, 0) + Ў Аја, = (68.1) 
ЖФ О (2, ужи, 而 4i 是 暂时 还 没有 确定 的 实 
常数 .在 图 著 Lo 不 存在 的 情形 下 ,我 们 规定 | 
Ў А,=0; (68.2) 
这 个 条 件 保证 表示 式 У Ара [2—2 фена Ф, 
根据 (60.1) ВАО (в, у) 应 该 适合 边界 条 件 
0-70 – >] Аа-а) 在 工 上 . (63.3) 
如 果 我 们 假定 常数 А 是 任意 取 定 的 ， 而 要 求 画 数 忆 是 一 个 
在 8+ ИАС, УЕ Го 不 存在 的 情形 下 , 还 要 求 
写 在 无 穷 远 处 取 值 需 , 那么 , ЧН (63. 8 一般 讲 求 是 个 可 解 的 , 但 
是 ,变态 的 Dirichlet 问题 ; 
U=f0)— > Аа 4—2 | + а, 
ЖЕ Г, 上 ， 7 一 0， 1, ..., р; а=0® 
却 总 是 可 解 的 ， 
这 个 问题 的 解答 出 了 值 О (=, у), 并 且 也 确定 了 常数 аз, а», 
55, а, 容易 看 出 ,对 于 这 些 常数 ,我们 得 到 形 如 
0 一 方 十 р Уж А, (68.5) 


(63.4) 


Ф 对 于 较 大 的 1#|, 我 们 有 
|2231 = ш]еј +12] 1 |а| +о(77), 
于 是 ,可 以 得 出 


льна а= (јер: Дано, 15): 


@ ЖІК ЕТ (Ј=1, 2, …, р), ов, 
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的 表示 式 ,其 中 yz 是 与 画 数 了 的 无 关 的 完全 确定 的 常数 ,而 (7 
一 1，2，…， P) 也 是 常数 ， 它 们 与 ГОН, ЕН. 7 (0) =0 
Ву, /,=0(7=1, 2, …, р). 

为 了 保 放 由 公式 (68.1) 所 确定 的 画 数 w 是 Dirichlet 问题 的 
АР, 必须 而 且 只 须 а,=0(7=1, 2, ---, р), Еве, 必须 而 且 只 
须 使 得 常数 А, 适合 锥 性 方程 组 


PD А 
25 Уж Ај 0, 31, 2, .…, р. (68.6) 


首先 讨论 有 界 区 域 的 情形 . 这 有 时候， 由 Yj 所 构成 的 行列 式 
是 不 等 于 需 的 ， 事 实 上 ,如 果 这 个 行列 式 等 于 堵 , 那 么 , 当 f 了 (4) = 
(这 时 候 广 二 0, 3=1, 2, ---, P) 时 ,从 (68.6) 而 得 出 的 齐 次 方程 租 
就 会 有 非 雳 解 41，4，, ---, 4b， 此 时 ,我 们 就 得 出 一 个 在 S+ 内 是 
调和 的 并 且 不 恒 等 于 雾 的 , 双 在 也 上 取 值 零 的 画 数 @ 


р 
і 


但 是 ,这 是 不 可 能 的 因此 ,方程 粗 (63.6) 总 是 可 解 的 ;确定 了 ЛЬ 
以 后 ,我 们 就 得 出 原来 问题 的 解 . 

在 无 界 区 域 的 情形 下 ， 对 方程 租 (63.6) 还 应 该 补充 上 方程 
(68.2) ， 这 样 所 得 到 的 方程 租 , 一 般 讲 来 , 是 不 相 容 的 ; 这 一 点 是 
明显 的 ,因为 在 条 件 (63.2) 下 ,能 表 成 形式 为 (63. 了 1) 的 而 数 以 在 无 
筋 远 处 是 取 值 雳 的 ， 但 是 , Dirichlet 问题 一 般 讲 来 间 不 会 有 这 梯 
的 解 @， 

首先 ,我 们 发 法 使 边界 条 件 除 了 差 一 个 常数 外 是 适合 的 (这 些 
常数 在 所 有 五 上 痢 是 相同 的 ), 亦 就 是 ,把 条 件 аз аз <. а, 0 


Ф “如果 不 是 所 有 的 4p 一 0, 那么 , 在 8+ 内 和 式 0+ 5 Акт 2к| 就 不 可 能 
恒 等 于 零 ; 因为 否则 ; 夯 数 АТР НУ А ln(s 一 sk) 就 会 等 二 常数 ;其 中 户 是 可 的 共 
ОИ, 但 是 后 者 是 不 可 能 的 ,因为 由 条 件 , U0 十 i 记 是 单 值 画 数 ， 

@” 提 醒 一 下 , 在 Dirichlet 问题 的 提 法 中 ， 我 们 只 要 求 未 知 丽 数 在 无 穷 运 处 是 
有 界 的 ， 
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换 成 要 求 1 一 4, аА, …, co 一 4， 其 中 4 为 某 个 常数 . Ж 么 
代替 方程 组 (68.6) ,我们 得 到 包含 p 十 1 个 未 知 数 41 ,4s,…, 4，， 
А р+1 ЛУЖИ РР 
2 ужАк- А+}, =0 (3=1, 2, +, р), 
Р (63.7) 
和 前 面 完全 类 似 地 ， 我 们 可 以 证 明 , ОРА АТАК РР, 
于 是 ,这 个 方程 租 总 是 可 解 的 . 这 样 一 来 ,我 们 便 找到 了 一 个 在 无 
游 远 取 值 雾 ,并 在 乙 上 取 值 f 0 十 4 КЖ и. ИИ, ИЖ 
ш А (63.8) 
就 是 原来 问题 的 解 . 
注释” 利用 别 的 方法 可 以 证 朋 : 在 关于 区 域 边 界 的 更 一 般 得 
多 的 假发 条 件 下 ,上面 的 结果 (有关 解 的 存在 性 , 而 不 是 关于 把 它 
玫 成 双 层 势 形式 的 问题 ) 仍然 是 成 立 的 中 。 例 如 ,只 需 侵 发 构成 边 
ЭНЕН ЛЕ Jordan ЊЕ О (因此 , 其 至 并 不 要 求 它 是 可 求 长 
的 ) 就 够 了 . 


8 64， 利 用 变态 的 单 层 势 求解 变态 的 Dirichlet 问题 


在 $ 61 中 我 们 利用 双 层 势 解决 了 变态 的 Dirichlet 问题 . 但 
是 ,在 一 些 具有 实际 意义 的 情形 下 , 拓 要 把 解 表 戌 一 个 变态 的 单 层 
执 的 形式 ， 考 虚 到 这 时 候 还 可 以 稿 出 奇异 积分 方程 理论 的 一 个 最 
简单 和 最 直接 的 应 用 ,所 以 ,我 们 更 在 就 米 计 论 这 个 问题 . 

在 $60 ФЕНГ 555 Ну Dirichlet 问题 的 提 法 , 现在 我 
个 取消 掉 在 前 面 儿 节 中 所 规定 的 补充 条 件 wo=0, 从 而 , 假定 在 图 


Ф 在 这 个 方向 上 的 苦果 可 以 大 大 地 加 以 推广 ， 例 如, Ј. RadonIl 就 做 过 这 种 
工作 ， | -. 

图 “这样 的 区 域 一 定 可 以 保 角 地 , НАЖАВ — Ут Ен ЫГ 
昌黎 所 包围 的 区 域 上 ЕЕ ДАВНЕЕ; 参考 任何 一 本 比较 妊 灯 的 复 谈 夯 数 议 
в). 
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题 中 所 出 现 的 常数 ao, аз, …, ар 中 的 每 一 个 都 没有 在 事先 答 定 . 
我 们 将 找 闫 题 能 够 表 成 形式 


и(%, у) = Re Ф(2) (64.1) 
的 解 ,其 中 这 一 次 
вә ва арба, ив 


并 且 在 这 里 и) Н 类 的 未 知 实 画 数 . 
这 样 一 来 ,我 们 把 wz, у) 写成 形式 (参看 8 12): 


CE 8 н, (64.3) 


其 中 r(2, 0 = 2—6]. В у аЬ (819), 

Ж579 ‚ЭИА ВЕРА Ир р ИЗ (64.1), 
(64.2) 的 不 同 解 . 事实 上 ,如 同 在 8 60 гр ЕЕ Г #9 (88 8 60 
ЖАНЕ), ， 如 果 在 Г, Е [Reg]+= of (3-1, 2, …, р), ЕН 
а УЖ, ЖЖ, и В ао а= ар. 但 是 , 在 我 们 的 情 
形 下 , 根据 Соходкий-Р1еше| 公式 , [Re 5651+ [Ве B]-， 从 而 可 
以 得 出 , 在 -内 也 有 Ве Ф(2) = Ж=щи-а, =. ар, ЭУ}, 
G(co) 二 0; 于 是 , ®%=а1=... =а,=0, Ве Ф(2) =0®. 

把 (64.3) 代 入 边界 条 件 (60.2) 中 ,并 且 注 意 到 


ВеФ+(#) -二 | и(фат 


三 &Т(%, 2) И 
我 们 得 到 积分 方程 
210 наф), (64.4) 


其 中 , 亦 象 在 8 61 中 那样 , f(t) 是 Н 类 中 已 知 的 实 画 数 ,而 在 Г, 
上 &(io) =@y 一 常数 ， 当 出 现 Lo 时 , 其 中 j 一 0, 1,…, р, 1, Ж 
出 现时 , 其 中 7 一 1，2,…, р; 前 面 已 硫 指 出 过 ,和 § 61 中 不 同 的 


Ф 当 了 不 出 现时 ,这 里 的 讨论 也 是 对 的 ,不 过 , 在 这 种 情形 下 , МНЕ 7—1, 
2, .... 2. 
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在 于 ,在 这 里 我 们 并 没有 规定 ао МА. 
(64.4 左 端 出 更 的 表示 式 


1( ет п-т), о ад, (64.5) 


是 Qauchy 型 的 奇异 积分 算 子 , 其 中 а (ёо, РЕКЕ 
向 量 地 之 问 所 夹 的 角 ( 第 53 页 图 9) .事实 上 ,如 果 
d= (to, t) =arg (#4), 
那么 ,有 
In7r=In(i 一 0) 一 讼 ， 
从 而 ,把 如 看 成 常量 ,对 Е 微分 ;可 以 得 出 
dr at 


”7 (to, t) Е 1—1, 0, 


ШЕ 有 


TJL 1—1 my 
нан 8 7 3° Вр), 


88 _ sina(to,t) _ еоз(т, п) _ Kolto, 0) 
дз т т т^ И 


其 中 Ко(%, 已 适合 互 条 件 . МИ, (64.6) жтт ил 
子 的 特征 部 分 。 这 样 一 来 , 我 们 看 出 : 2788 (64.4) ЕЕ, 
也 就 是 说 , 它 是 拟 Fredholm 奇异 积分 方程 ($ 56). 这 个 事实 大 大 
地 简化 了 我 们 的 研究 © | 
”我 们 的 奇异 积分 方程 是 实 方程 , 因此 , 在 研究 它 的 时 候 , 我 们 
可 以 仅 就 实 图 数 (来 讨论 (参看 54). 
方程 (6.4) 对 应 的 齐 次 方程 

а-о (64.7) 

В ТЭК АЈА: 


Ф них, 可 以 用 前 一 章 中 所 讲 过 的 任何 一 种 方法 ,把 方程 (64.4) НН 
与 它 等 价 的 Bredholim 方程 


0<А<1, 
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ш =0; +1, Е, 
7=0, 1, +, р (24 2, 出 现时 )， (64.8) 
1=1, 2, +, р (4 Zo 不 出 现时 ) ， 
其 中 0; 此 为 任意 ( 实 ) 常 数 . 这 方程 不 会 有 其 他 的 解 。 事实 上 , 假 
定 p(t) 是 方程 (64.7) 的 任 一 个 解 ,那么 ,0 一 Re$+(t) + (0), 
其 中 


ш) 2 300 100), 


КЖ, Г, Еи=С, (29 $ 30, 注释 2) ,而 这 也 就 证 明了 我 们 的 
О. | 

现在 类 似 于 $61 中 对 Fredholm 方程 那样 来 处 理 我 们 的 奇异 
积分 方程 , 亦 就 是 ,用 方程 


оо 0] 0 0ш а-ға) (64.9) 


| т 
将 代 我 们 的 奇异 积分 方程 ， 其 中 $4(to, В НТ АЕ Е ЈН 
Жо: 
0:00, 4 ЖЕЗАЕ 1, ЕВ, 
в, -| 
0， 对 所 有 别 的 情形 ， 
其 中 p;( 护 表示 任意 取 定 的 ( 实 的 ) 连 绩 夯 数 ,对 它 所 加 的 唯一 条 件 


13. 
ХЕ 


(64.10) 


| р +0, (64.11) 
Lj 


当 Lo 出 现时 , 7=0, І, 2, 24 Lo 不 出 现时 ， j=1, 2, 5, р 
现在 进行 与 $ 61 中 完全 类 做 的 推导 ,我 们 就 得 出 车 葵 : 对 应 
于 (64.9) 的 齐 次 方程 没有 非 需 解 。 这 就 意味 着 , 与 它 相 联 的 齐 次 


Ф 顺便 指出 ,在 我 们 的 情形 下 ,Im += Im 多-， 工 因此 无 葵 在 8+ 内 ， 还 是 在 
S- 内 ,都 有 Во (2) =0, 

© 与 8$61 的 区 别 仅 仅 在 于 : 当 加 和 上 位 在 Lo 上 时 ,我 们 在 这 里 并 不 假定 k(t0,t) 
等 于 零 ; 但 是 , 即使 在 $61 中 , 我 们 也 可 以 类 似 地 来 处 理 , 这 时 候 将 变 成 一 个 更 为 一 般 
的 (有 着 自己 的 优越 性 的 ) 积分 方程 .参看 Н. И. Мусхелишвили[3] Ж [4], 
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方程 也 没有 非 需 解 《因为 在 我 们 的 情形 下 ， РАНЫ, 因 
此 ,方程 (64.9) 一 定 是 可 解 的 . 

解 出 方程 (64.9) 以 后 , 我 们 就 得 到 一 个 确定 的 画 数 人 过 ,而 
常数 @; 由 下 式 给 出 : 
1=0, 1, ,2 С“ Г 出 现时 ) ， 
1-Ъ2, р (24 Lo 不 出 现时 ). 

这 样 一 来 , 固 题 就 得 到 了 解决 . 在 无 界 区 域 的 情形 下 , 解 显然 
在 无 穷 远 处 取 值 雳 . 在 有 界 区域 的 情形 下 , 我 们 如 果 想 使 得 在 图 
ЖЕ То 上 精确 地 有 = №2, НИЛ и ао Ки ИТ. 

1 类 似 于 § 61 末尾 (注释 2) 所 述 , 容易 断定 : 尽管 辅助 
ВЕБ, 0) 的 选择 会 影响 到 积分 方程 的 解 о (2), 但 是 ,由 于 核 改 变 
而 引起 的 ww (О МАЕ, ЕЛЕНА Г, 上 都 保持 是 常数 的 
Н. 

常数 аз 和 辅助 核 的 选择 无 关 , 这 直接 可 以 从 这 一 节 开 始 所 证 
明 过 的 唯一 性 定理 推出 . 

注释 2 进行 了 完全 类 伺 于 $62 的 诗 论 以 后 , 容易 看 出 :如果 
在 5* 内 是 全 纯 的 夯 数 罗 (z) 存 在 着 属于 五 类 的 [Ве "(9 1*, 36 
么 ,有 


oa=-| ру ds, (64.12) 
3 


0 (2) 20 "00 0440, 


其 中 >(9) 是 属于 Н 类 的 实 丽 数 , 而 C 与 0' 都 是 实 常数 .常数 О 
是 完全 确定 的 ,而 画 数 * (在 每 一 条 转炉 上 被 确 定 祖 确 到 差 一 
个 常数 项 ， 

在 S* 是 有 界 区 域 的 情形 下 , 亦 即 , ЗН Lo 出 现时 ,在 上 
М» 补充 一 个 合适 的 实 常 数 ， 显然 , 可 以 使 得 0' 一 0, НА 
有 


О -| 2048 +0. (64.18) 
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在 这 个 表示 式 中 , 画 数 v(t) 在 Lo。 上 是 完全 确定 的 ,而 在 上 
(3=1, 2, **, р) ЕН] р. 

在 S* 是 无 界 区 域 的 情形 下 , ЈЕ, за В 了 不 出 现时 ,显然 ， 


我 们 有 C+i0' 一 (оо), 并 因此 ,有 


(zs) = 1 Е роо ), (64.14) 


ЖА. (0 万 上 可 以 确定 精确 到 差 一 个 常数 项 ， 
这 些 精 果 (甚至 在 更 为 一 般 的 形式 下 的 车 果 ) 也 都 可 以 根据 
$ 62 的 车 果 ,应 用 简单 的 代 换 (多 换 成 ИР) ПЕНЫ. 


8 65， 利 用 单 层 势 求解 Dirichlet 问题 . 
静电 学 的 基本 问题 


15 利用 完全 类 似 于 $ 63 中 的 方法 ， 由 上 一 节 中 所 得 到 的 变 
态 的 Dirichlet 问题 的 解 ,可 容易 地 得 出 钨 典 的 Diriehlet 问题 的 
解 . 为 了 各 多重 复 起 见 , 我 们 在 这 里 不 再 来 进 它 了 ,而 用 下 面 两 种 
方法 来 直接 求解 Dirichlet 赔 题 :利用 变态 的 单 层 势 和 利用 普通 的 
单 层 势 ， 有 顺便 我 们 得 出 了 所 谓 者 电学 基本 同 题 的 解 . 

为 了 要 答 出 应 用 奇异 积分 方程 方法 的 一 个 简单 而 直观 的 例 
р 包 用 一 个 有 办 区 直 


正 象 上 面 所 访 那 样 ,我 们 假定 也 是 适合 Ляпунов 条 件 的 . 

于 是 ,假设 要 求 根据 边界 条 件 

w=f() 在 LK 上， (65.1) 

来 找 一 个 在 S* 内 是 调和 的 在 8+ 十 厂 上 是 速 炉 的 画 数 wz, У) ,其 
РФ 是 答 定 在 荆 上 的 实 丽 数 ; 我 们 将 仍然 假定 jb) 是 适合 五 
条 件 的 . 

25 利用 变态 的 单 肢 势 求解 ， 我 们 将 要 找 的 问题 的 解 玫 成形 
式 : 


І. Dirichlet 问题 289 
па, 0) = Re Фо, Ф0-Т| 300. (65.2) 


г #—2 
其 中 凡是 属于 Н 类 的 未 知 实 画 数 . 
正 象 在 上 一 节 中 那样 ,把 (65.2) 代 入 (65.1) ,我 们 得 到 积分 方 
程 : 


=) р т: т = 亏 О а. ds=f (6). (65.3) 


ЧЕР ЗС Е (Н 9). 整个 
的 研究 我 们 将 仅 在 实 画 数 的 范围 内 进行 (参看 854)， 对 应 于 
(65.8) 的 齐 次 方程 


ое 0 д0 (65.4) 


жаи и =0, 其 中 0 是 任意 常数 ; 它 不 会 有 其 他 的 解 ( 参 
看 上 一 节 ). 因此 ,前 一 个 方程 的 相 联 齐 次 方程 


1 „(0 о =0 (65.5) 


有 一 个 且 只 有 一 个 线性 无 关 的 解 ( 因 为 指标 x=0)， 因 此 ， 如 果 
7o 外 是 方程 (65.5) 的 任 一 个 不 便 等 于 需 的 解 ， 那 么 ， АЗ ь@) = 
Cozo( 坊 就 给 出 了 所 有 别 的 解 ,其 中 О 是 任意 常数 中 . 

根据 奇异 积分 方程 的 一 般 理 论 2 ， 原 来 方程 (65.3) 有 解 的 充 
分 和 必要 条 件 是 


| (07008 =0; (65.6) 
当 适 合 这 个 条 件 时 ,方程 (65.3) 的 一 般 解 是 
风 ( 坟 一 po 人 及 十 C， (65.7) 


其 中 ро (Р ЕКВ ‚ПП О 是 任意 常数 . 
现在 进一步 研究 条 件 465.6) 的 性 质 ， 根 据 $ 14 ЕЯ, 方程 
(65.5) 和 下 壕 方 程 是 等 价 的 : 


Ф азии. 
® 亦 可 参看 $ 54, 
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用 | mr 2—0, 
或 者 还 和 下 述 方 程 是 等 价 的 : 
[отб 从 ds 二 常数 . (65.8) 
我 们 求证 明 
то= | а (1) 480, (65.9) 
事实 上 ,在 相反 的 情形 下 , 单 层 势 
002, у) = [| 21| о Фа р зуб (85.10) 


ЖК 5— 内 (包括 无 穷 远 点 在 内 ) 的 调和 画 数 (我 们 想 用 此 来 说 
ВН, О (2, 幼 在 无 穷 远 处 取得 确定 的 有 限 值 ;在 我 们 的 情形 下 , 这 个 
{6873 Ф). 

再 者 , 因为 根据 (65.8), ДЕР 6170-=0*=0 = 9, 因 
此 ,无 论 在 S* 内 还 是 在 S7 内 ,都 会 有 U(x, у) =. НЕ, 根 
据 势 论 中 的 已 知 公式 多 ,有 


— 92mvo (to) = (177) - (7), (65.11) 
Еф пл: Г Бух АННЕ. 从而, 在 我 们 所 讨论 的 
情形 下 ， 在 工 上 就 有 vo(t) =0, 但 是 ， 这 与 所 假设 的 条 件 是 矛盾 
的 . 
由 (65.9) 可 以 推 知 , 一定 可 以 选取 到 这 样 的 常数 ao, 使 得 下 
Ф 对 于 较 大 的 1s| 来 讲 , 我 们 有 
О. у = [офи аз = -Inlel| weas 


- [ода [1-1 ds 


2 


=], 048002). 


@ 在 这 里 我 们 利用 了 单 层 势 的 众所周知 的 性 质 : 当 通 过 忆 时 , ЗИЧ 
， 千 的 (为 此 ,只 要 使 得 密度 ро 从 是 有 界 的 和 可 积 的 就 够 了 ) . 
图 为 了 保证 公式 (65.11) 成 立 , 只 要 密度 ро НИЯ Г. 
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ЗА. ли: 
| (f+a0) vas=| ва, yods=0, (65.19) 
而 这 正 是 方程 
1. (2) сов 0 =f (to) ао (65.13) 


的 可 解 性 条 件 ， 如果 о (0) Е (65.13) 的 任 一 个 解 (所 有 别 的 
解 都 可 以 根据 公式 A 士 常数 而 得 出 ) ,那么 ， 


utz, у) = Во м OULU | ро — (65.14) 


ж/к 1 м/ьт(2, 2) 
是 原来 Dirichlet ВАУ. 
3° 放电 学 的 基本 问题 . 顺便 我 们 解 类 了 对 数 势 论 中 的 下 述 
问题 : 
OA S* 的 边界 工 上 质量 分 布 的 密度 画 数 z(t)， 


Te, у) = | „(01а 1 ds (65.15) 


在 + 内 保持 为 党 数值、 这 里 тет, а) = [0—4], 

这 里 所 提出 的 问题 是 静电 学 中 有 关 电 荷 在 导体 8+ ЗА Ж Г 
上 分 布 的 基本 问题 在 二 蕉 空间 的 一 个 类 比 . 在 这 个 情形 (С ВЕ 
形 ) 下 ,这 个 问题 也 有 着 它 的 物理 意义 ， 它 近似 地 对 应 于 电荷 在 一 
个 很 长 的 柱 形 导 体 ( 横 截面 为 S+) 上 的 分 布 围 题 . 

如 果 在 S* 内 如 = 常 数 , 那么 , 在 卫 上 可 一 常数 ， 反 之 亦 然 . 
因此 ,问题 便 妇 精 为 一 个 第 一 类 的 Fredholm 积分 方程 

[> (Та т (66, Рав =, 

由 此 再 对 so ВК, ВИИ ЕЛСИ РАЛУУ 2 (65.5). 

ЗАТЕ Н, ЗЕЕ, НЕН. 如果 ро 全 是 一 个 这 样 的 非 
雳 解 ,那么 ,所 有 别 的 解 都 可 以 根据 公式 > (0) = Оро (ИЕН. М 
应 的 势 由 下 述 公 式 给 出 : 
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О@, у) =0CU, (8, у), (65.16) 
其 中 
(в, у) -| volt) 24, (65.17) 
在 S++ 工 内 势 Uo(z, у) ИН, ИР bo 表示 这 个 值 : 
0,(2, у), 在 S++ 工 内 . (65.18) 


可 能 会 遇 到 №-—0 的 情形 ， 以 后 我 们 把 这 种 情形 叫做 特殊 情 
形 . 

我 们 看 出 ,这 个 问题 的 一 般 解 (65.16) 中 包含 了 一 个 任意 常数 
О. 如 果 附 加 输 定 了 分 布 在 二 上 的 “质量 ?或 者 "电荷 "的 量 то: 


т- | ›0@-с| vo ts Сто, (65.19) 
Е Е 


那么 , НЕВЕ Г. МУЖ (65.9) mo 天 0, 所 以 ， 
从 这 个 关系 式 可 以 确定 出 С. 

КОНЕ т, 还 可 以 给 定 在 "НГ БЯ 0 (х, у) МЕР. № 
时 ,我 们 将 用 关系 式 6=h00 ЖЕ О, 除了 ho==0 的 特殊 情形 外 ， 
我 们 都 可 以 用 这 个 关系 式 定 出 C, 但 是 , 当 0 =0 ВУ, Е 8 十 二 上 
对 所 有 的 C, 05 О (о, у) =0. 这 种 特殊 情形 与 三 蕉 空间 的 情形 
〈( 亦 就 是 ,对 于 Newton 势 ) 是 并 不 相似 的 . 

45 利用 单 层 势 求解 Dirichlet 问题 要求 根 据 在 荆 上 的 条 
件 品 = 了 (来 找 音 层 势 (65. 15), 是 上 面 所 计 论 的 问题 的 一 个 直接 
推广 ; 这 是 一 个 Dirichlet 问题 , ЕН ЗВ. 这 个 
问题 可 以 归 桔 为 第 一 类 Fredholm 积分 方程 

-| „(ат (0, Dds=f (to) . (65.20) 
如 果 我 们 要 想 使 得 所 要 找 的 解 › (р) дед Н 条 件 的 , 那么 ,我 们 
应 误 假 定 , 已 给 的 历数 f(to) 有 对 зо НЧ, ЕВ ИОВ 
合 互 条 件 的 , 因为 , 此 时 容易 看 出 ,(65.20) 的 左 端 是 具有 这 个 性 
м. 
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39 (65.20) Вах so 微分 ,我 们 得 出 奇异 积分 方程 


-| v0) es ds= 9 (65.21) 


这 个 方 程 是 上 面 我 们 利用 变态 的 оная Diriohlet 冉 题 时 所 


方程 (65. 21) 的 相 联 齐 次 方程 是 方程 (65. 4), 但 是 我 们 知道 ， 
方程 (65. 信 有 唯一 的 线性 无 关 解 ob) —1. 
因为 
[0 | а-о, (65.29) 


所 以 ,方程 (65.21) 总 是 适合 它 的 可 解 性 条 件 的 . 
因此 ,方程 (65.21) 总 是 可 解 的 . 它 的 一 般 解 具有 形式 
р (2) =,*% (0) +Ovo(t), (65.23) 
ЯФ НЕЧЕ, ро (0) УЭЕ (65.5) МЈ, 而 
С 是 任意 常数 . 
假设 上 2 避 表示 方程 (65.21) 的 任 一 个 解 , 那么 , ША, НАХ 
(65.15) 所 确定 的 势 U (, 9) 在 二 上 适合 边界 条 件 


可 = 广 (fo) –2, (65.24) 
其 中 上 是 确定 的 常数 ， 这 样 一 来 ,西数 | 
и(т, у) =U (к, у) +В. (65.25) 


解决 了 Diriehlet № (65.1) ,因此 , Еу рае а 
和 某 个 常数 站 之 和 的 形式 ， 如 果 我 们 要 想 单纯 地 用 单 层 势 来 表示 
这 个 解 ,我 们 还 应 尽 再 找 一 个 在 二 上 从 而 亦 在 8+ 十 工 上 等 于 常数 
的 单 层 势 ， 正 如 我 们 已 看 到 的 , 除了 特殊 情形 ( 亦 朗 ,在 (65.18) 
中 加 一 0 的 情形 ) 外 , 这 一 定 是 可 以 做 到 的 . 

积分 方程 (65.21) 是 由 @. Bertrand 外 得 出 的 , 他 利用 了 正则 
化 方法 (8 50 中 所 述 方 法 的 特殊 形式 之 一 ) 把 这 个 方程 妇 糙 为 
Fredholm 积分 方程 不过， 因为 他 没有 利用 奇异 积分 方程 的 一 
艇 理论 ， 所 以 尽管 他 进行 了 相当 麻烦 的 计算 , 并 且 对 国 稀 工 和 已 
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知 画 数 (0 做 了 很 强 的 限制 , 但 是 , 冉 题 还 是 没有 能 够 做 到 某 种 
程度 上 的 完全 解决 . 
注释 14” 段 的 结果 可 以 直接 得 出 : 除了 所 谓 的 特殊 情形 
(二 0) 外 ,对 于 每 个 在 ”内 是 再 和 的 国 数 了 ,9), ЗЕЕ 
工 上 的 边 值 具有 对 8 НЕВА, НЕ ОНА Н 24, № 2. 
就 可 以 表 成 形式 : 
DG -| rn 
其 中 > 人 是 Н 类 的 实 画 数 .， 次 易 看 出 ,这 种 表示 式 是 唯一 的 . = 
ЗЕЕ, 如 果 在 S+ 内 ， 从 而 也 在 工 上 , О (2, у) =0, 那么 , 必然 有 
v(t) =0, 
但 是 ,容易 看 出 ,在 特殊 情形 下 ,成 立 表示 式 
О (2, у) -| (а у 


其 中 a 是 任意 取 定 的 正常 数 , 而 且 它 不 等 于 1， 对 于 确 定 的 mw 当 
КЕ ГВИХ 07 (а, 巷 时 ,由 上 面 的 表示 式 就 完全 确定 出 z(D). 
者 , 容易 看 出 , 在 所 有 情况 下 ,每 一 个 适合 上 述 条 件 的 调和 


夯 数 (2, у), 可 以 表 成 (65.27) 的 形式 ， 只 要 把 4 理解 为 一 个 这 
样 任意 取 定 的 正常 数 ,使 得 


| ze (四 Im ру 
其 中 mo 和 Фо ИН АА (65.9) #7 (65.18) ж Ф. 

这 样 一 来 , 可 以 看 出 , 便 丢 我 们 叫做 特殊 情形 的 情形 , 按 本 质 
ЗЕЕ, 井 没 有 什么 特别 , 只 要 简单 地 改变 长 度 的 单位 , ИГ РА 
掉 这 种 特殊 情形 . 

从 上 面 所 讲 过 的 还 可 以 推出 : 如 果 在 4 内 为 全 纯 的 画 数 
(2) Ч О (2, Y) 适 合 上 面 所 讲 过 的 条 件 , 那么 , 两 数 (2) 
УЗЕЛ ГАИ, 

Ф 这样 一 来 ,a 的 选择 只 傅 屯 于 区 域 5+, ПРИРОСТА. 


(65.96) 


(65.27) 


08 = 71% па-- 0, (65.28) 
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(2) -| >On 0 二 0， (65.29) 


其 中 v( 纺 是 五 类 的 实 画 数 ;4 是 确定 的 正常 数 ， 它 适合 条 住 
(65.28) , 而 且 可 以 一 劳 永 物 地 由 葵 定 的 区 域 8+ 确定 ; О 是 实 常 
数 ( 已 多 与 税 表 示 的 丽 数 有 关 ) ， 当然 ， 还 要 假定 已 沟 用 合适 的 方 
法 取 定 了 对 数值 , 但 是 如 何 取 定 , 我 们 留 答 读 者 去 完成 (和 后 面 的 
公式 (69.2) 当 m=1 的 情形 进行 比较 ). | 

在 取 定 а 和 确定 选取 对 数值 后 ， 画 数 罗 (z) 完全 由 画 数 Р (0) 
ЕО 确定 . 


П. АОН Cauchy 型 积分 或 
其 他 类 似 的 积分 的 各 种 表示 令 


求解 有 关 全 条 画 数 的 茶 些 边 值 问 题 最 自然 的 方法 之 一 , 便 是 
把 未 知 的 全 纯 画 数 用 Cauchy 型 积分 或 其 他 类 似 的 积分 表 出 , 而 
把 这 个 表示 式 代 进 边界 条 件 中 便 化 为 一 个 积分 方程 ， 在 前 面 儿 节 
中 ,我 们 便利 用 这 样 的 方法 求解 过 狂 典 的 和 变态 的 Dirichlet ПЧ 
题 . 

当然 ， 如 何 合理 地 选择 对 于 求解 已 验 问 题 最 为 方便 的 某 种 未 
知 画 数 的 积分 表示 式 ,就 显得 非常 重要 了 . 

在 这 一 部 分 中 ， 我 们 要 指出 在 答 定 区 域内 为 爹 纯 的 画 数 的 几 
种 简单 的 表示 法 .它们 都 是 由 Cauchy 型 积分 及 其 他 类 似 的 积分 
答 出 的 . | 


$66. 一 般 性 的 注释 


设 S+ 是 一 个 连通 区 域 , 它 是 由 光滑 的 图 炎 6, 五,，…,， Г, 所 
图 成 的 ,其 中 Lo 包 圈 所 有 别 的 图 米 ; Го 亦 可 能 井 不 存在 ,这 时 S+ 
将 是 一 个 无 界 区 域 ， 我 们 仍然 用 ГЕ Го, Га, …，Z5 的 全 
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体 ， 工 且 按 照 通 常 那样 规定 了 的 正方 向 是 使 5+ 保持 在 其 左 侧 的 
方向 ， 我 们 仍然 用 S57 表示 S1+ 十 工 对 全 平面 的 余 集 ; 3- н 
КЕ ,Ls,…, Г, 所 图 成 的 有 界 区 域 S57,，S3,…, 55, МЧ Lo 存 
在 时 ,还 包含 由 Lo。 所 图 成 的 无 界 区 域 55 所 构成 . 

假定 (2) 是 在 区 域 5* АЕ, ЗЕНА А НГ Е 
НОВ, М S1 为 无 界 区 域 时 , 还 假定 (co) =0. ЖА, 这 个 画 数 
一 定 可 以 用 Oauchy 积分 


Ф(2) -二 | 2:0 at (66.1) 


来 表示 , (66.1) 是 0auchy 型 积分 的 一 种 特殊 情形 . 

很 自然 会 产生 这 样 的 问题 : 能 否 用 别 的 Uauchy 型 积分 来 表 
示 这 同一 个 图 数 Ф (2), 在 其 积分 中 Ф* (已 换 为 边界 上 点 的 任何 
其 他 画 数 ， 这 个 问题 可 以 归 精 为 下 述 问题 :什么 是 使 积分 


ой ао] aa 


表示 同一 个 在 3 РЖИ НС У УЖИНА? 其 中 Ф(Р) 


ооо. 


ВЕ 很 容易 回答 的 . 本 就 是 说 ， 根据 条 件 , 对 区 域 3+ 
内 的 所 有 点 2, 我 们 都 应 该 有 


000 ао 
г 1—2 ° 


但 是 ,这 时 再 根据 在 8 29 中 所 讲 过 的 千 果 ,就 应 该 有 
Ф) —y(t) =0-(0), (66.3) 
其 中 2- 的 是 某 个 在 8- МН, НЕ еро 8] П ЕЯ 
数 Q(2) 之 边 值 ( 当 Ло ЕН, ЖЕ ОСЛЕ ИН). 
显然 ,反之 ,如 果 (66.3) 成 立 , 那 么 ,在 Sr МН Ф( = (2). 
我 们 不 应 忘记 , Q(z?) 应 理解 为 分 别 在 ST, 95, ,…, SF 内 为 全 
ЕВА 0, (2), 05(2) ,…， 0, (2) 的 全 体 [如 果 ЖЕЛЕ, 它 还 应 


П. эн CQauchy МКИ 397 
该 包括 一 个 在 55 内 为 全 和 纯 ， 双 在 无 穷 远 处 取 值 零 的 画 数 
£20(2)] Ф. | 
如 果 在 无 界 区 域 的 情形 下 ，F(o5) +0, ЖА, КЕЖЖА 
(66.1) 我 们 有 表示 式 


Ф0- | 20 +оо), (66.18) 


254/6 1—2 

因此 , ЕВ СТ р 2055 2 Я Е Н Qauchy 型 积分 表示 出 
(这 种 表示 法 可 以 精确 到 着 一 个 常数 项 ). 

交换 S+ 入 - 所 处 的 位 置 , 我们 就 可 以 得 出 完 公 类 似 的 糙 


8 67， 具 有 实 的 或 者 机 处 的 密度 之 Cauchy 
型 积分 的 表示 式 


利用 在 前 一 节 中 所 述 画 数 Q(2) 的 任意 性 , 我 们 还 可 以 给 出 一 
个 对 于 某 种 目的 合用 的 表示 已 给 全 纯 画 数 的 某 些 形式 的 Qauchy 
型 积分 . 

在 862 及 $64 +, ЧЕЖЕ ЈА Cauchy 型 积分 表示 
在 给 定 的 区 域内 为 全 纯 的 函数 之 最 简单 的 表示 式 . 在 这 一 节 中， 
我 们 回 到 诗 论 这 些 表示 式 ， 其 目的 是 为 了 把 它们 能 和 上 一 节 中 所 

ЗАРИ ЯК Е ЕЖЕ Г, S+ 和 55, 但 是 , 除 此 而 
外 ,我 们 还 假定 Г, 是 适合 Ляпунов 16А), ЕЕ, Г 的 切线 与 
某 个 固定 方向 之 问 所 夹 的 角 是 适合 Н 条 件 的 . 

1° 首先 假定 8+ 是 有 界 区 域 , 这 就 是 说， 图 秋 Го 是 存在 的 ， 
ВЕ ФОНДЕ 5+ ИХ, ЕНиР ЕЮ 
序数 . 

о яв, ФЕ, 85,5, 8р 上 有 定义 , 且 当 Є SF 化 一 1， 2,5, рМ, 


9 (2) =0,(2). 34 55 存在 时 , Ч (2) ИЕ 85 上 有 定义 , 且 当 *E 8 时 ，9(2) 一 90(2) 。 
而 9x(o) 全 一 0，1， 2，…， р) 在 Вх МЕН. — ЖЕ 
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我 们 在 $ 62 中 已 破 看 到 : 丽 数 外 (x) 可 以 表 丰 形式 


Ф(=) = з, на +00 зај 66а ‚ (67.1) 


Ж р ФЗ, И С 是 实 常数 2， 
另 一 方面 , 画 数 有 (图 还 可 表 为 Qauchy 积分 


Oe (67.2) 


ра, В ЕН, ХЕХЕ КЕ 9 内 为 全 和 纯 , 可 以 连续 拓展 
到 五 上, 共 且 在 无 穷 远 处 取 值 零 的 画 数 (2), 使 
‚ Ф+(0) = (0) +09 +9-0. (67.3) 
合 
Ф(>) =0 (=, + (=, у), 
О (2) -С%=и(а, у) +0 (sm, у), 
Же (67.3) ,我 们 就 有 
v-=V+ 在 LL 上 . (67.5) 
Я Ф (2) Е 8+ ЕВЕ Г, М, ЗАГЛ 
V+ 在 工 上 的 值 杰 是 已 知 的 ， 于 是 ， 我 们 可 以 通过 求解 区 域 85， 
ST，…，SF 上 的 Dirichlet 问题 而 定 出 о (о, у) 在 这 些 区 域 上 的 
值 . 然后 ,我 们 也 就 可 以 确定 画 数 Q(z) 在 这 些 区域 上 的 值 2o(2) ， 
О, (2), Qo(z) 。 如 果 注 意 到 条 件 О(оо) =0, ЖА, Qo(?) 显然 
就 是 完全 确定 的 ; 同样 ， 也 可 以 确定 常数 0, C 显然 正好 就 是 
9(5, 9) 在 无 穷 远 处 的 值 ， 值 О, (2), О (2), 6, О, (2) ЖИЕ 8 
到 差 一 个 实 的 任意 常数 
然后 ,再 根据 公式 (67 .3) ,由 公式 
nt) =0* аг (67.6) 


(67.4) 


确定 出 и 的 值 . 
我 们 再 一 次 看 到 ， ‚в ДЕ Го 上 是 完全 确定 的 ， 而 在 Га, Го, 


@ 我 们 已 么 指 出 过 (6 62) :不 仅 当 多 (2) 可 以 连 灶 拓展 到 工 上 时 , 表示 式 (67.1) 
是 成 立 的 ,而 且 仅 当 Re 8(2) 具 有 这 个 性 质 时 ,表示 式 (67. 了 ) 亦 是 成 立 的 。 
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1. 6, 1Q) 都 确定 精确 到 差 一 个 ( 实 的 ) 任 意 常数 . 

在 $ 62 中 , (0) 的 确定 是 与 求解 一 个 积分 方程 有 联系 的 , 而 
这 个 积分 方程 又 是 与 求解 多 连通 区 域 (D>0)8+ 上 的 Dirichjet 癌 
题 有 联系 的 .但 是 ,在 这 里 ,只 需求 解 单 可 通 区 域 55, ST,…, 65 
上 的 Dirichlet 闭 题 就 可 以 确定 y(t)， 可 是 在 $ 62 中， 我 们 对 画 
数理 G) 加 了 比 这 里 要 更 一 般 的 条 件 : 在 那里 我 们 只 要 求 于 人 的 实 
部 可 以 连 苇 拓展 到 围 维 上 ; 面 在 这 里 我 个 却 要 求 多 (2) 的 实 部 以 及 
МЕН ну рз И: ле РИН Е. 

2: 如 果 区 域 S+ 是 无 界 的 , Хр ‚ВНЕ Го 不 出 现 ,那么 ， 正 象 
ДЕ $ 62 中 所 诈 明 过 的 那样 , 每 一 个 在 4+ Я, ЕН. пр рон 
拓展 到 工 上 的 画 数 多 (z), 都 可 以 表 成 形式 


Ф(2) -了 | А00 о) ， (67.7) 


其 中 履 从 是 实 的 连续 画 数 @ .与 前 面 完全 类 似 , и) ИЕ рр 
化 为 求解 有 界 单 连通 区 域 Si, 83,…, Sz 上 的 Dirichlet 问题 ， 
ДЕ Г, Ta р Е, В (0) 都 确定 精确 到 差 一 个 任意 常 
数 . 

3° ФО (2, ЕЖЕ $ 6 的 注释 2 中 已 指出 过 的 ， 
对 于 在 8+ МЕН, ЗН ВН Е Б Ф (2), 
在 S+ НЕХ Т, ИРИ Эу 


ЕЕ 


而 在 S* СОНИ Т, ЗИМИН Ро у 


+0, (67.8) 


Орао (67.9) 


”在 这 两 个 公式 中 ， (0) ЗЕЕ, ШО 是 实 常 数 . ВК 
„(жЕ Та, Го, "~", Г, 上 确定 精确 到 差 一 个 任意 常数 ， 而 在 如 上 


Ф 仅 当 Re 人 D(z) 可 以 如 镇 拓 民 到 工 上 时 ,下 示 式 (07.7) 才 是 成 立 的 (8 62). 
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v 是 精确 确定 了 的 ;常数 О 是 完全 确定 了 的 了 . 

我 们 可 以 完全 类 似 于 在 上 面 的 情形 中 确定 丽 数 w(t) 那样 来 
ЗЕ». 


$68. 密度 为 (& 十 二) 的 Cauchy 型 积分 的 表示 式 


在 上 一 节 中 ,所 讲 到 过 的 表示 式 是 这 样 的 表示 式 的 特殊 情形 : 
OP | кс, (68.1) 


ФУ) г $—2 

фе=в@, = 都 是 答 定 在 上 上 的 实 的 连 秆 画 数 (它们 与 
Ф(2) 是 无 关 的 ), 并 且 在 工 上 处 处 都 有 十 总 关 0; ш (0) ЖЕНЕ 
ВИЖ, ЖИ С 同样 ,我 们 要 求 根据 责 数 多 (z) 来 确定 它们 . 当 
а=1,6=0 时 ,我 们 通过 选取 适当 的 常数 С, 就 得 出 上 一 节 中 的 表 
示 式 (67.1) 及 (67.7), 而 当 4 一 0, 5=1 时 , 通过 选取 适当 的 常数 
С, 我 们 则 得 出 上 一 节 中 的 表示 式 (67.8) 及 (67.9). 

象 上 一 革 中 那样 , 我 们 将 假定 卫 上 的 切 粮 与 某 个 固定 方向 之 
则 所 夹 的 角 是 适合 Н 条 件 的 ,并 和 且 我 们 还 要 求 答 定 的 画 数 5 (2) ЖП 
(рые 五 条 件 的 . 

另外 ,我 们 还 假定 画 数 下 (z) рТ Е, Н Ф* ($) 
是 适合 Н 条 件 的 . 

我 们 首先 时 论 57 是 有 界 区 域 的 情形 , 亦 就 是 ,男装 Ро 存在 的 
情形 ， 此 时 ,公式 (68. Е 


Ф(2) = 22|, (а) +С а. (ж) 


根据 866 нич 为 了 得 出 表示 式 (*) , 就 应 该 根据 条 
件 


Ф+ (1) = (а) и 00-00) ЯЕ Е, (68.2) 
来 找 一 个 在 8- 内 是 全 和 纯 , | Ана Г Е, ЗЕНЛЕЖ АЕ 


Ф 仅 Im 5(2) Ен Г БАТ, 表示 式 (67.8) 和 (67.9) Кали, 这 可 
以 根据 $62 МЕНЕ. 
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ВЕНУ О (2). 
引进 和 号 . 
~ ю+ю@-=о(9, (68.3) 
我 们 就 得 出 关系 式 
Ко. 2-0. 一 Re 0. 
或 者 还 可 写 为 
Re(g—ib)o- (В —Rei(g—ib) G+ (9. (68.4) 


这 样 一 来 ， 因 为 ， 如 果 画 数 (2) 在 5+ 内 是 已 知 的 ,那么 ， 
(68.4) НЕЕ ХЕ Г Е, 因此 , о (2) 的 确定 , 从 而 
2( 2 的 确定 , три ДЕ № ВХ бо, ба, …, 95 上 的 
Riemann-EHilbert А. 

我 们 从 区 域 $7 中 任意 取 定 一 个 ,这 一 个 区 域 上 的 Riemann- 
Hilbert 同 题 一 定 是 可 解 的 ， 只 要 它 所 对 应 的 指标 wy 不 是 员 的 ， 
这 个 指标 由 公式 | 


у= [arg(a—ib)]s, (68.5) 


#1182 $43 ЖЕ). 

这 样 一 来 , 如 果 所 有 的 %>>0 那么 , 表示 式 (68.1) 总 是 可 能 
的 ， 在 某 些 % 为 贡 数 的 情形 下 ,只 有 当 $(z) 适 合 茶 些 补充 条 件 
时 ,表示 式 (68.1) 才 是 可 能 的 ,至 于 这 些 补充 条 件 我 们 不 准备 再 讲 
了 . | 

在 + 为 无 界 区 域 的 情形 下 ,可 以 有 完全 类 似 的 糙 果 ， 在 这 种 


Ф 在 利用 公式 (43.3) 之 前 ,我 们 首先 应 读 把 其 中 的 5 换 成 6; 92, 由 于 在 我 
们 的 情况 下 ， шу Ту 的 正方 向 移动 时 ， 5; 保持 在 Г; 的 右 个 ， яж, Е (42.3) ж 
端的 符号 改 成 相反 的 符号 。 于 是 ,我 们 有 
Xj 二 一 Тата) 12;= + Гат (a—ib) 1, 


这 亦 就 是 在 形式 上 和 (43.3) 是 完全 一 致 的 公式 ， 
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情形 下 ,一 开始 就 可 以 直接 确定 常数 О 
(=Ф(оо). А (68.6) 

ХН Ф (2) Ф (оо) тт База, 我们 便 把 
УАН Да ОВ От, 85, …， 65 上 的 Riemann- 
Hilbert ЕН (68.4), 

当 所 有 的 к;0 时 , 这 些 问 题 总 是 可 解 的 .在 相反 的 情况 下 
( 亦 序 , 当 某 些 wj ВАЖЕН), НМ Ф( 再 满足 某 些 补充 条 件 时 ， 
表示 式 (68.1) 才 是 可 能 的 . 

在 下 一 节 中 ,我们 将 要 尽 和 地 讨论 一 个 形式 为 (68.1) 的 表示 
式 . 


$ 69. И. Н. Векуа 的 积分 表示 式 


在 很 多 重要 闻 题 的 边界 条 件 中 ， 不 仅 出 现 未 知 画 数 本 身 的 边 
值 ,而 且 还 出 现 未 知 画 数 的 到 茶 阶 和 的 导 画 数 之 边 值 ， 因 此 ,重要 的 
ЕЕ АВЕС УХ 20) ЖК ВНЖ 
的 积分 表示 式 ， 在 很 多 应 用 中 , 特别 方便 的 这 种 表示 法 之 一 是 由 
И. Н. Векуа 葵 出 的 一 种 表示 式 ( 参 见 И. Н. Berya[5], [81). 我 们 
在 这 里 来 推导 这 种 表示 式 @. 

15 首先 假定 8+ 是 有 界 的 音速 通 区 域 , 它 是 由 一 条 封 阳 的 
Ляпунов 8 Г ХИ. ЗАЧ бо 玫 示 六 十 了 对 于 全 在 
面 的 补 区 域 . 

我 们 来 证 明 下 述 定 理 (H. Н. Векуа) : 

定理 ПЕК" НН 20 вы т Е Г 


ооо ооо е о 


Ф ЕД. И. Шерман!) „$ Ю. М. Крикунов“), Р. С. Исаханов 313) 
都 输出 了 另 一 些 类 似 的 表示 式 。 
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Ф(2) | 00 0, (69.1) 
вп 
当 mm 之 1 В, 
5 的-| м0 (1-2)" (1-2) а аво, 
| (69.2) 


ОВО. 
对 于 答 定 的 弓 ЗА (1—2) воч оО Е 
那 一 个 分 支 ;而 s 表示 + АА. 
我 们 从 证 明 mm 一 0 情形 的 定理 开始 ， 注 意 到 
== Ра, 
其 中 


如 


和 
ds ds “ ds "ds 1 (69.3) 


我 们 就 可 把 公式 (69.1) 改 写成 


1 [2 1 | ліш! 40 
00 |20 вно pa в 


А, ПЕНН РЬ ЗА, ПРОЩЕ НН „УВЕ 

Эти wt) =Ф+ (0) 0 (0) 0, (69.4) 
其 中 @- 多 是 某 个 在 8- РА, ЕН ЕВЕ Е 1, Е ЖЕ 
ваз ВАСИН. 我 们 再 引进 记号 О, (2) =@ (2) 十 
20. Ж 2o(2) 应 该 在 无 穷 远 点 取 炳 虚 值 ， 并 且 在 工 上 适合 边界 
条 件 


Ф Б. В. Хведелидве 181 狠 出 这 个 定理 对 下 列 情形 的 推广 : ВАЗЕ Ф (2) А0 т А 
ОЕ 6+ 内 可 以 由 以 &p(p; Г) (按照 27 中 所 指出 的 总 号 ) ЖМЖ ЕН 
Qauchy 型 积分 表 出 , 其 中 p>>1, 而 p(t) 是 形式 为 (327.3) 的 醒 数 ,在 这 种 情形 下 ， 
п) жаат Я; Г) А0. | 
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050) _ $ 
Be 一 太一 一 Be Р . 
СЕ, ВЗИРИ 8 的 Riemann-Hilpbert 
边界 问题 : 
Кө(0—) Qi (0) =е, (69.5) 
其 中 
и _ ， 1 
一 级 一 6( 人 一 2 人 (人 元 
在 我 们 所 规定 的 条 件 下 , а, 6 Ис 显然 都 是 适合 五 条 件 - 
АУ. 
Ж, АНН АКР, ПОРН, ВЛЕ $8 41, 43 中 的 
де, ПОА (69.5) В ЛЕНЕ , ПИ АБЕ Ну ДЗ: 
0,(0) =о(2) КА (2), 
Кф о (2) Я (69.5) ПЕНЕЙ, х (2) ХЭР ЇН, Вр, Е 
Вуда 


Я 一 == $9. 
р> с с(#) = Бе pt 


Ro у-(0) =0 (69.6) 


的 特 解 ,而 4 为 实 常 数 . 要 这 样 选取 А, 使 Re B80(oo) =0, ЖЕ, 
使 Re[o(co)+4x(co)1=0. 这 是 一 定 可 以 做 到 的 ,因为 y(co) 是 
РН. 事实 上 ， 因 为 齐 次 Riemann-Hilbert МНН 
指标 等 于 雳 时 的 解 处 处 不 为 零 叱 , 因此 х (оо) +0, ЖЕНЕ 
是 Imx(co) =0, 但 是 , 这 可 以 直接 由 公式 (69.6) 得 出 ,这 个 公式 
给 出 

0-Re| 20008 -Re| 200 -Rer2rixz(eo)]， 


于 是 ,常数 4 完全 向 确定 了 ， 另 外 ,又 因为 ЕАН 
条 件 的 @， 因此， 由 公式 (69. 当 所 确定 的 画 数 (人 ) 亦 是 适合 这 个 


Ф 实际 上 ,就 图 域 的 情形 来 讲 , 汶 可 以 由 $$ 条 的 公式 直接 得 出 ; 冯 因 为 保 角 映射 
并 不 影响 这 个 性 质 , 因此 ,对 于 任意 的 区 域 ,这 个 性 质 显然 仍然 是 保持 的 。 
Ф 参看 $43, 81, 
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这 样 一 来 , 在 m=0 的 情形 下 , 定理 已 多 得 到 了 证 明 只 从 我 
们 的 推导 过 程 本 身 显然 可 以 看 出 :在 (69.1) 中 的 4() 和 0 都 由 画 
数 多 (2) 叭 一 地 确定 ; 并 且 只 要 假定 и (0) ЗНАНИЕ, ЗА 
易 直 接 证 明 表 示 式 (69.1) 的 唯一 性 (参看 下 面 )， 

现在 转 到 在 % 之 1 的 情形 下 定理 的 证 明 ， 我 们 首先 指出 : 只 
и 是 适合 及 条 件 的 , АЗ (69.2) 的 右 端 事实 上 就 是 一 个 在 
S+ 内 为 全 和 纯 , ФЕН то ИЧ аа Н ЗЕНОН 
数 . 实际 上 ‚#8 m 次 微分 以 后 ,我 们 就 得 出 


= (—1)"(m—1) Га, 


从 而 ,再 根据 8 18 中 的 定理 就 可 以 得 出 我 们 的 结论 . 

现在 我 们 证 明 : 如 果 表 示 式 (69.2) 是 成 立 的 , 那么 , 在 和 输 定 了 
画 数 Ф (2) 以 后 , 便 可 以 唯一 地 确定 画 数 4 办 和 常数 CQ， 这 可 以 归 
千 为 车 论 : 如 果 对 于 S+ 内 所 有 的 z 均 有 


{, „9 (1-=)"" (1-2) |. (8) 484-400, (9.7) 


那么 ,一 定 及 (内 二 0( 从 而 ,显然 ,也 有 0—0). ， 我 们 现在 证明 后 
ЖАЛЕ ИНЕ: 在 证 明 过 程 中 , 我 们 只 需 假定 wb) ЕД СЭ) 


ооо 


在 点 z=0 的 邻 域内 , 将 (69.7) 的 左 端 按照 z 的 每 次 展开 , 我 
们 容易 得 出 
о- | в (дев [| ШОР), b=), 1, 2, ... (69.8) 
1, г 
但 是 ,由 此 可 以 知道 , 0auchy 型 积分 


Ф 这 里 推导 的 证 明 与 И. Н. Векуа 的 证 明 是 不 同 的 ; 正 相 反 , ДЕЛТАТА НАС 
117221 的 情形 的 证 明 , 确 是 И. Н. Векуз 81 的 证 明 的 重复 。 
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ша 
o(2) 一 32|,“ 1—2 
‚ 对 于 8+ 中 所 有 的 2 均等 于 需 ; 为 了 诈 实 这 一 点 ,只 需 在 点 2 一 0 附 
о (2) 2 ПЕК, 并 注意 到 (69.8) 就 够 了 . 因此 , 有 
w+(t) ==0, 这 意味 着 
ш(0# = —о- (#0) Ф, (69.9) 
根据 (69.8) 当 =0 的 那 一 个 等 式 可 以 推出 : 在 无 穷 远 点 的 邻 域 
内 ,成立 着 形式 为 
@_2 а_ .зо 
@ (2) +в + 
МЕ, РЯ: ИЖ 
оо) = | ода 


ЕВ 内 (包括 “= 一 co ДЕЙ) д, 其 中 加 06 5 Г КИЕ 
意 取 定 的 点 ， 而 积分 是 展 布 在 这 个 区 域内 的 任意 一 条 路 径 上 的 . 
把 点 和 取 在 二 上 ,从 (69.9) 可 推出 


wi (© = [о-о | дав 


(我 们 规定 绝 坐 标 з 是 从 20 度量 起 的 ); 由 此 可 以 得 出 : 在 世上 
Гас (0) =0, И Ж, 1 57 Р оо (2) 一 常数 , 在 3 М о (2) = 
о00(2) =0, СИЯ ш (2) =0, 而 这 也 就 证 明了 表示 式 (69.2) 的 只 
一 性 .完全 同样 的 证 明 可 以 适用 于 表示 式 (69.1)， 

ТЕНЕТ Ма, 先 作 如 下 的 网 定 : Е ит, 我 


ae 


有 了 这 样 的 狗 定之 后 ,再 根据 刚才 所 证 明 过 的 页 数 Ф (2) 能够 


Ф 原 书 此 式 为 ФР =, НЕХ КИНА 49, 但 这 并 不 重 
5. — Жж | 
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表 成 形式 (69. 了 或 者 (69.2) 的 唯一 性 ,直接 地 得 出 下 列 命 是 : 
假定 ш (0) ЕСИ. 规定 x€ S*, РН. 


Ф,(2) -| 0) ав (69.1а) 
1 


Ф,(2) = | mld(1-2) (1-2) ав 


+| (6% (>10 (69.2) 


《在 下 面 的 叙述 中 所 指 的 是 这 两 个 公式 中 的 一 个 ). 
№2, ， КО (1=1, 2, +... В) ЕН ААН 


2. 
有 了 这 些 预 先 的 注释 以 后 ,我 们 便 可 以 着 手 诈 明 表示 式 (69.2) 
的 可 能 性 ， 根 据 条 件 ,我 们 假定 , Ф (2) Е 8+ Рону ЖА 
数 ，[@eo (туте 是 存在 的 并 且 是 适合 吾 条 件 的 ， 如 果 表 示 式 
(69.2) 是 成 立 的 , ЖЖ, 微分 m 次 以 后 , 再 让 z->io (2 保持 在 8+ 
内 ) 而 取 极 限 , 并 且 镜 单 地 用 BY ( 表示 [ФФ] *, 我 们 得 出 
DH) = (—-1)"(т— 1 1 "tp (to) 
+(—D"(m—1) | my 
再 在 上 式 两 端 除 以 (一 了 D"(m 一 1m5640 引 "并 且 注 意 到 讶 一 1, 我 
们 还 可 得 出 | 
р) + | 1 б а 一 Е от т хр (69.10) 
由 此 比较 实 部 , 便 得 出 


0 _ ЧФ (10) 
но + | оу О-В С уе Тая. 


(69.11) 


308 第 三 章 对 一 些 边 值 问 题 的 应 用 


容易 看 出 , 这 是 一 个 实 的 Fredholm 积分 方程 , 它 的 核 具 有 形式 : 


下 (0, 2) 
| 一 如 <， 


其 中 К*(&, 介 是 适合 瑟 条 件 的 @， 这 个 方程 的 右 端 也 是 适合 Н 
ЖА. М, 它 的 每 一 个 连 炉 解 是 属于 类 的 (8$ 51). 

ЗИГЗНЕВЗ Fredholm 方程 (69.11) 的 可 解 性 . 为 此 我 们 考虑 
宅 的 相 联 齐 次 方程 


0<а<1, (ж) 


т _ 
v(t) +}, Re ms (Dds=0, (69.12) 
此 处 及 以 下 还 假定 »( 是 实 丙 数 , 则 (69.12) 还 可 以 写成 
"(ра 
Re| > (6) а е, } 0, (69.13) 


假定 v( 台 是 方程 (69.12) 的 任 一 个 ( 连 炉 ) 解 ; 那么 , о (2) Е 
АНЖИ). 我 们 考察 画 数 


са 1 y(t. 
9(2) = тт 1), 2 › 


"ЕЛЕ 67 ЕЖИК, 并且 在 无 穷 远 处 如 同 2" 那样 取 值 雳 , 再 根 
据 (69.18) ,在 世上 有 


Ве0-(® =0. 
因此 ,在 8 М 9(2) =0. 于 是 ($ 29) ,有 
加 的 一 of 的 在 LL 上， (69.14) 
其 中 о) ЕЕ Е S+ МНН. 根据 上 面 的 公式 还 可 以 
Ф 我 们 有 
1 ml 1 如 


й 110-10) т tt Nm 10 


ЕТЈЕН 条 件 的 ;而 第 二 项 可 以 改写 成 


1и _ та ___ 1 дағ 1 08(s0,s) 
mt аі ӧзу 110-4 = лї 05 я двр? 
И ғ [2—10], (50, 8) 一 arg (一 如) ， 因 此 ,有 
Ве 1 1 —_1 99(80, 8) 
я 1 м 95% ° 


但 是 ,后 一 表示 式 是 具有 (*) 的 形式 的 (参看 $7). 


П. аж Озосћһу О НИЕ: 300 
得 出 
Кө[0-** ()]=0 ЕЕ. 

因此 , w(z) 是 对 于 St 的 齐 次 Riemann-Hilbert 问题 Re(c 十 
6) 0+0 (29 400—0" 时) 的 解 ， 这 个 问题 的 指标 等 于 2m 一 
2>0. 因此 (8§ 41 及 43) ， 它 有 2m 一 工 个 线性 无 关 解 ， 于 是 ， 齐 
次 Fredholm 方程 (69.12) 有 2m 一 1 个 入 性 无 关 的 解 , 并且 方程 
(69.11) 对 应 的 齐 次 方程 水 有 同样 个 数 的 糠 性 无 关 解 ， 

尽管 如 此 , 非 齐 次 方程 (69.11) 总 是 可 解 的 . 事实 上 , 根据 众 
所 周知 的 Fredholm 定理 ,为 使 方程 (69.11) 可 解 的 充分 和 必要 条 
件 是 它 的 右 端 适 合 条 件 


|» Om car] 


о (Di (2) дв 0 
в (-1)"(т—1) 1а ' 
Ж (0) К (69.12) 的 任意 ( 实 ) 解 . 但 是 ,根据 (69.14)， 
(В = "о 人 坟 ， 于 是 ,上 述 条 件 可 以 改写 成 形式 : 


1 | афта] о. 


2% 


-Re| 


веј 


因为 被 积 画 数 是 在 8+ РА О о (2) 6" (2) 的 边 值 ,所 以 ， 
这 个 条 件 总 是 适合 的 . 

这 样 一 来 ,就 证 明了 方程 (69.11) 的 可 解 性 . 这 个 方程 的 一 般 
解 具有 形式 : 

и (В. = шо(#) Неа (® + ети, (69.15) 

其 中 中 的 ，pa(D，…，Hpan- 人 的 是 方程 (69.11) 对 应 的 齐 次 方程 
的 萎 人 性 无 关 解 的 完备 系 ,而 по (© 是 方程 (69. 半 ) 的 一 个 特 解 ， 写 
是 如 此 选取 的 :如 果 万 程 (69.11) 的 右 映 等 于 零 , 那么 , 就 有 po (8) 
一 0; 而 0a ез, .… on ,都 是 任意 实 常数 . 
” ”我 们 现在 证 明 :已 求 出 的 由 方程 (69.10) 分离 出 实 部 而 得 的 方 
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程 (69.11) 的 一 般 解 也 适合 方程 (69.10) 3, 4 ( 当 2E8+ 
Вр): 
(2) - |, ш(2) (1-2) (1-2) а. (0) 484-40; 
(69.16) 
+ „ФН (69.15) 确定 ,而 C 是 实 常数 ， 现在 注意 到 ,方程 
(69.11) 所 表示 的 不 是 别 的 ,恰好 就 是 条 件 


ить) + _ тарф (10) + 
ве От Re | ОЕ | ? 


(69.11а) 

ЗАВ 92) –Ф(2) = Х (2), а, 及 (2) 适 合 边 界 条 件 : 
Relit8 如 了 (to)] 二 0 在 二 上 ， 

其 中 , 为 了 简单 起 见 , 我 们 已 释 把 [有 (to)]* 5 А 0 (0). 但 
是 ，. 上 述 条 件 构 成 一 个 对 于 且 "(xz) 的 齐 次 Riemann-Hilbert [8] 
题 ,并 理 这 个 问题 的 指标 等 于 一 2m， 这 就 是 部 , 它 的 指标 是 员 的 . 
从 而 , Х(2) 一 0, 亦 就 是 说 ,多 "(2) = Ф (2) ,因为 方程 (69.10) 
所 表示 的 正好 就 是 条 件 


[em (5) 1+ = [$ (%)]*, (69.10а) 
于 是 ,我 们 的 千 论 就 得 到 了 证 明 .， 我 们 还 指出 ,显然 
1 (2) =6(2)+Q(2), (69.17) 


其 中 Q(z) 是 次 数 不 超 过 m 一 1 的 多 项 式 . 

特别 是 ,由 上 面 的 辕 果 可 以 推出 : 作为 与 (69.11) 对 应 之 齐 次 
方程 的 解 的 画 数 (В), из, ++, из (©, МЫ (69.10) 
Зам. ВУ 岩 示 由 公式 (69.2a) 联系 
и; (© (1=1, 2, 2m 一 的 醒 数 ,不 过 在 (69.2a) 中 代替 Ф, (2), 
在 此 处 应 蔽 理解 为 罗 ,(a] ， 因 为 , p(t) 现在 表示 方程 (69.10) 所 
对 应 的 齐 区 方 程 的 解 , 亦 序 , 表示 由 (69.10) 5 Ф (2) =0 而 得 的 方 
程 的 解 , 因此 , 根据 (69.17) 可 以 看 出 , 多 ;(2) 是 次 数 不 超 过 m 一 1 
的 多 项 式 . 


П. 5 Сапећу ИДИ = ЗЫ 
н (69.15) У НЕ и (АКА. (69.16) 中 , 我 们 就 得 
到 
D2) = (2) 00 еу, (2) +--- он 1 Pam (2), (69.18) 
Жр, (2 (1=0, 1, --., 2m 一 1) 由 公式 (69.2a) 确 定 , 在 (69.2a) 
， 中 代替 Ф, (2) 现在 应 该 理解 为 罗 ;(z) . 刚才 我 们 已 经 看 到 过 , 当 
1 Н, У ЕЯ т ТИ, 
我 们 指出 ,根据 公式 (69.2a) ,容易 看 出 , №, (0) 此 为 实数 。 
НУ Жи), из, ---, Изт а 是 粮 性 无 关 的 . 
因此 , 根据 上 面 所 讲 过 的 [公式 (69.2a) 以 后 的 ] 精 果 , 多 项 式 
Ч! (2), Ч, (2), ，…， 切 om-_1(2) 亦 是 如 性 无 关 的 容易 看 出 , 多 项 式 
д, P12), Da (2, ---, Pom_1(2) (69.19) 
亦 是 线性 无 甘 的 ;事实 上 ,如 果 Обе 9, (2) 二 十 Cam_1 Ут-1(2) 
=0, 其 中 О, сл, со, ***, бота 都 是 实 常数 ,那么 ,全 2 一 0， 双 注意 
到 罗 ;(0) 是 实数 , 则 得 出 0O=0; 但 是 ,由 此 根据 91 (2), 到 (2) ,…， 
0з (2) НЕЕ: ;也 有 , 66а +. = 6т—1=0, ОКНЕ 
明了 我 们 的 结论 . 
从 而 ,容易 看 出 : 次数 不 超过 m% 一 1 的 任意 多 项 式 都 是 多 项 式 
(69.19) 的 完全 确定 的 多 性 租 合 @. 
现在 对 画 数 ol2) 应 用 公式 (69.17) ,可 以 得 出 
Ф(2) — (2) 一 Qo(2)， 
Ж ФОН то 1 的 确定 的 多 项 式 ， 从 而 ,如 果 我 们 
要 想 使 输 定 的 画 数 @ (人 等 于 多 (2， 那 么 ,我 们 就 应 芒 如 此 选取 实 


Ф РОКИ т ТИ. 我 们 来 证 明 : 它 (唯一 地 ) 可 
以 表 成 形式 
Р(2) б-е (2) + ca 9 (2) + et Com-1 Фот (2), 
С, са, са, «+, ст ВУЗЕ. 比较 е МАЈСЕН, НЯ, 
我 们 便 得 到 2m 个 关于 С, са, со, …， C2m-1 的 实 的 入 性 方程 租 . 这 个 方程 粗 的 行列 
т, 因为 否则 的 履 , 就 可 以 如 此 取 到 不 全 为 需 的 常数 C，601， 02，，… ,cam-1, 使 得 
P(g) =0, 而 这 是 不 可 能 的 ,这 是 由 于 丁 数 (69.19) ЕВЕ. 
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常数 С, C1, Сз, ..., Сәт-1, 使 得 
Qo(2) 一 凶 十 ora(z) о, 十 … 十 can lp (2) ， 
但 是 ， 由 刚才 所 述 可 以 知道 ， 这 总 是 可 以 做 到 的 ,， 井 且 是 唯一 ， 
йу. 
由 此 便 可 以 得 出 当 m 之 1 时 上 述 定理 的 正确 性 ( 当 m%=0 时 ， 
Т Кае ЕВР). 
2% 保持 二 段 中 的 同样 条 件 ， 所 不 同 的 只 是 用 &S+ 在 这 一 次 
ела НН 2 所 图 成 的 无 界 区 域 ， Ф(2) 可 以 由 一 些 公式 表 出 ， ы 


pe 的 一个 分 им 
Ф) азобу ае но. 

或 者 重复 前 一 段 的 时 论 (需要 作 不 大 的 修改 ), 或 者 用 代 换 
z= 亏 ,# 寺 把 无 界 区 域 的 情形 归 灶 为 有 界 区 域 的 情形 ， 都 是 可 


以 得 到 这 个 糙 果 的 . 

如 果 , 除 此 而 外 , 还 有 Ф (оо) ~0, 那 未 ， 在 相应 的 公式 中 iC 
ЕЕК. 

33 假设 8+ 是 象 在 8 66 中 那样 形式 的 多 连通 区 域 ; 我 们 仍 
然 沿 用 那 一 节 中 的 记号 ， 假 定 $(2) 是 在 + АНИ, 并 且 可 以 
连续 拓展 到 关上 的 画 数 ,那么 , 它 可 以 表 成 Озасву 型 积分 


20-31] = = 50,0, (69.20) 


其 中 


工 ._ КО 
Ф, (2) = Эль Ё 5 э 2-0, 1, „р; 


ШЕЕ Го ЖЕ, 2. , МЛ Ф) = 三 0, ЖА (69.20) 2 
#1872 Ф (оо), 
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因此 , 画 数 Ф(2) МФ (2) Н $, (2) (1=1, 2, … р) 2, 
这 里 Ф, (с) Эе Е Го ВОН ЯВ Ч 3 2 Е 
ВНЖ, 而 $, (2) (1=1, 2，…, p) 是 分 别 在 由 国米 Г, 所 包 园 的 无 办 
М БОА ЙЭ Г, ЗЕН. Ф, (со) =0. ЖЕ Го 不 存 
在 ,就 应 该 用 常数 钙 (co) 代 替 go(2) 

”此 外 ,如 果 边 值 [外 (四 ]*+ 在 工 上 是 适合 五 条 件 的 ,那么 ,对 
Ф, (2) КЕ 1° 段 中 的 表示 式 ， 而 对 Ф, (2) (j 之 1) 应 用 2° 段 中 的 表 . 
未 式 , 我 们 就 得 出 画 数 B(2) 的 一 般 表示 式 ; 当然 , 此 处 , 每 一 次 都 
应 该 适当 地 选取 坐标 原点 ， 

АЗ (69.1) 和 (69.2) 对 多 连通 区 域 情 形 的 推广 亦 可 参看 

И. Н. Begyaf5] 。 


ПІ. 广义 的 Riemann-1lilbert-Poincaré 
ОЯНУ 


从 能 够 用 上 述 和 结果 解决 的 大 多 数 边 值 问题 中 ,在 这 一 部 分 
里 @ ,我 们 要 研究 一 个 无 论 从 它 本 身 ， 还 是 从 应 用 角度 来 看 都 有 
着 极 重要 价值 的 辣 题 ,这 个 问题 就 是 我 们 所 谓 的 Riemann-~ 
Hilbert 问题 的 一 个 推广 , 同时 它 又 是 著名 的 所 谓 Poincaré ЧАЯ 
的 推广 (次 看 下 一 节 ) 。 


$ ?0， 几 点 预先 的 注释 


Е 38 41 № 43, ИЕН Е Riemann-Hilbert 
п. 最 接近 于 这 个 问题 的 是 Н. Poincar6 ЕЖЕ 
葵 时 所 过 到 的 团 题 。 这 个 问题 称 之 为 Poincaré6 问题 , 它 的 提 法 如 
下 :要 求 根 据 区 域 卫 的 边界 条 件 : 


Ф 这 一 部 分 的 全 部 内 容 (88 71~75) ККА И. Н. Вокуа МАЗ) (有 有 时 
几乎 是 还 字 添 名 引用 的 ) 。 
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A P+ BO) 0 +e) uf 0), (70.1) 
зарад" ОЕ РА), В0), 00), 


ооо. 


正巧 是 为 了 解决 这 个 问题 , Poincaré 才 研 究 了 奇异 积分 方 
程 , 才 推 导 了 时 换 有 公式, 并且 答 出 了 坷 异 积分 方程 的 一 个 正则 化 方 
法 ，Poinear6 本 人 给 出 了 问题 在 4(s) =1, e(s) =0, НЕТ 
Е ГАН В (в), f(s) 此 是 解析 的 情形 下 的 (不 完全 的 ) 解 . 

ЖА, №. Pogorzelski 答 出 了 问题 (70.1) 的 -一 个 复杂 的 而 
且 双 是 不 很 完全 的 解 ,在 他 所 考虑 的 情形 中 ， 他 假定 了 4() =1, 
B(s) , 6(s), f(s) 都 是 解析 画 数 ,而 且 工 是 一 条 解析 园 六 . 

这 两 位 著者 所 和 给 出 的 这 个 问题 的 解 之 所 以 不 完整 (暂且 先 不 
考虑 对 转 炎 以 及 对 已 知 画 数 所 加 的 非常 强 的 限制 ) ,在 于 他 们 并 未 
能 关 明 所 得 到 的 Fredholm 积分 方程 和 原来 问题 之 问 的 等 价 性 问 
题 (这 里 所 得 到 的 Fredholm 方程 是 由 奇异 积分 方程 多 过 正则 化 
以 后 而 得 出 的 ); 因此 ,甚至 连 解 的 存在 性 问题 也 霸 未 能 解决 . 

Б. В. Хведелидзе! (3 Ни У ВЕ (70.1) 的 完整 的 解 ,他 
所 假定 的 条 件 是 : 区 域 S+ 是 由 有 限 条 封闭 的 Ляпунов 18971 
ЛВ, ИЯ А(3), В(3), е($), f(s) 都 是 适合 Н РЕН. 

在 后 面 (§ 74 中) ,我 们 将 把 Poincaré 问题 作为 在 下 车 中 将 要 
提出 的 求解 一 类 非常 一 般 的 问题 之 特殊 情形 ,而 得 出 它 的 解 . 

$71. 广义 的 Riemann-Hilbert-Poincaré 
问题 (问题 六)。 归 和 结 为 积分 方程 

假定 3+ 是 由 一 条 入 单 的 封 了 图 儿 工 所 圈 成 的 有 办 区 域 ， 而 
工 是 适合 Ляпунов 条 件 的 . 

在 本 节 标题 中 所 提 到 的 问题 我 们 是 指 下 述 问 题 (问题 V) : 
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要 求 根据 边界 条 件 
Re{L@}=f(to) ГЕ, . (У) 
求 找 -个 在 3 Адну Ф (2) (Re 是 指 取 实 部 ) ,其 中 工 表 
示 由 公式 : 
LG= > а (6) Ф (6) +1 h(to, ЭФ 4} (71.1) 


Е 微分 算 子 (s а), р ао (#); аа 30, 


ооо о а е 
ооо ооо 
оо 


0 р. 
мё = ‚мы » ,0<a<1 


的 形式 ， 而 如 (to, 0) 对 两 个 变量 都 是 局 于 В 类 的 丙 数 ， 


样 一 来 ， 我 们 就 应 该 假定 -- 直 到 ўт ее 
是 存在 的 . 此 外 ,我 们 还 假定 Ф (БЕ Г ЕАН 条 件 的 [从 
而 , 所 有 的 ФО (0) (jm) 亦 都 应 该 是 适合 Н 条 件 的 ] . 
特别 是 ,如 果 取 0—0, А, (№, 2) =0, 那么 ,得 出 Riemann- 
Hilbert 问题 ; Poinear6 问题 也 是 这 里 所 提出 的 问题 的 一 种 特殊 
情形 (参看 $ 74). 
很 多 重要 的 边 值 问题 ， 特 别 是 那些 和 椭 图 型 偏 微 分 方程 联系 
的 边 值 间 题 ,都 可 以 归 千 为 问题 Y( 关 于 这 一 点 可 参看 876, 3° В 
及 4° 段 ) . 
这 种 一 般 形 式 下 的 问题 是 由 H. Н. Векуа 在 他 的 论文 @ [8] 
(已 提 到 过 这 篇 论文 ) 中 提出 多 并 非常 灵巧 地 解 央 的 (我 把 在 $69 中 
© 后 来 Д. И. Шерман 杰 给 出 了 类 似 的 问题 的 其 他 解法 ， А Т 808 
通 区 域 的 情形 . 
© Ф. Д. Гахові) 早 就 研究 过 阅 题 V 当 所 有 А, о, © 都 等 于 属 的 竺 丈 情形 ,他 
引用 了 Hilbert 对 一 种 特殊 情形 所 用 过 的 方法 ,将 这 个 问题 归 竺 为 一 个 非常 复杂 的 奇 


异 积 分 方程 ,在 这 个 积分 方程 的 核 里 包含 了 Green В. И, 用 这 个 方法 来 研究 解 
是 非常 困难 的 。 另 外 , 他 还 对 未 知 画 数 加 了 一 些 并 非 来 自 尖 是 自身 棕 性 的 附加 限 创 。 
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所 指出 的 全 粮 画 数 的 一 般 表 示 式 接 到 这 里 ) ,下 面 我 们 亦 要 这 样 来 
做 . 

我 们 首先 指出 与 问题 V 对 应 的 齐 次 问题 也 就 是 问题 
Во(,Ф) 0 的 下 述 性 质 : 如 果 $. (2), Bs(z)，…, Фи) 都 是 这 
个 问题 的 特 解 ,那么 , 它 的 任何 炎 性 租 合 С,Ф, (2) Озь (8) 十 … 十 
Си (2) (其 中 O01, 0s,…, С 都 是 实 常数 ) 亦 一 定 都 是 解 

在 整个 这 -部 分 В, Ине зае 


ооо 0 4 0 0 86 0 оо {090996 
ооо оо 0 0 0 0 ео е 


Hilbert Е $ 69 中 所 做 过 的 那样 ) . | 

为 了 解决 这 个 问题 ， 我 们 将 要 采用 的 方法 是 把 半 题 归 精 为 奇 
异 积分 方程 (特别 是 ,这 个 方程 也 可 能 是 Fredholm 方程 ) , 

我 们 首先 时 论 m> 工 的 情形 。 假定 坐标 原点 位 在 + 的 内 部 ，， 
ЗЕН Ж 9230 (8 69) 的 形式 : 


осо |0)" а 
+| w (Dds+i0, (11.2) 


其 中 (人) 是 适合 Н 条 件 的 、 实 的 未 知 男 数 ， 而 С 是 实 的 未 知 党 
数 ,我 们 引进 下 列 初 等 画 数 : 


ud #) -2) (1-2 )+1, (11.3) 


и] 


= (1): 0%) 人 (1- гу" 


х (1-2)+ т Я + = | | 


(=1, 2, .…, m—1), (71.4) 
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м, 0101-2) (1-5 


_(-0"(в-0)1 = 
-Ch (71.5) 


其 中 t 是 工 上 的 任 一 点 , 而 2 是 区 域 8+ 内 的 点 ， 正 象 在 $ 69 中 
那样 , 把 二 (1 一 子 ) 理 解 为 在 点 =0 处 (对 取 定 的 ВИЕ 
一 个 分 棱 ， 画 数 Wi(z, 引 在 区 域 8+ 内 是 z НЕ. ЖЕ 
总 取 定 的 让 26 而 取 极限 ， 其 中 如 以 及 宇都 是 研 上 的 点 , 我 
们 就 得 出 单 值 确定 在 工 上 的 夯 数 У, (6,0), РТ 7, 2 (6,0) 
ЖИМ, (%, ВАР ТЕТ БРЕНА Н АМ. Ш 
在 点 1 一 为 处 , 画 数 入。_1i(to, 具有 对 数 型 奇 点 , 画 数 М (to, 0) В] 
дж) эша. 

现在 容易 看 出 , ФО 以 及 它 一 直到 т 1 И В С 20 (И, 
Жн р КОЗИ: 

0) = | №, ди, 
2 (71.6) 

Фоа) = | мб, ды да (0-1,2, m1). 

对 于 w 阶 导 画 数 的 边 值 , 根据 Сохоцкий-Р1ете!) 公式 ,我 们 有 
Фот (в) 2 (—1)"(т-1) 12" (to) 


二 | nd， (04. (1.7) 
因此 ,边界 条 件 (V) 具 有 形式 : 


Nu= Alo) plto) + | ма, рв (а) бо (к), 
(71.8) 
其 中 
А) = В01(-1)"(т1) "а (6), (71.9) 


(6) -Be ao(to) +8] №(&, д а}, (71.10) 


318 第 三 章 对 一 些 边 值 问 题 的 应 用 


М (20, В) = 5) поја (а), (1, Э) +| ҺО, ВУМиЫ, 9%) 
+Ве{ (— 1)" (1) 14, (to, А-у, (71.11) 
这 样 一 来 ， 为 了 确定 上 (5 ， 我 们 得 出 了 一 个 实 的 奇异 积分 方 
程 ,并 且 容 易 看 出 ,这 个 奇异 积分 方程 的 核 具 有 以 下 的 形式 : 
Ndo = Ё сая ) (71.19) 


И К (to раз Н ЖЕ. ИЖ 4 (0) 及 o (to) 亦 都 是 适合 及 条 
件 的 。 | 

从 推导 过 程 本 身 可 以 看 出 : 我 们 所 得 出 的 积分 方程 与 原来 问 
题 是 等 价 的 。 

我 们 已 讨论 过 mw 之 1 的 情形 ，。 至 于 т 0 的 情形 , 边界 条 件 
(УЖО: 


Ве [а (а) (6) + [| љо, HBO 对 -fo (71.18) 
在 这 种 情形 下 ,我 们 利用 表示 式 (69.1) : 
G(s) -| 0, (71.14) 


t 

与 上 面 完 全 类 似 ， 我们 可 以 得 出 一 个 与 原来 问题 是 等 价 的 奇异 积 
分 方程 。 沟 过 简单 的 计算 后 表明 : 这 个 积分 方程 仍然 由 同一 个 公 
式 (71.8) 答 出 , 振 且 4( , о ‚М, 力也 都 分 别 由 公式 (71.9) ， 
(71.10) , (71.11) 答 出 ,只 不 过 此 处 应 误 取 m%=0, (一 了 DD"(m 一 1)1 
=1; 辣 时 , 和 Volto, t) 在 现在 应 该 理解 为 不 是 由 公式 (71.3) Н, 
而 是 由 表示 式 (71.5) 取 m=0 而 得 出 的 表示 式 , 亦 就 是 ,在 这 个 情 
形 下 ， 


(в, В =- - (71.15) 


注释 ”考虑 到 以 后 的 应 用 ， 我 们 指出 所 考虑 的 问题 的 下 述 变 
5. 代替 算 子 荆 我 们 考察 由 下 述 公 式 所 确定 的 算 子 卫 ; 
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LeG= Ў, ба, (к) Ф (to) |" (к, ФФ а, (71.16) 
其 中 这 一 次 画 数 成 (to, РРО Е: А, (Ь, 0) 00, 而 
На А5 (о, 介 都 是 对 工 上 所 有 的 志和 区 域 S+ 芋 工 内 所 有 的 t 
ВЕН Е М ВУИ. ЕЖУ, РОТЕ бт 内 都 是 全 炳 的 ， 在 
&S+ 十 卫 上 都 是 违 续 的 . 当 加 和 上 同时 位 在 二 上 时 ,这 些 画 数 都 适合 . 
Н 4. ЛЕА (71.16) 中 的 积分 是 展 布 在 任意 一 条 联接 4 内 的 
点 1 二 0 和 点 如 EZ, 而 不 越 出 S37 的 路 径 上 的 积分 (根据 所 设 条 件 
可 以 知道 ,积分 与 路 径 是 无 关 的 ) ;当然 , 代 闪 1=0 也 可 以 取 8S+ 内 
任何 其 他 的 点 . 
如 果 把 在 所 有 的 积分 中 出 现 的 表示 式 亡 全 ,为 0s 都 换 成 
7 (ю, 1) = 5 (00, 站 tqs, 而 对 应 的 积分 者 不 是 展 布 在 上 上 的 积分 ， 
面 是 从 0 到 如 的 积分 , 那么 ， 上 面 所 有 的 公式 以 及 下 一 节 中 的 公 
式 都 仍然 是 有 效 的 .在 所 考虑 的 情形 下 ,我们 亦 得 出 形式 为 (71.8) 
的 积分 方程 ,但 是 ,在 这 次 


в (to) —Re{ ia (Ф) +4 | "қ (Ф, дад), (71.17) 
М (#0, #) => Која (to) Ni(to, #) 


+ "ыы, Бум 9 а). (71.18) 


$72. 问题 V 的 可 解 性 问题 之 研究 
我 们 着 手 研 究 奇 异 积分 方程 
МА) (а) + | М, DA 一 cc(，(73. 
亦 就 是 ， 上 一 节 中 的 方程 (Y1.8) ， 这 是 实 方程 ， 以 后 我 们 把 这 个 
方程 的 解 以 及 它 的 相 联 方程 的 解 邦 理解 为 适合 А 条件 的 实 解 


Ф 加 上 这 个 假定 只 是 为 了 稿 许 简化 公式 ; 它 可 以 换 成 下 列 条 件 : 要 求 hs, (to, 0) 
ЯНУ 19 (to 办 适合 同样 的 条 件 ， 
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15 我 们 首先 确定 这 个 方程 的 指标 ， 为 此 我 们 要 分 出 表示 式 
Ми 的 特征 部 分 


№и=А(ю)и(ь) + 了 | 20 Чё. 


在 我 们 的 情形 下 , А (5) НАЗ (71.9) НУ, 它 还 可 以 改写 成 
А(%) = 2.01)" 0—1) би" ат (#) "0 (#0) 1. 
至 于 系数 В), 显然 , 仅 由 出 现在 公式 (11.8) 的 表示 式 
N (to, і) йв 中 的 项 : 
_ Ве{а„(ю) Na (to, Ва} 


ое Ра, 


2 加 i—io 
确定， 
注意 到 
ds _ Ра 
一 加 t—to?’ 
A i) ид № 
一 加 #—to 
- 20 -+ 


ино, 于 是 , 我 们 看 出 ， 
В (25) ти М (20, 0) в 中 的 下 述 项 确定 : 


1, ци "а (бо) | р СУДЕ? 
二 Dm-D! а di, 


由 此 立 可 得 出 
вк) = (1) "(m1) 10а (а) 79а 8001. 
这 样 一 来 ， 
A(to) +В (6%) = (- 10)" (т 1) т "а (А), 
ДО) ВФ) = 1)" (т) 1б ан (1). 
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为 了 保证 我 们 的 奇异 积分 方程 是 正则 型 的 方程 ($ 44) , 必须 而 且 . 
只 需 在 І 上 处 处 都 有 
ат (фо) #0. 
ИНЕССА читала ии 
Уди. 
我 们 把 方程 (72.1) 的 指标 也 叫做 问题 У 的 指标 С: МЫ 
述 公 式 确定 的 : 


_ 1 а, 
х= |arg ipa wa =2(т- п), (72.2) 
其 中 | 
n= [ата 450911. (12.3) 


2 ТУРА ВЕ (72.1) НЕ, ЗИМлУ ааа (72.1) #9 
相 联 齐 次 方程 


№ 4(8)» (6) +| N(to, )»(94-0, (79.4) 


提醒 一 下 (§ 58, 定理 IID ,有 
bh~—h'=x, (72.5) 

其 中 大 和 大 Я ЖЕНЕ Мр 0 ят М 0 的 线性 无 关 
解 的 个 数 . 

28 问题 V 对 任何 右 端 fto) 都 是 可 解 的 情形 是 有 着 特殊 重 
要 的 意义 的 。 下 述 基本 定理 就 是 解决 这 个 问题 的 ， 

定理 为 了 使 得 问题 V 对 于 任何 右 端 f(t) 都 是 可 解 的 ， 
全 


КЕ › (бо (0)48%0; (12.6) 


在 这 两 种 情形 下 ,我 们 都 应 该 有 * 之 0, УНИИ Ве{$Ф} =0 


Ф 因为 二 1， 因此 ,这 个 解 可 以 确 定 精 确 到 差 一 个 常数 因子 ， 
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我 们 首先 证 明 上 访 定理 中 条 件 的 充分 性 以 及 定理 中 有 关 齐 次 
问题 Re{ELG} = 0 ЖИ ЖЕ. 

如 果 丸 =0, 那么 ， 根 据 $ 53 中 的 定理 I 方程 (72.1) 对 任何 
右 强 ， 亦 就 是 对 任意 的 画 数 了 (和 任意 的 常数 0, 都 是 可 解 的 . 
但 是 ,根据 (72.5) , 齐 次 方程 于 4=0 Лу х ЛЕЕВ; 因为 
1>0, 因此 ,x 之 0， 从 而 , 对 任意 的 0, 方程 (72. 了 的 一 般 解 具有 
形式 : 

LO = ш" (0) +Сш(® + Си + Си, (72.7) 
其 中 С, Ca， С., ---, С, 都 是 任意 实 常数 ， Pa ша ($) , ***, Ин ($) 
ВУ М 0 的 各 性 无 关 解 ， 而 w(t) 和 шо 则 分 别 是 方 
程 卫 4 一 f(to) 和 了 全 久 == 一 o (to) 的 任意 特 解 . 

把 (72.7) 代 天 (71.2) ,或 者 当 m 一 0 时 ,把 它 代 入 (71.14) ,我 
们 就 得 出 原来 问题 V 的 一 般 解 : 

D2) = Ф* (2) +0 2) 1 + OB) t+ OB, ， (72.8) 
其 中 С, С., Оз, ++, С, 都 是 实 的 任意 常数 ;此 处 用 Bo (2) , Ф, (2) , 
5, Ф, (2) ЗКЕН шо(® , ма (6), 5-7, из 全 通过 公式 (69.2a) 或 者 
(69.1а) 而 确定 的 在 9+ 内 是 公 炳 的 画 数 , 而 Ф" (2) 是 用 同样 的 方 
法 由 ш (ОБЕДЕ S17 内 是 全 纯 的 画 数 . 

由 于 而 数 и, (的 (j 一 1，2,…, 双 的 各 性 无 关 性 ,与 它们 对 应 的 
画 数 Ф, (2) 也 是 区 性 无 关 的 ， 另 外 ,又 因 为 5;(0) (1=0, 1, --.,ж) 
都 是 实数 , 因此 ， 由 此 容易 得 出 面 数 4 十 02), D1(2) , ---, Ф, (0) 
的 粮 性 无 关 性 (和 第 311 页 中 部 作 比 较 ). | 

与 上 述 的 对 应 ， 齐 次 问题 Re{LG} =0 恰好 有 x 十 1 ЛЕ 
无 关 解 . 

更 在 假定 如 =1, 并 昌 适 合 条 件 (72.6) ， 方 程 (72. 卫 在 条 件 


|,rW UW -6° (014-0 
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适合 时 是 可 解 的 ;因为 ,根据 假定 成 立 着 条 件 (72.6) ,因此 ,通过 上 
述 条 件 就 单 值 地 确定 出 常数 О. 
取 定 上 面 的 值 C 以 后 ,我 们 就 得 出 方程 (72.1) 的 解 
ш) = ш“ + Om (0) + Omalt) +. БО, аша (0), (72.9) 
其 中 C Co …， Саз 都 是 实 的 任意 常数 , 而 ра), ша (0, ==, 
г рма (0) 是 齐 次 方程 和 n==0 的 粮 性 无 关 解 ;根据 (72.5) ,这 样 的 解 
有 x 十 1 个， 因为 x 十 1>0, ТЇН. х ЕВ, 因此 ,必然 有 * 之 0. 
与 此 相应 ,原来 问题 Y 的 一 般 解 可 以 表 成 形式 : 
$0 -Ф"@) +010, (0) +0.Ф,(@) +-- 
+0„аФ, 1 , (12.10) 
нф 03, Сз, ++, Cs 都 是 实 的 任意 常数 ，G (2), $. (2), ，…， 
wii 是 在 SY МЕРЕ. 此 外 , 由 上 面 所 讲 过 
的 ,显然 , 齐 次 问题 Re{LB} =0 恰好 有 x 十 1 个 条 性 无 关 解 . 
现在 转 到 证明 上 迟 定 理 中 所 提 到 的 条 件 之 必要 性 .假定 
у, (6) (3 =1, 2, +, В) Мо =0. 的 和 线性 无 关 解 的 完备 系 , 我 
们 假定 它们 是 就 范 正 交 的 ,因此 ,有 
2767 (8,=1, 8 0-3; 而 55 一 0, 如 果 НАЛ. 
(12.11) 
我 们 假定 问题 V ХРЕН 7 (45) 都 是 可 解 的 . 那么， 对 任 一 
意 的 画 数 了 (to) 和 适当 取 定 的 0, 积分 方程 (72.1) 亦 应 该 是 可 解 
的 ， 因 此 ,无 论 f() 是 怎样 的 琅 数 ,只 要 适当 地 取 定 常数 CO， 就 应 
Н 
|К20 ГРО) 00 (0)]48=0, ј=1, 9, 4, №. (9.12) 
我 们 应 该 证 明 的 是 : ЯУ 0 М 1, 并 且 当 一 1 
时 ,还 必须 成 立 (72.6) ， 
我 们 分 别 讨论 两 种 可 能 情形 : 
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а) 所 有 数 
| rowOm=-0， 1-12. 1, Wp; (79.18) 
b) 它们 之 中 至 少 有 一 个 是 不 等 于 雳 的 ,例如 : 


| (0), (0480. (12.14) 


>21 时 ， 第 一 种 情形 是 不 可 能 出 现 的 ， 因 为 ， 此 时 条 件 
(72.12) 不 可 能 对 任意 选 定 的 (都 是 成 立 的 .在 第 二 种 情形 下 ， 
4422 В, 如果 特 别 取 v0) 当 作 了 ,那么 , 由 (72.12) 我们 可 
以 知道 , 当 7=1, 2 时 , 有 

0=0, | 0s=0 
而 后 一 个 等 式 是 不 可 能 成 并 的 .因此 ,必然 有 "1, 和 并且 当 %= 
时 ,应 误 成 并 不等式 (72.6). 

这 样 一 来 , 我 们 的 定理 便 得 到 了 证 明 . 我 们 还 要 指出 特别 明 
量 的 一 个 推论 : 

推论 如 采 с (#) =0, 那么 ， 问题 У 当 且 仅 当 Ё = 0 时 ， 才 
аа 都 是 可 解 的 ; 在 这 种 情形 下 ， 齐 次 ха ке{1Ф) 


8% И а НЕ 
合 的 情形 (例如 , 当 x<0 时, 总 可 能 出 现 这 一 种 情形 )， 在 这 种 情 
形 下 ,问题 У 并 不 是 对 任意 的 右 端 了 (io) 都 是 可 解 的 : 当 且 仅 当 适 
当选 定 的 C 适合 条 件 (72.12) 时 , 才 会 有 解 存在 . 

在 此 处 我 们 亦 考 虑 上 面 所 提 到 的 两 种 可 能 的 情形 а) яп Ы), 

对 于 情形 а), 亦 就 是 ,适合 条 件 (72.13) 的 情形 ， 非 齐 欢 问题 
У 当 且 仅 当 

[mdfW a=0, j=1, 2, --, и (72.15) 


时 才 是 可 解 的 ,而 根据 (72.13) , 齐 次 问题 Ве 16$} =0 对 应 的 积 
分 方程 N= 一 Co (to) 对 任意 的 C 都 是 可 解 的 ,这 个 积分 方程 的 
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一 般 解 是 | 
Wt) = С ро (ё) КС ш Ф +С из(® +. -Съиљ (б), 

其 中 ， 仍 然 象 过 去 那样 ，po (0) 是 方程 Ми- 一 o Qo) ММ, Ш 
из(®, из), *-*, ик (0) 是 齐 次 方程 Ми-0 ЕЕ. 与 此 
相应 ЕЕ 1-я +1 个 六 性 无 关 解 . 

对 于 情形 b) , РЕ >, Иж <, 就 适合 
上 面 所 证 过 的 定理 的 条 件 。 由 关系 式 C2.12) 中 的 第 一 个 便 可 以 
单 值 地 确定 С: 


КАСС 
0 
| (Фо (2) аз 


把 С 的 这 个 值 代 大 (72.12) 的 其 余 各 个 等 式 中 , 我 们 就 得 出 
非 齐 次 问题 Y 的 可 解 性 条 件 : 
| „(Ӯ (0) ds=0, _ (12.16) 
其 中 
| слів 


уф = (0) —v1 (0) HF 
| с vids 
1 


(72.17) 
”与 此 相应 , 在 齐 欢 问题 Re{ 代 对 =0 的 情形 下 ,我 们 应 该 取 定 
С-0, 因此， 在 所 考虑 的 情形 下 ， 齐 次 于 题 Re{LB} =0 恰好 有 
四 一 % 十 8 个 线性 无 关 的 解 . 
特别 是 ,和 根据 上 面 所 讲 过 的 可 以 推出 :只 有 在 情形 Б), 且 仅 当 
в=и-+-й'=0 ВЕ, ЕК ВИ Ке{Ь $} =0 才 没 有 非 雳 解 . 


$73. ПО У 的 可 解 性 准则 


正如 我 们 在 上 一 节 中 已 区 见 到 的 ， 齐 次 方程 和 v=0 №) Е 
无 关 解 的 个 数 Е", 对 问题 V 的 可 解 性 问题 起 着 很 重要 的 作用 . 因 
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此 ,不 通过 实际 求解 这 个 方程 ,而 如 何 能 确定 出 数 28е, 便 显得 重 
ЕТ. И. Н. Вевуа 在 已 引证 过 的 他 的 工作 中 也 得 到 了 在 这 个 方 
向 上 的 一 些 非常 有 趣 的 辕 果 . 

Зита 

Oo 9 = а), © +) ьо, дт, да), 

1=0 т 
(13.1) 

其 中 МУ, 四 是 在 $71 中 所 引 太 的 初等 画 数 ,它们 由 公式 (71.3) 
~ (071. 本 确定 ;只 不 过 在 此 处 第 一 个 变量 如 是 荆 上 的 点 ， 而 第 二 
个 变量 2 是 平面 上 的 任意 点 ， 以 后 , 我 们 仅 对 ES- ЖАННЫ 
2", 0. 在 这 种 情形 下 ， 在 Wide 涩 的 表示 式 中 所 出 现 的 
(1—15), 我 们 把 它 理 解 为 在 8- 内 为 全 炖 的 ， 并且 在 z 一 oo 处 
取 值 雳 的 那 一 个 分 枝 ， 在 这 种 条 件 下 , 画 数 О" (to,a) 在 区 域 8- 内 
(包括 无 穷 远 点 在 内 ) 是 * РЕНИ НЕБЕ, 


Oo co) 一 oo 人 十 | jl даз, (18.9) 
ЗББ, А 0" (io, 2), 方程 可 >=0 可 以 表 成 形式 
Ве (6) =0, (18.8) 
其 中 已 售 
2 (2) -| „00“, дав. (73.4) 
根据 (73.3) 可 以 得 出 : 当 >ES- 时 ,有 
到 的 二 iD， (13.5) 
其 中 О 是 实 常数 ,由 公式 
С-та", оо) аз (13.6) 
确定 . 
现在 我 们 引进 西数 


Qo, 2) = 0 (20, 2) 91а O° (to, оо), (73.7) 


\ 
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4. , В (73.4), (78.6) 及 (73.5) 直 接 可 以 看 出 : 方程 N'v=0 
等 价 于 证 画 方程 


[, 5090, Dds-0 对 所 有 2685, (А) 


ЗЕЯ, Зр о (0) ЕРЕ й 265-465 Жа д О В 0 
QL, 2) ХЕЗЕР О (7, аки”. 

ИЗ Т СНО ЩЕ ЕН, РЯ ЛИД 077?Е 
把 方程 (A) 换 成 对 某 些 具体 应 用 来 说 是 很 方便 的 等 价 关系 式 ， 我 
ЕЕ И. Н. Berya 指出 的 与 方程 (A) 等 价 的 下 列 关 系 式 : 


[> © о, 04-0, (в) 
其 中 oj (® (3=0, 1, 2,…) т] АВ ОИ АЕ — ЯН: 
І. о; (+) =0(, 2) › 7 一 0， 1, 2, ., (В,) 


Ж 2, 21, ，…， 是 区 域 57 内 任意 的 点 列 , РЕЛЕ 87 内 至 少 有 -一 个 
极限 点 ,特别 是 , = оо 可 以 是 这 个 极限 点 ， 


了 . 
П, о,(0) =0,(, а) |22020]. > 7=0,1,2,.…, (В) 


其 中 必 是 区 域 8- РЕЛЕ, 
ПЕ. 0100) = 5:00), 1=0, 1, 2，…， (Вз) 
其 中 
0 во | њо, д4}, 
(в) 4, 9—0, #52, >=, 
而 工 仍然 表示 由 公式 
тр ороо + | љо, 9%} 
所 确定 的 算 子 . 
С, Ф 与 画 数 9 人 2) 在 2 一 co 邻 域 内 按 2 的 降 稳 排列 的 
展开 式 中 的 夭 数 , 仅 差 > 个 异 于 夫 的 常数 因 了 于， 根据 公式 (73.7) ， 
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(3. 了 以 及 公式 (71.3) ~ (71.5) АЛ ВНЕ. 

关系 式 (B) 表 明 : иий» (О ИО (о, 中 所 有 的 元 来 都 
是 正 交 的 

如 果 不 存在 异 于 零 的 丽 数 v(t) Ф, 使 得 它 对 所 有 zE8- 都 与 
001, 允 是 正 交 的 ,那么 ,我 们 就 说 核 9 tb, д 是 完备 的 ;如 果 只 
存在 有 限 个 绪 性 无 关 的 画 数 " (与 Q(t, 是 正 交 的 ,那么 ,我们 
就 说 核 Q($, 2) 是 几乎 完备 的 . 

类 似 地 ， 如 果 不 存在 异 于 雳 的 丽 数 "(b), 使 得 它 与 丽 数 列 

{wj()} 的 所 有 元 素 都 是 正 交 的 ， 那么 ,我 们 就 说 这 个 隙 数列 是 完 
备 的 ; 如 果 只 存在 有 限 个 灵性 无 关 的 而 数 » (© 与 这 个 画 数 列 中 所 
有 的 元 来 都 是 正 交 的 ,那么 ,我 们 就 说 丽 数 列 fo 的 } 是 几 平 完备 
的 . 

”假设 是 与 核 Q(t, 或 者 图 数列 {wy( 作 } 中 所 有 元 来 都 咸 正 
交 的 粮 性 无 关 的 ( 实 ) 责 数 v(D (7 一 1 2,…, 0) 之 最 大 个 数 ， 屠 
么 ,我 们 就 说 数 太 是 核 0(, г) звоно, 的 } 的 亏 数 ， 显 然 : 
如 果 对 画 数 列 {oy(b)} 我 们 再 补充 上 画 数 и: (8), а), ---, ир (0), 
那么 , 我 们 就 得 出 一 个 完备 的 画 数 列 ， 因 此 , 画 数 列 (о, (0 } 的 号 
数 可 以 定义 为 与 所 有 oj (都 是 正 交 的 粮 性 无 关 冰 数 v 扩 的 个 
数 ,并 且 把 这 些 画 数 (Р ЭЕ ВПС (о, (0) 中 去 便 可 以 得 出 
一 个 完备 的 画 数 列 . 

在 现在 的 情形 下 ,与 核 Q(t, 分 或 者 画 数 列 {wj()} 的 元 素 都 正 
交 的 区 性 无 关 画 数 (Р) 的 个 数 是 个 有 限 数 [ 这 里 的 ui 的 是 理解 为 
或 者 (By) 或 者 (Bs) 或 者 (Bs)]: 它 等 于 齐 次 积分 方程 Nv 一 0 六 性 
无 关 解 的 个 数 加， 因此 ， 在 我 人 的 情形 下 ， 核 Qt, 2) ЖИВ 


人 的 } 都 是 几乎 完 备 的 . 
利用 这 里 的 术 医 ， 把 上 一 节 中 已 痉 诈 明 过 的 命题 可 以 令 进 
成 : 


Ф “ 折 总 应 理解 为 五 类 的 实 画 数 。 
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为 了 保证 问题 Y УМЕН д (0) 都 是 可 解 的 ， 必须 而 且 只 


ооо оо ооо 
ее е а о 
о ео а е 


ооо. 


$74. Poincaré 问题 (问题 P) 


回 到 讨论 Poincar6 РИН ($ 70) , 我 们 现在 仍然 照 71 中 那样 
理解 8+ 与 工 . 
问题 的 边界 条 件 是 


А +В) 9 е()и-ў (8), (74.1) 


其 中 4(8),В(ж), с(3), У) еле Г БАЗ, и 是 在 8 
РУ а, т ЕТ, А Оо 5 В АКНО ВЕЕ, ТЕЗЕ П 
І ее. 边界 条 件 (74.1) 可 以 表 为 稍为 不 同 的 形式 ,利用 下 烈 
关系 式 : 


аи Ou ди _ 
pr 00+ оу, rm 


其 中 4 = 2 ЛЕНЕ Ол ВНЕ А (74.0) 
到 形式 : 


ди ing +2 2.0080, (74.2) 


OGRA + ат +0 и- РО), ЗЕГ, (74.3) 

нра, БФ, е0), ХОВЖЖНЕЛЕ Т, озн, РУЗ, 我 

们 将 假定 这 些 画 数 都 是 属于 Е 类 的 ;此 外 ,我 们 还 假定 40) ,8 人 
不 同时 为 堆 , 于 是 ,在 工 上 处 处 都 有 

«(0 + (® #0. (14.4) 

对 于 未 知 西数 wz, з) ВИЗ 29, 25 де Г 


上 所 取得 的 边 值 是 适合 Н ЖИ ОВНА и ЖА НН 
Н 条 件 的 ). 
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为 了 简单 起 晃 ,我们 就 把 问题 (74.3) 叫 做 问题 PP， 条 件 (74.8) 
还 可 以 写成 (现在 把 改写 成 №): 
Ret (2+0) Ф' (№) +Ф%)} 一 io) ， ЪЕГ, (Р) 
正 象 上 面 那样 ,为 了 简单 起 见 ,此 处 我 们 把 Ф+ (to) „Ф (to 改写 成 
7$(%), Ф (0), НЕЕ 
Ф(2) =и(х, у + (а, 0) (74.5) 
表示 在 9+ ТЕО, Н. Re Ф (2) =и(х, у). 
条 件 (P) 是 条 件 (V) 的 当 
m=1, ho=h=0, a =а(р (0), %(@Ф=е® 
的 特殊 情形 。 — 
对 问题 了 应 用 前 面 几 节 中 所 述 方 法 ,我 们 把 未 知 画 数 $5(z) 按 
2311.2) = 95: 


5 人 =| (0 (1-2)ав+ |. ш(0) 084-40, (74.6) 
其 中 风 掏 是 适合 Н ЕЭС, Ш C 是 实 常 数 . 


在 我 们 所 讨论 的 情形 下 ,由 公式 (71.10) тле ПО с (Р) 


恒 等 寺 需 , 并 且 积 分 方程 (71.8) 具有 形式 : 
Nu=Re{—witoLa (60) +0 (6) в) 


+| и (К Re |е (to)In (1 —®) 
аар), (14.7) 
由 公式 (72.2) 可 以 定 出 这 个 方程 的 指标 
н-2 +1), n= [arg (6—ib)]. (74.8) 


(74.7) 的 相 联 齐 次 方程 为 
N'v=Re{— mit [а (6) +000) 1) (to) 


|, » (Refe Ge(1- 2) но. (74.9) 


.mp 
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它 等 价 于 泛 丽 方程 (参看 上 一 节 ) 
[, Фок, г)08=0 对 所 有 的 xzERS-， (A) 
其 中 在 现在 的 情形 下 
9,5 = О оет). ‚ (4.10) 


在 讲解 直接 由 此 导出 的 基本 竺 果 之 前 ,我 们 先 指出 下 列 事实 : 
如 果 区 (2 是 问题 P 的 任 一 解 ,那么 , Ф(2) +0 显然 亦 是 问题 了 的 
解 , 其 中 С 是 实 常数 ; 与 此 相应 , Е (Р) У =0 而 得 出 的 齐 
次 问题 具有 显然 解 04。 因 为 对 Ф (0) 补充 一 个 项 0 并 不 影响 丽 
数 v(z, у), 而 只 改变 画 数 @(z) ИНЫЕ 0(, у), 而 2(z, У) 不 在 

原来 所 提 的 问题 中 出 再， 因此 ， 我 们 构 定 НР 的 两 个 解 仅 


о ео ео е 


аа ија В, 的 和 6 рии ш (а, у) 
和 иа (к, gy) 不 相同 时 ,我 们 才 认 为 它们 是 不 同 的 . 

现在 我 们 提醒 一 下 ,在 我 们 的 情形 下 ,有 с (2) =0, 再 利用 872 
(Я 324 页 ) 所 讲 到 过 的 定理 之 推 花 ， 我 们 就 推导 出 下 述 基本 
结果 (И. Н. Berya,， 见 前 面 引 证 之 处 ): 

е Т ВАРНА: Р НАСАН то ЧАР, 必 


о 
ооо О 
ооо 


ооо ооо 


现在 我 们 假定 方程 C74.9) 或 者 完全 一 样 的 活 画 方程 (A) № 

个 线性 无 关 的 ( 实 ) 解 ДӨ, (j=1, 2, …， №). ЖА, ЕТ 
询 的 充分 和 必要 条 件 : 

{wf as=0, j=1, 2, +, В, (74.11) 

则 问题 了 是 可 解 的 ， 但是， 此 时 间 题 了 对 应 的 齐 次 阅 题 恰好 有 
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b=xtb 个 米 性 无 关 解 (不 认为 i 为 解 ).， 特别 当 x 二 如 =0 时， 
如 果 适 合 条 件 (74.11) ,那么 ,问题 P 有 一 个 且 只 有 一 个 解 . 
正 象 在 上 一 节 中 所 说 过 的 那样 ,方程 (A) 等 价 于 条 件 
| Wodas=0, 2=0, 1, ---, (В) 
其 中 о (0) А Т ИНО Е -ЯН: 
. (0-00, эту обы 
j=0, 1, .. 
其 中 zx, 加，… 是 区 域 8 内 的 任意 点 烈 , "ЕЛЕ Во 内 至 少 有 一 个 
极限 点 . | 
П, о, ($) =0,(, 2%), 3=0, 1, "у 
其 中 
5 (&, 20) =О (Е, а) = ЗО ео (1- 2), 
二 РД 


3а 


о. 5) [20069] мен 


#=25 (2— 20) 8+1 
и а в) 


Е=1, 2, --., Ш № 57 内 任 一 个 确定 的 点 . 
Ш. oj 的 一 条 (的 一 7[c +4 (0) 107+-с(0)и, 
, (Bs) 
7 一 0， 1, ве 
ЗАРЕ: ВАС ТТИ паирав 


ооо оф ое 


вл, рон 出 上 面 所 得 出 о, миена. 如 有 果 图 
题 卫 РОЯ 间 题 没有 т АСА x 一 0, 那么 ， 问题 р 对 


ооо 0 0 »。 so о в 


НХ b=xth'; 因此 , 当 bx-0 时 ,就 有 р-0, 由 此 便 
得 出 我 们 的 和 车 论 . 
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常常 亦 容易 直接 地 断定 ， 齐 次 问题 没有 异 于 需 的 解 。B. В. 
Хведелидзе""» 2 鲁 指出 过 一 种 这 样 的 情形 . 
假定 边界 条 件 给 定 为 (74.1) 的 形式 , Е А (а) =1. 另外， 
我 们 还 假定 B(s) 具 有 可 积分 的 导 丽 数 , 而 c(s) 30, ЗН. 
148% —с(8)>0. (74.19) 
那么 , 齐 次 同 题 
и В) ее (вино (=) 
ВИНЕ. 
事实 上 ,把 由 (*) 而 得 出 的 值 -9 代 和 已 知 公式 
ди \? ды \? ат 
ПСЕ ува 


再 都 过 简单 的 变换 (利用 分 部 积分 法 ) 后 ,我 们 就 得 出。 
| | 022) (92) [№ dy=— ІА 3 1809) —е(8) аз 


8 


<0, 
由 此 可 以 得 出 ,名 2—0, о и З. А, ВН, 术 
(с) +0, 立刻 就 得 到 4 一 0. 

显然 , 伸 断 齐 次 间 题 没有 非 符 解 的 这 种 方法 ,对 于 有 界 的 多 各 
通 区 域 的 情形 仍然 是 有 效 的 ， 

注释 如果 问 是 了 的 边界 条 件 答 定 为 形式 (74.1) ,那么 ,我 们 
可 以 用 公式 


к= Чате (А-В) (04.18) 


来 计算 指标 ; 这 可 以 极 据 公式 (74.8) 得 出 , 因为 容易 看 出 , 根据 公 
5.14.2), | 
А+4В = 4 (о —6)е®, 
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$75. Я в 


为 了 关 明 在 $§71~74 中 所 讲 到 过 的 精 果 ,我 们 现在 引进 
几 个 简单 的 例题 . 我 们 指出 : 开题 Y( 或 者 特别 地 ,问题 P) 和 丁 数 
列 {oi 均 } 之 问 的 关系 ， 可 以 从 以 下 两 方面 加 以 利用 : ВЕН: 
接 解决 了 这 些 画 数列 的 完备 性 问题 ,那么 ,我 们 就 能 够 回答 问题 V 
的 可 解 性 问题 ; 反之 ,我们 能 够 用 任 一 种 方法 来 解决 问题 Y 的 可 
解 性 问题 ,那么 ,这 就 有 可 能 断定 画 数列 (о (+) } 是否 是 完备 的 . 

1° Dirichlet я 


\ 


wu=f ЖЕ (15.1) 
是 问题 Y 当 m 一 0, go(#) =1, №(%, 2) =О 时 的 特殊 情形 .根据 
公式 (72.2) ， 和 宅 对 应 的 积分 方程 (72.1) 的 指标 x 等 于 雳 ; 画 数 
с (2) =0. № ВОН, НИЕ Г 3 78® ,公式 (Bs)): 
1 08, --., ‚ (652) 
我 们 由 .上 面 的 结果 知道 , Dirichlet 图 题 对 任意 的 右 端 都 是 可 解 
的 ， 从 而 我 们 可 以 断 守 , 画 数 租 (75.2) 是 完备 的 。 环 就 是 说 ,如 果 
,2as=0, в-0,1,2, »…, (75.3) 


(0) =0; 正 象 通常 那样 ,把 v ФН 类 的 实 画 数 @. 
А В тее, 又 分 开 它 的 实 部 和 虚 部 ,我 们 就 得 出 有 关 在 ГЕ 
答 定 的 实 范 数 租 
1, гсозф, rsing, rcos29, т25іп2ф, *** (75.4) 
是 完备 的 精 论 ,其 中 7= | 让 , 9 一 argi(t ЄЛ), 
如 果 工 是 以 0 为 中 心 的 图 周 ,那么 ,我 们 得 出 有 关 了 菌 数 租 


我们 提醒 一 下 ， 在 这 些 节 中 ,5+ 表示 有 界 的 单 圳 通 区 域 ， 并 且 点 ?一 0 位 于 
人 8 的 内 部， 

© 在 我 们 的 情形 下 , Ly=y， 

Ф 容易 看 出 ， 如果 只 要 求 v0) 是 连 炳 画 数 , 那么 有 关 丁 数列 (75.2) ЗЕ 
ВЕНУ, 
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1, созф, зіп р, cos 29, sin 20，… (75.5) 
是 完备 的 ,这 是 众所周知 的 车 论 . 
2° Neumann 88 


аи 
ЧЕЛ 在 工 上 ， (75.6) 


Кро, 我 们 规定 它 的 方向 指向 工 的 左 侧 , 亦 即 , 指向 S+ 
的 内 部 ,这 个 问题 亦 是 上 一 节 中 国 题 P 当 

a(t) =с03(п, 2) = —sin Ө, 

(+) = їп (п, 2) 一 c080， (9) =0 
时 的 特殊 情形 ， 其 中 9 是 荆 的 切 秋 与 O02 轴 之 问 的 夹 角 ; 这 样 一 
来 ,我 们 有 

а = 009—0", д = 0-0 = Н; (75.8) 

根据 公式 (74.8) : 与 这 个 问题 对 应 的 积分 方程 Nk 一 (to) 之 指标 
等 于 老 ( 此 外 ,还 容易 折断 ,这 个 方程 在 我 们 的 情 比 下 十 Fredholm 
А). 根据 公式 (74.10) ,在 我 们 的 情形 下 ,有 


о(2, 2) = 20, (75.9) 


1—2 


(75.7) 


这 个 核 是 不 完备 的 ,因为 874 НЕЈТ (А) 
| „ас, а= [| 2100 а= | "о, zES- 
具有 异 于 震 的 实 解 v(t) =1; 此 外 ， 这 个 泛 责 方程 没有 别 的 (与 
v(t) =1 是 各 性 无 关 的 ) 解 ($ 30) ,于 是 , 核 的 亏 数 等 于 1. 
从 而 , 当 且 仅 当 
[000 а-о, зар, | даво 


Ву, ВОКА (75.6) У Ему ЖЕНИ 3х ЗЕ НИЖЕ. 
在 我 们 的 情形 下 , 根据 $73 或 者 $74 中 的 公式 (Ba) ©, ИХ 
粗 {ь(0)} 20: 


Ф ”在 我 们 的 情形 下 , Ly= (2+) уе уу). 
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(р =, b=1, 2,..., (75.10) 
н. БТ, 这 租 画 数 是 不 完备 的 , 它 的 亏 数 等 于 1 但 是 , 如 果 对 
这 租 阔 数 补充 上 画 数 v(t) 三 1, 我 们 便 得 出 一 个 完备 条 (已 丢掉 了 
因子 4) 
1, Р, РВ, ---, 
32 我 们 时 论 更 一 般 的 问题 


Чи нефи-ГО, (15.11) 


这 个 于 题 是 由 问题 了 中 用 公式 (75.8) 确 定 & 和 ?8 而 得 出 的 ， 与 它 
相对 应 的 积分 方程 Мо ў НАНА Ра. 在 我 们 的 情形 下 ,根据 
$78 或 者 $74 中 的 公式 (Bs) 0 ,我 们 有 
100) = tte, £=0, 1, 6, (75.12) 

ДИВАН {к} 是 完备 的 ,那么 , 辐 题 (75. 击 ) 对 任意 的 右 端 f 
都 是 可 解 的 ,反之 亦 然 . 

我 们 考 筷 当 工 是 中 心 在 原点 竺 径 为 1 的 图 周 的 情形 , 假定 
с(0) = 是 常数 。 ВА, РЕЯ В. 


(= (0—0), b=0, 1, --., (75.13) 
或 者 ,分 t=e*, 就 有 
(0) = (с Е) (cos Еф +isinkop). (75 .13а) 


如 果 с ЕТЕУ, 那么 , ЕН НЫ С, 
并 且 间 题 显 然 对 任意 的 右 端 /都 有 一 个 而 且 只 有 一 个 解 . 
ВЛЕН ЖЕ с=т, 其 中 т 为 非 员 整数 ， 那 么 , 画 数 粗 (75.13a) 
是 不 完备 的 . 24 т 0 时 , 如 果 对 它 再 补充 上 一 个 责 数 p02) =1, 
那么 宪 就 是 完备 的 ;而 当 m% 之 1 时 , 对 它 必 须 补充 上 两 个 烤 性 无 关 
ПЕНЗЕ и. (+) 一 cos mt, уа (0) 一 sin mt 后 , 宅 才 能成 为 完备 的 . 因 
№, М т-0 时 , 59Р 1. 而 当 m 之 1 时, 亏 数 等 于 2. 于 是 ， 
问题 (95.11) 对 应 的 齐 次 间 题 有 一 个 ( 当 m%=0 时 ) 或 者 两 个 ( 当 - 


Ф 在 我 们 的 销 形 下 , Тр ори (to) 十 c (to) (to)。 
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т>1 ЗЕ ЕН: НХ 24 


[аро Д т 0, (15.14) 
[feosmgap=0, |"7@эштрйф=0 (16.15) 
如 果 т>1 


时 才 可 解 . 
е ваа 


最 后 ,我 们 讨论 间 题 了 当 (0) = 0 时 的 特殊 情形 ,此 时 边界 条 
件 为 形式 


«(0 92 +502" A) 在 上， (15.16) 


ЖЖ БЕС РАЕН и(х, y) 的 问题 ,有 时 叫 

做 “ 妊 导 画 数 问题 ”, 这 是 由 于 边界 条 件 (75.16) 可 以 改写 成 下 述 形 
式 : | 

Матта у) 在 L 上 ， (75.17) 


其 中 了 是 向 量 (c, 切 的 方向 ,一 般 进 来 , 它 和 法 纤 或 切 苇 是 儿 交 的 
特别 是 ， 在 不 入 以 前 ， А. Litnardc 和 С. Jacobm 所 发 表 的 座 
文 ， 就 正 是 致力 于 这 个 周 题 的 ， 本 来 可 以 用 上 -- 节 中 所 讲 的 方 
法 来 解决 这 个 问题 ; ВЛЕВО ЮВ, НЕВЕ 
Riemann-Hilbert 88, СИН, 而 且 也 可 以 非常 简单 地 做 
到 这 一 点 . 
亦 就 是 说 , 如 同 在 .上 一 节 中 那样 , З и (с, у) = ВеФ(2), 

此 外 ,我 们 再 引进 一 个 在 8+ 内 为 全 和 纯 的 夯 数 | 


Ор (2) Ф (0) i 


да ду ` 
22. , (75.16) 可 以 写成 
400 -LDV=f0), 
或 者 
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Re(g+ib) D104) =), 
因此 , 问题 便 已 烃 直 接 归结 为 Riemann-Hilbert АНТ, "ЕДЕМ 
连通 区 域 的 情形 下 在 $8 41—43 ре ТНУ. 


$76， 若 干 推广 和 应 用 


在 前 面 几 节 中 所 讲 过 的 方法 和 和 结果， 可 以 有 效 地 用 来 求解 一 
系列 的 重要 问题 . 我 们 在 这 里 仪 简单 地 介 帮 一 些 推广 和 应 用 @. 

1° 多 连通 区 域 上 的 图 题 卫 的 解法 是 出 Б. В. Хведелилзе 在 
他 的 论文 [2] 中 答 出 的 ， 在 这 一 篇 论文 中 ， 浆 和 他 的 论文 [1] 中 对 单 
束 通 区 域 所 作 的 研究 那样 , 按照 Poincaré 的 想法 , 将 未 知 画 数 表 
成 一 个 单 层 势 的 形式 . 以后, Б. В. Хведелидзе 在 他 的 另 一 篇 论 
文 [3] 中 应 用 了 И. Н. Векуа 的 表示 式 ( 参 看 后 面 3° ОНТ 
一 般 的 问题 的 解 . 

29 20010038 Ей Riemann—Hilbert 团 题 的 解 (ЛЕ 88 41 
~43 中 我 们 解决 了 音速 通 区 域 上 的 这 一 个 问题 ) 是 可 以 得 到 的 ， 
只 要 把 它 看 矶 问题 У 的 特例 , 并且 将 器 71~73 中 的 方法 焰 过 适 
当地 推广 后 ,再 应 用 到 多 连通 区 域 的 情形 ,问题 便 可 以 解决 . 

32 椭 加 型 方程 的 Poinear6 问题 .这 个 问题 前 面 叫做 问题 了 
(Poincar6 问题 )， 它 的 产生 是 与 研究 海潮 的 数学 理论 有 关 的 ,但 是 ， 
宪 井 不 是 这 个 理论 所 独 有 的 间 题 . 


海潮 理论 可 以 直接 归 竺 为 求 楷 图 型 微分 方程 


Ди--Х (2, ИУ (о, +2 @, пуш Е (0, у) (16.1) 


ДЕМО 5 ЛЕН ЕАО ЕД, А РЕ ЖИВЕЕ ФЕ 
Т, РОБ ЯН 


Ф РЕКИ ЖЕ ГУ 29 段 . 
© ”在 第 五 章 及 第 六 章 将 分 别 讲 到 , ХИ ВЕНЕ ЕР ААУ ВТ 
作 的 推广 。 
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ди ди 
Ди Х (т, у), НУ (2, Vay +269 у)и 
+ [Ко 0з 6, ще, Waé ар Ble, y) (16.2) 
А 


的 积分 -微分 方程 在 区 域 S 的 边界 二 上 适合 边界 条 件 
A(s) 30 + В) 0 +o(s) y= f(s) (76.3) 


ПН, з КАА) 的 解 的 问题 ， 其 中 A 是 Laplace 算 子 ， 
Х (2, у), У(в, у), 2(2, у), Ев у) А К ($, у; 9 都 是 答 定 
”在 区 域 8 内 的 画 数 ,而 4(s), В(3), е(в), f(s) 都 是 答 定 在 区 域 8 
的 边界 工 上 的 画 数 ， 它 们 适合 众 知 的 正规 性 条 件 ， 在 这 里 我 们 不 
准备 再 讲 这 些 条件 了 . 

Н. Poincaré 本 人 中研 究 了 方程 (76.1) 的 情形 , 他 假定 了 在 
边界 条 件 中 4(s) =1, ec(s) =0; 在 ©. Bertrand 的 宛 长 的 论文 [3] 
中 代沟 研究 了 方程 (76.2) ， 亦 假定 了 4(9 =1, 6(s) =0; №. Po- 
gorzelskim ЕЗЕТ О (76.2), 假定 了 4(s) =1， 所 有 这 些 
著者 都 假定 了 区 域 S 的 边界 了 工 是 一 条 封 六 的 解析 转业 , 还 都 假定 
了 在 边界 条 件 中 出 现 的 已 知 画 数 此 为 解析 丽 数 . 

这 些 著 者 为 了 找 出 对 应 于 形式 为 (76.3) 的 边界 条 件 的 Green 
画 数 ， 用 到 了 一 个 叫做 辕 题 了 的 问题 ， 那 一 个 问题 与 此 处 是 同样 
的 , 不 过 是 对 方程 (76.1) 或 者 (76.2) 变 成 最 简单 的 形式 Au=0 后 
的 情形 而 提出 的 边 值 间 题 ® ;为 了 求解 原来 问题 ,他们 利用 了 这 个 
Green 画 数 和 一 个 大 家 所 熟知 的 方法 ， 造 出 了 Fredholm 积分 方 
程 . 

但 是 ,我 们 早 就 部 分 地 指出 过 , 在 这 些 著者 之 中 , 座 都 没有 能 
把 这 个 中 间 过 程 (问题 P 的 解 ) 研 究 到 应 有 的 完整 程度 ， 因 为 对 他 
们 所 得 到 的 Fredholm 方程 ( 它 是 由 奇异 积分 方程 正则 化 而 得 出 


Ф кёр, АН ЛЯ A4 一 0 对 应 于 边界 条 件 (76.3) 的 Green В. 一 一 
Е 
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的 ) 的 等 价 性 问题 并 没有 解决 (事实 上 ,一 般 讲 来 ,这 种 等 价 性 并 不 
г). иж, ЕЕ (通过 所 作出 的 Green 画 数 ) 所 得 出 
的 Fredholm 积分 方程 (积分 区 域 为 S) 还 是 非常 复杂 的 . 

对 于 相当 广泛 而 且 很 重要 的 一 类 形式 为 (76.1) 的 方程 ， 我 们 
所 讨论 的 问题 可 以 直接 轨 竺 为 上 面 ($§71, 72) 已 沟 解 决 过 的 问 
题 . 

这 就 是 ,我 们 讨论 齐 次 椭 图 型 方程 

Ди-НХ (е, у) и У (а, DA yw=0, (76.4) 


КФХ (=, у), 了 (w, 9),Z(w, 9) 都 是 其 自 变量 的 整 解析 面 数 中 ， 
而 且 当 т, у 取 实 值 时 ， 写 们 都 是 实 画 数 (我 们 只 限于 讨论 齐 次 方 
程 ,但 是 ,这 实际 上 并 不 影响 一 般 性 ,参看 后 面 ). 

为 了 简单 起 见 ， 我 个 假定 8 是 某 个 单 连通 区 域 . 我 们 要 找 的 
是 方程 (76.4) 在 S 内 的 ( 实 ) 正 规 解 (也 就 是 , 在 S МАН ИЕ 
编导 画 数 的 解 ). 

И. Н. Векуа 证明 了 @ : 每 一 个 这 样 的 解 都 可 以 胡 成 形式 ( 假 
定点 2 一 0 在 内 ): 


ulo у) = Ве [а(2, Dp + 80,  ОРФ&], (16.5) 


其 中 a(z, 2) 1 В(а, z;《) 都 是 完全 确定 的 ， 且 仅 与 方程 (76.4) 的 
ВОН, НЕ, аа, 2) 可 初等 地 (用 积分 ) 从 它 
计算 出 来 , 而 B8(z, 2; 《) 旧 可 以 用 (处 处 收敛 的 ) 深 次 逼近 法 得 
Н®. 此 处 用 g (2 表示 某 个 在 8 内 为 全 炖 的 画 数 ;无 论 Ф (2) 是 怎 
样 的 至 禄 画 数 ,根据 公式 (76.5) 与 它 对 应 的 画 数 w(x, у) ре НЕ 
Ф ЯБ Х,У, 2 仅 在 某 个 有 限 区 吉 So 内 都 是 正规 解析 ВА Ў, 那么 ， 
这 个 条 件 可 以 大 大 地 简化 . 但 是 , 此 时 , 一 般 讲 来 , 需要 对 区 域 5 加 上 一 些 补充 条 件 ; 
当然 , 8 包含 在 Bo 之 中 ， 
. @ 参看 .HH. Векуа 的 著作 [10] . 


图 “在 脚注 四 所 提 汉 的 情形 下 , 这 些 醒 数 在 某 个 包含 8 的 区 域内 都 是 变量 2 与 y 
的 正规 解析 夯 数 。 
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(76.4) 的 正规 解 ;反之 ,只 要 规定 Па 0 (0) 一 0, 对 应 于 每 一 个 正规 
解 就 可 以 完全 确定 出 全 炖 丽 数 9 (2). 

如 果 我 们 不 考虑 齐 次 方程 (76.4) , 而 考 虚 非 齐 次 方程 ( 亦 就 
是 ,形式 为 (76.1) 的 方程 ) , 那么 ,对 公式 (76.5) 的 右 端 , 还 应 该 再 
补充 上 一 个 仅 与 自由 项 五 (z, Y) 和 方程 系数 有 关 的 项 ; 这 一 项 对 
解决 问题 的 方法 井 不 发 生 重要 的 影响 . 

正如 刚才 所 指出 过 的 那样 , 画 数 a(z, 2) 可 以 用 初等 方法 算出 
来 .在 某 些 重要 的 情形 下 ， 画 数 (2, 2;《) 亦 具有 非常 简单 的 形 
式 . 例如 ,对 方程 

Ди--А2и=0 

来 讲 , 便 是 这 样 , ИЕ М ЖСК А2220 时， 上 面 的 方程 就 是 
薄膜 振动 方程 ) ,此 时 ,有 a(z, 2) =1, 而 | 


В(а, 2; О-У 202 —0))1, 


Ж Ло (2) ЖАИ Bessel ВАХ. 

转 到 封 葵 对 于 方程 (76.4) 所 提出 的 边 值 问题 . 如 果 把 表示 式 
(76.5) 代 天 边界 条 件 (76.3) 中 ,那么 , 沟 过 简单 的 计算 以 后 , 就 可 
以 看 出 ,这 个 边界 条 件 采 取 形 式 


коа, (to) ф' (0) + ao(to) 9 (to) 
+200, Do (Gd ра) 在 LL 上， 


其 中 ax(to)，co(to)， Фо (в, 0), 了 (to) 都 是 已 知 图 数 ， 在 对 边界 条 件 
中 的 系数 的 正规 性 加 了 某 些 假定 下 ,它们 具有 在 $71 以 及 $71 注 
释 中 所 指出 过 的 性 质 (在 现在 情形 下 m==1) .因此 ,我 们 就 可 以 利 
用 $72 中 所 讲 过 的 方法 、 B. В. ХведелидзеЗ) 实质 上 就 是 用 这 个 
方法 解决 问题 的 ,他 还 把 这 个 方法 推广 到 了 多 连通 区 域 的 情形 2， 


Ф уњ, 他 利用 了 形式 为 (76.5) 的 表示 式 对 多 连通 区 域 情 形 的 推广 ， 这 个 推广 
ЛН И. Н. Векуа 答 出 的 ;参考 И. Н. Вөкуа[10], 
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后 来 , В. В. Хведелиде "8 把 自己 的 结果 ,对 关系 式 (76.3) 的 
自由 项 和 系数 以 及 未 知 画 数 所 加 的 条 件 , 作 了 重要 的 推广 ,而 对 于 
方程 (76. 分 的 系数 的 条 件 则 仍然 保持 不 变 . 

4° ЖЕ И. Н. Векуа 的 论文 [12] 中 ， 不 论 是 在 关于 边界 条 件 
(76.8) 的 系数 和 自由 项 的 非常 一 般 的 假定 下 , 还 是 在 关于 方程 
(76.1) 的 系数 和 自由 项 的 非常 一 般 的 假定 下 , 都 给 出 了 Poincaré 
问题 的 解 ,他 在 他 的 著作 [18] 中 对 此 都 作 了 详 秋 的 叙述 , 井 且 作 了 
重要 的 补充 . 

5 与 天 加 型 方程 有 联系 的 一 些 边 值 问题 ， 在 3" 眉 中 所 提 到 
的 方法 , 亦 可 以 推广 到 某 些 其 他 类 型 的 稿 图 型 偏 微分 方程 上 去 ( 它 
们 之 中 亦 包 括 了 高 于 2 阶 的 方程 )， 和 3° 段 中 所 讲 过 的 类 做 , Я 
要 有 类 似 于 (6.5) 的 表示 式 存在 ,在 大 多 数 博 形 下 ,通常 所 讨论 的 
( 粮 性 ) 边 值 问题 都 可 以 归 精 为 问题 V， 

ДЕ И. Н. Begya 的 著作 [10] 中 讲 到 了 ， 在 这 个 方向 上 , 由 
И. Н. Векуа 和 别 的 一 些 著者 所 得 出 的 一 系列 重要 结果 . 

我 们 还 提 到 ， 在 上 壕 著 作出 版 以 后 又 发 表 了 А. И. Каландия 
的 论文 [1] , [2]. 


第 四 章 
ТАНЯ. 基 些 应 朋 


在 这 一 章 内 ,我们 求解 一 般 情形 下 的 联 精 问题 ,并 且 要 答 出 所 
得 出 的 解 的 一 些 应 用 了 . 

在 这 里 我 们 是 在 下 述 意义 下 才 应 用 “一 般 情形 ”这 个 术语 的 : 
边界 曲线 工 可 以 是 任意 一 条 逐 段 光滑 曲 米 (按照 在 $1 中 答 出 的 
定义 ) ， 而 上 上 的 已 知 和 未 知 画 数 都 可 以 具有 一 定 类 型 的 间断 点 
(关于 这 一 点 在 后 面 会 讲 到 的 ). 

ХЕ 8 81 中 我 们 将 对 很 多 著者 有 关 求 解 联结 问题 的 工作 (在 第 
二 章 并 未 介 阁 过 的 ) 作 一 些 简 单 的 介 释 . 


Ф 在 著者 的 书 [9] 以 及 本 书 的 第 五 章 中 ,可 以 找到 在 平面 强 性 稳 力 学 中 的 一 些 
应 用 .但 是 ,在 这 里 我 们 指出 ,在 下 列 各 书 中 ,读者 还 可 以 找 到 复 变 丽 数 边 值 问 题 以 及 
奇异 积分 方程 理论 在 一 淋 列 理论 半 题 以 及 实际 周 题 中 的 某 些 其 他 的 应 用 :H. Н. Векуз 
[10], [181, Л. И. Седов[1], А. В. Бипадзе[6], О. Jacob[2].。 还 应 敲 指出 下 列 论 
六, 它们 之 中 的 大 字数 在 上 入 各 书 中 都 溉 有 提 到 : А. В. Baraxse [2]~[5], Б. В. 
Боярский[1], И. Н. Векуаг9], Н. П. Векуа 及 Р. С. Исаханов[1], Ф. Д. Гахов 
ЕЛ. И. Чибрикова[2],А. Л. Гольденвейзер [1], А. И. Каландия [1],12], Л. Г. 
Матнарадзе [11], С. Г. Михлин [8], В. С. Рогожин [1], М. М. Смирнов [1], Я. 
Н. Фельд [1], М. М. Фридман [1], [2], И. Х. Хайруллин [1], Л. И. Чибрякова 
(31, Д. И. Шерман [8], [10], І. Dragos [1], 8. Gellerstedt [11, G. М. І. 
Gladwell [11,12], Р. Leehey [1], В. С. МасСату [1], У. PiechocKi № Н. 
Zorski[1], Н. Schmidt[1], К. Вебтбаег[21, Н. S6hngen[3],G. W. Veltkamp 
11, Н. Zorski f1]~[, 
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І Ж САН 
877. 一些 术语 和 记号 

在 整个 这 一 章 中 ,我 们 将 要 用 到 下 列 术 语 和 记号 ,它们 之 中 的 
КЕШ. 

1 ШЕ Г 我 们 应 该 理解 为 (在 $1 中 和 给 出 的 定义 之 意义 下 
的 ) 一 条 逐 段 光滑 曲 颖 我们 将 假定 ($1,， 5° 段 ) 五 是 由 一 些 光滑 
УВЕ Ты, 6-1, 2, …, р 所 构成 的 ,这 些 红 除 了 端点 外 没有 公 
Жк. ЗИН о, 8 二 1，2,…, w 或 者 简单 地 用 с ЗЕ ГИ 
车 点 ( 亦 包括 苞 的 端点 在 内 ) 我 们 仍然 把 曲名 荆 上 异 于 精 点 的 
点 叫做 普通 点 ，， 

我 们 用 9 表示 已 沿 着 工 而 割 开 的 焉 面 ; НТ Бо 
于 5S. | 

在 这 一 章 以 及 以 后 各 章 中 ， 我 们 常常 要 研究 从 应 用 的 观点 来 
看 是 很 重要 的 下 述 特殊 情形 : 曲线 二 是 由 一 些 没有 公共 点 (包括 
端点 在 内 ) 的 光滑 的 做 开 性 Ть-аьбь, 6—1, 2, …， р 所 构成 的 ， 
我 们 把 这 样 的 曲 儿 有 时 叫做 断 炽 的 光滑 曲 粮 ， 在 这 种 情形 下 , 5 
是 一 个 (连通 ) 区 域 ( 有 列队 的 不 面 ). 

2° 按照 在 8 10 中 引用 过 的 术语 , 如果 画 数 (2) 在 5 内 (点 
2 二 co 可 能 除外 ) 是 至 华 的 , ЗОНТ А ААВ Е НЕ 
工 的 所 有 普通 点 上 ,而 在 精 点 6 附近 它 适合 不 等 式 


12001-24, 


| 


О<а= 1, (77.1) ` 


ИЕ: (ауда А ЕЕК НЕО НЕТ НЫ ИНН, 
我 们 提醒 一 下 ,如果 在 Ф (2) ДЕ ро 2 МАНЯ 
展开 的 展开 式 中 ， 只 包含 有 限 多 个 z 的 正 害 项 ， 亦 就 是 , 当 |z| 很 
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大 时 ,我 们 有 
Ф (2) = А, Ар 121-6, А, 0, 

那么 , 依据 定义 , Ф (2) 在 无 穷 远 处 有 有 限 阶 , ЕН Б; 24 
46>0 时 ,点 ?一 co 是 8 阶 极点 ， 而 当 8<0 时 ， 点 2 一 co 是 一 И 
零点 . 

3° 以 后 我 们 常常 会 遇 到 8 中 点 2 的 具有 这 样 性 质 的 画 
数 丐 (2), 对 任何 正常 数 s, 34 2—2 时 , РУ [2—с |°Ф(2)>0, 其 中 
с 为 已 知 的 精 点 .我 们 把 这 样 的 画 数 叶 做 在 精 点 "附近 是 几乎 有 
界 的 画 数 ， Ш (z 一 6 ) 可 以 作为 在 点 ¢ 附近 是 几乎 有 界 的 画 数 之 实 
例 . 

45 ИМАТЕ ЕНЕ АЕ, Нож, Н" Жр Е Н: 
5 可 以 参看 8 8, 我 们 在 这 里 不 再 重 述 这 些 概念. 

5° 今后 各 处 ， 当 讲 到 在 卫 上 适合 某 种 边界 条 件 时 ,我 们 通常 
《如果 不 作 相 反 的 说 明 ) 不 把 结 点 包括 在 内. 


$778. 一般 情 形 下 的 齐 次 联 桔 问题 


1° п ГЕН ЖИ (§ 1)。 我 们 这 样 来 
提出 在 一 般 情形 下 的 齐 次 联 业 国 题 . 


офор 


St) =9(0)Ф- (Р), (78.1) 
ДЬЕ Г К Ф (2), ВЕЗУ ЗЕНА 
限 阶 ,其 中 G(D) ЖЕТЕ О Ено Но 类 的 面 数 ,并 且 G 人 ) 在 上 
ЛЬНА. 

”我 们 仍然 把 画 数 Ө (1) 叫做 联 烙 问 题 (78. 了 的 系数 . 

我 们 再 提醒 一 下 , 搂 照 上 面 所 采用 的 条 件 (877，5" 段 ) , 等 式 
(78.1) 应 该 对 则 各 2 上 所 有 的 普通 点 都 是 适合 的 ， 应 该 按照 在 
58, 8° 段 中 所 天明 的 那样 ,来 理解 G(b) 在 工 上 处 处 都 不 取 值 雳 的 


条 件 . 
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我 们 指出 ， АЕ тав 系数 


ae 


НЕ ЕН Сатан), 
25 ЕЛЕНИТЕ (8 35) 那样 , 典 则 解 的 概念 
在 我 们 所 考虑 的 情形 下 亦 具有 很 重要 的 意义 ， 我 们 现在 用 下 法 来 
定义 典 则 解 
ыннан (18.1) ж ТОЧЕК 


ВЕСОВ КАМИНА, ЗИЧИЫЕ ХО 是 齐 


ВНЕ (78.1) 的 典 则 解 . 
我 们 提醒 一 下 , 依据 分 区 僵 纯 画 数 的 定义 本 身 , 在 所 有 业 点 
附近 ,我们 应 该 有 


РОО 


下 各 和 и wa 一 常数 一 1， (78.9) 


1 常数 ав 
утен 90 <1. (78.3) 


这 样 一 来 , 典 旭 解 由 下 烈 条 件 表征 着 : 它 在 S 内 , 可 能 除了 无 
穷 远 点 外 ,处 处 都 不 取 值 雳 ; 它 在 边界 曲线 荆 上 的 所 有 普通 点 处 的 
АВИА ЖАРА, 但 是 ， 在 精 点 oc 附近 它 送 合 条 件 
(78.3) ,如 象 适合 条 件 (78.2) 那样 ,根据 定义 ,每 一 个 分 区 全 纯 画 
数 都 应 当 适合 条 件 (78.2). | 

我 们 现在 就 会 看 到 ,在 所 加 的 假定 下 , 典 则 解 总 是 存在 的 . 

3 我们 转 到 作出 典 则 解 ， 我 们 把 ln (0) 理解 为 在 线 五， 
Ls，…, Тр 的 每 一 条 上 都 是 回 精 变化 的 任意 确定 的 值 . 因为 依据 
条 件 ,G 的 是 属于 Но, АЕ Г БАККА, АЈ, 
In G0) 亦 是 属于 Н, Ж. | 

我 们 用 c1, es, …, cn 表示 曲 焰 工 的 所 有 精 点 ， 当 t 沿 著 一 条 


Ф Ше ЕЕ, ЛБА, 9 ху 便 不 是 分 区 全 钝 的 ， 
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以 点 сь К ИКИ 荆 而 趋 于 结 点 0x Г, ОЖ тъ?) 赵 于 确定 的 
极限 ,我们 把 这 个 极限 用 1а Gi (ск) 表示 ,因此 ,由 定义 当世 沿 着 Г, 
趋 于 Ck 时 ， 


现在 我 们 言论 画 数 
7 GD) -5 本 | 0 和 (78.5) 


根据 Сохоцкий-Р1Іегае]) 24, 2: ЗЕЕ ВЕНЕ „ВНЖ ЖЕ, 
点 处 适合 边界 条 件 (78.1， 剩 下 要 说 明 的 是 它 在 精 点 钳 近 的 性 
质 . 

根据 在 $ 26, 3° 段 中 所 得 出 的 精 果 ,在 精 点 с, 下 一 1 2,…,n 
附近 ,我 们 有 , 

y(2) = (artiBre) In(z—oer) + о (2), 

其 中 画 数 yo(?) 在 由 点 cx ЗЕ НИЕ Г НИЕ НА АНУ 
一 个 内 都 是 全 纯 的 ， 并 且 当 2 沿 着 任意 一 条 不 越 出 已 知 属 形 的 路 
径 而 趋 于 сь 时 ,7yo(2) 趋 于 确定 的 极限 ,而 


4-48, У) хдо), (18.6) 


其 中 和 式 对 所 有 这 样 的 标号 ;来 取 : 与 ў ЕЛУ 14 16 Ч 在 cx 
处 ,并 且 对 应 于 引出 的 弧 取 上 面 的 符号 ,而 对 应 于 进入 的 弧 则 取 下 
面 的 符号 | 

这 样 一 来 ,在 结 点 o 附近， 

е0) = (2— Cp) "Tih (2), (78.7) 

ЗЕ О(г) Е оь ИЗМЕ ВЕ НУВ, Е Н. 24 
z 沿 着 任何 一 条 不 越 出 已 知 局 形 的 路 径 而 趋 于 сь 时 , 它 趋 于 确定 
的 异 于 堆 的 极限 . 

现在 假定 用 卫 (2) 表示 由 公式 


П (г) = П (ев) (78.8) 
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所 确定 的 有 理 画 数 , 其 中 № 表示 适合 条 件 


一 上 <axg 十 和 xz 天 工 ， b=1, 2, ,nN (78.9) 
的 整数 . 
现在 容易 看 出 , 落 数 
(2 = 也 дае ll (2—е)" (78.10) 


ЗАЛ, в АНН ЕЛКИ и. 实际 上 ,显然 ,了 (2) 
在 S 内 处 处 都 不 取 值 雳 ， 并 且 由 于 不 等 式 (78.9) ， 它 适合 条 件 
(8.2)，(78.3) ;又 显然 , 边 值 Х*Ф, ХФ [它们 的 表示 式 在 后 
面 将 要 给 出 1 在 曲 灯 上 的 普通 点 处 都 不 等 于 零 . 

一 般 讲 来 ,由 条 件 (78.9) 还 不 能 完全 确定 解 系 (2) ， 亦 就 是 ， 
显然 ,只 有 在 ox 是 一 个 整数 的 情形 下 ,和 车 点 сь 对 应 的 数 № 才能 
唯一 地 确定 ;在 这 种 情形 下 = 一 ax. 

我 们 把 Oy 是 整数 的 车 хӯ 6 叫做 特殊 精 РА, ПЗЕ ЖАК 
лов. 

对 于 普通 车 点 ， 数 Л 可 以 被 确定 精确 到 仅 差 _ 个 项 +1, 亦 
就 是 说 , 我 们 可 以 选取 和)x, 或 者 使 得 аъ БА, 0, 或 者 使 得 ar 十 Mn 
>0, | 

н ЕР, ИВЕ (78.1) ПЕК ИВЛ. 
但 是 ， 有 时 可 以 适当 地 要 求 使 所 要 找 的 解 在 某 些 事先 答 定 的 普通 
ВЕ Ост, Оа, -**, ба 处 都 是 有 界 的 . 

适合 这 个 条 件 的 解 Ф (2), 我 们 将 称 宅 是 h(c1, ca，…， са) йу 
Я. 我 们 用 h(0) 或 者 加 表示 对 应 于 9=0 的 解 类 ， 如 果 m 是 所 
有 普通 结 点 的 个 数 , 而 用 61，6s,…， cm КИРК, ЖА, 
我 们 有 时 用 №» 表示 № (Са, ба, …， сь) Ж. № 类 包含 所 有 别 的 类 ， 
而 А 类 则 包含 在 所 有 别 的 类 之 中 . 

与 此 相应 , 我 个 商定 好 : 对 于 每 一 解 类 , 典 则 解 可 以 精 移 确定 


Ф 下 面 我 全 会见 到 ,所 有 的 解 在 特殊 精 点 酝 近 必然 是 有 界 的 。 
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到 差 一 个 常数 因子 . 
亦 就 是 , 我 们 把 由 公式 (78.10) 所 确定 的 解 Х (2) ИИ А (ез, 
Ca, <, cx) 类 的 典 则 解 ， 其 中 са, з, …, cq 是 已 知 的 普通 车 点 , 在 
(78.10) 中 的 整数 А, 这样 选取 : УРБА са, сз, +, са, 有 aw 十 和 My 
>0, 而 对 于 所 有 别 的 普通 结 点 有 ax 十 以 二 0 ,或 者 把 每 一 个 与 
Х (2) 相差 一 个 (未 等 于 零 的 ) 常 数 因子 的 解 叫做 Леа, са, "~", са) 
ВУИ. 


我 们 把 由 公式 
„=- Ум (78.11) 
所 确定 的 整数 НЕА А (с, оз, …， оа) ВИННИ. 
ЖЕ: 只 要 所 选 定 的 画 数 值 m 9 (0) 在 构成 卫 的 各 条 弧 
І, ЧНО, х а О (0) 之 值 的 选择 无 关 @. 
由 (78.10) 可 以 知道 , Х (2) ЕО Н 一 x 阶 , 亦 就 是 说 ， 
当 О, Б ДГ н 阶 的 需 点 , 或 者 当 x<0 时 , 它 在 那里 
具有 一 x 阶 的 极点 ; 而 当 0 时 , 则 有 Х (оо) =1， 在 所 有 各 个 
情形 下 ,都 有 
бю (0) —1. (78.12) 
45 我 们 来 求 典 则 解 Х ВАЙ. #8 Сохоцкий-Р1еше]] А 
式 应 用 到 积分 (78.5) 上 ,我 们 便 得 出 
х) =е де, -to) И (40) er 
或 者 


ПИО гета ау Х(6) 

Х+ (о) = ма) Х (0), ХУ) = 7600)” (78.18) 

Ф ЗИ, РН оо А0, 

© 如 果 把 函数 ln G (1) 在 构成 Г КИЕВА 1 上 的 值 换 成 值 mm б (2) 2146, 
其 中 1 是 整数 ,那么 , 正 象 公式 (78. 6) 所 襄 明 的 那样 ,应 旋 把 (一 1 加 到 对 应 于 从 那里 纤 
жа ак Е, 而 把 (十 站 加 到 对 应 于 Г 在 那里 进入 的 千 点 之 值 mg 上 。 其 
结果 是 在 和 式 (78.11) 的 各 个 数 和 x 中 前 一 个 换 成 了 hx 十 1 而 另 一 个 换 成 了 和 一 1 于 
是 这 个 和 式 保持 不 变 。 
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其 中 


Хк) =П()еч, _  (@8.14) 
而 出 现在 公式 (78.18) 中 的 根 式 的 分 枝 是 由 公式 
м а)? паб (78.15) 
确定 的 ， 根 据 公 式 (26.14) 容易 看 出 ， | 
X60) 5) П о)", (78.16) 
其 中 w(to) 是 Но Ж ЕЛЕ Г ЬЬ КОСЕ, 
Ук= а. №128. (78.17) 


这 样 _ 来 ， ЖХ (®)4Е Г, 上 上 是 属于 Н"; ЕЕ с, 
co， …，cz 的 邻 域内 是 属于 Н 类 的 , 拭 且 在 这 些 结 点 处 取 值 等 . 最 
后 , 在 特殊 灶 点 的 邻 域内 , 它 是 属于 НУ 类 的 ,并且 保持 有 界 . 对 
+ Х*(%), Х-(%), 亦 显然 有 同样 的 结果 . 

5° ве Ха А (сл, сз, …, оа) 类 的 典 则 解 。 显然 ， 
ях 

Ф(2) = Х(2)Р(2) о (78.18) 
(К РОЖЕ ЕК ЖЕНИХ. 
2, ,我们 现在 性 明 : 已 痊 类 的 每 一 个 解 , 都 由 公式 (78.18) 通 


事实 上 ,从 关系 式 
Ф+(0) =6(0)Ф- (00), Х+0=в0хХ-О< 
可 以 知道 ,在 LL 上 
B+) BT 
х) -0 


这 个 等 式 表明 :如 果 让 夯 数 СО ев 2 上 的 普通 点 处 到 适当 


Ф 我 们 指出 , 由 已 输 类 的 解 的 定义 , Фо) 属于 C01， со, …， cq) 并 不 排斥 这 
同一 个 解 属于 糙 点 更 多 的 А (о, 62, ---, cg бана» 类) 对 于 已 输 类 的 典 则 解 ,这 正 相 
反 : 由 定义 本 身 ,h(c1, 02, …，cq) 类 的 典 则 解 在 异 于 с, со, …，cd 的 普通 精 点 сава) 
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оа 8. ЧЕ Ачи ЬЕ Г ВОЖУ ВО ВВ 
ЖАН. ЕНИН, "БИН АУР 1 的 无 穷 大 ， 所 
以 , 烙 点 是 可 去 奇 点 ， 此 外 ,又 因为 由 所 假定 的 条 件 , B(z) 在 无 
远 处 有 有 限 阶 , 因此 ,是 多 项 式 ,于 是 ,我 们 的 桔 论 得 到 了 证 
з. 

6 我 们 指出 从 (78.18) ви ива. 8, 显 
然 ,因为 从 公式 (78.7),(78.10) 以 及 条 件 mm 十 ja 一 0 导出 ,下 (在 
所 有 的 特殊 竺 点 附近 是 保持 有 界 的 ,因此 , 齐 次 因 题 (78.1) 的 所 有 
20) балерината риз. | 


ооо фо 


оо оо оа ооо 0 0 о о 40 ео еа oe so е 


21 ае ЖЕН, Е. 事实 上 ,如 果 。 是 
确定 典 则 解 了 (2) 的 关 的 一 个 普通 精 点 ,那么 ,按照 画 数 了 (2) 本 
身 的 构造 , 它 在 :=e 处 取 值 雳 但 是 , 如 果 。 是 别 的 普通 千 点 , 那 
么 ,为 了 保证 ФЕ с 附近 的 有 界 性 ,显然 必须 使 多 项 式 P(z) 含 
有 因 了 于 (2 一 ec), НИ АХ, М 2=с в, Ф(2) = 

从 (78.18) 还 可 以 知道 ,5(z) ЖЕ ИИ ЕР 一 x 十 b， 
其 中 % 是 所 考虑 的 类 的 指标 , 而 £ 为 多 项 式 P(z) 的 次 数 ， 因 此 ， 
合 己 (Cg) =0 = 常数 关 0, 我 们 就 得 出 已 输 类 的 在 无 穷 远 处 具有 可 
能 的 最 低 阶 的 解 ， 于 是 , 已 答 类 的 解 在 无 穷 远 处 景 低 的 可 能 阶 数 
等 于 一 x; 已 给 类 所 有 具有 这 个 阶 数 的 解 都 由 公式 : 
一 & (2) =0X (2) 
确定 , 亦 就 是 就 ,所 有 这 些 解 都 是 已 给 类 的 典 则 解 . 

从 而 ， ВНУКА рузе Эу (ФЕВ) 在 无 航运 


ee 
ооо 
е о о ео е е 


PV и 
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仍然 假定 所 有 普通 结 点 的 个 数 为 m, 而 c，ca，…，cn 便 是 所 
有 这 些 结 点 ТЕТИРИ Е Н 如 表示 最 一 般 的 解 类 ( 亦 就 是 , 在 
所 有 普通 结 点 处 都 不 加 任何 补充 条 件 的 解 类 ) ;我 们 用 Хо (2) зе 
对 应 的 典 则 解 . 我 们 得 到 在 所 有 的 普通 端点 处 都 取 ms<0 的 ， 
ВИЖ Хо (2). 这 个 画 数 Xo(z) 在 平面 的 有 限 部 分 (包括 车 点 在 内 ) 
办 处 处 都 不 取 值 零 、 
lo 类 的 指标 wo 显然 大 于 所 有 其 他 类 的 指标 . 
又 显然 ,每 一 类 1 (ca 62, …，oa)] ИАН Х (2) 和 指标 % 与 
Хо (2) ЯИ хо НЖЖ 
Х (2) = О (28—01) (2—6): (2—6) Хоб), (78.19) 
С= Ж +0, н=ю—9 
联系 . . 
№ (сл, C62,"…，Cm) 类 是 所 有 别 的 类 的 子 类 ,如 同上 面 一 样 ,我 们 
Я hm 表示 它 ; 我 们 将 用 Х„ (2) 和 xm 表示 相应 的 典 则 解 和 指标 . 
н БЯ, ВАА 
Х„(2) = О (2—0) (2—6): (2— Cm) Хо), 
C= 常数 +0, х= хот, 
注释 ”容易 算出 所 有 类 的 总 数 ; 我 们 有 一 个 加 类 ,m 个 hh(ey) 


(j=1, 2, ..., т), 0 (с, Съ) 类 等 等 ,总 共有 


(78.20) 


т т (т 1) 


Ч: 21 


+ —-_ 41 二 2” 
+ 1! = 
个 类 . 


8 79， 相 联 的 齐 次 联 秸 问题 . 相 联 的 类 


在 讨论 上 一 节 中 的 问题 (78.1) 的 同时 ,我 们 讨论 辣 题 
9+ = 1900179 (0) 在 二 上 ， (79.1) 
我 们 把 这 个 问题 叫做 问题 (78.1) 的 相 联 园 题 . 相 联 的 问题 的 解 之 
办 存在 着 紧 审 的 联系 ， 如 果 引 进 相 联 的 解 类 的 概念 ， 这 种 联系 便 


І. 一般 傅 形 下 的 联 粘 问 是 з58. 

具有 非常 简单 的 形式 . 

容易 看 出 , 由 特殊 结 点 和 普通 烙 点 的 定义 本 身 , 已 痊 半 题 的 特 
殊 千 点 (普通 糙 点 ) 亦 是 相 联 问题 的 特殊 车 点 (普通 车 点 ) 

{КБ АЕ сл, Са, "+", cm 是 (这 两 个 相 联 的 问题 的 ) 普 通 结 点 . 
我 们 把 类 

h=h(6, Са 7, Cg) 与 P=h(6grl, бана, ***, Cm) 

叫做 相 联 的 类 人， 

根据 已 答 类 的 指标 和 典 则 解 的 定义 本 身 ,容易 看 出 , 相 联 的 问 
题 在 相 联 的 类 中 的 典 则 解 Х (о) 和 ХИ (2) Зе 


хе =0LX (01 (79.2) 
ЕЖЕ А ЖИ А 类 的 指标 x 和 x' СНЕ 
WH =—x (19.3) 


联系 ;C ЗАРЕ ВС, © ПИ ЕЕ 1. 


§ 80， 一 般 情形 下 的 非 齐 次 联 竺 问题 


1 把 冯 理 解 为 任意 一 条 和 逐 段 光良 曲 比 ,我们 提出 这 个 问题 
如 下 . 
要 求 根据 边界 条 件 @: 


Ф*(0) =9(0)Ф- (0) +900) ЖГ, (80.1) 
找 一 个 具有 边界 曲线 Ь №, НЕ ЗИН Ну О 260 


МОИИ офф 


рН в 0 °° 
我 们 仍然 把 画 数 9 (7) 和 9 (0) 分 别 吓 做 这 个 问 是 的 系数 和 自 
由 项 . | 


ЗАРЕ УР РЕ (78. 1) Хр Я НАУА БОНН 


Ф 用 0C19 бо. **• . ба 表示 某 些 尊 通 铬 点 ， 而 用 69+15 64+25 "yg Cm 内 示 所 有 剧 的 
ШК. 
® латов, НИЯ І 的 所 有 普通 点 处 ва МАР, 
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灶 点 和 普通 嫩 点 ,正如 在 上 一 节 中 所 做 的 那样 ,我 们 把 圈 题 (80. 了 1) 


的 所 有 可 能 的 解 分 威 (c1, съ, -…, о) ЕЕ № (сз, са, …, о) 类 
的 解 在 普通 糙 点 61，cs,…, о 附近 是 有 界 的 ， 而 在 其 他 普通 车 点 
和 特殊 精 点 附近 , 其 性 质 不 受 任何 限制 (当然 , ХЕХ Р-НА: 
义 中 所 加 的 条 件 不 在 此 列 ). | 

我 们 现在 找 出 非 刘欢 问题 (80.1) 在 已 给 的 类 jc сз, …， ва) 
中 的 解 ， 假 定子 (2) 是 齐 次 国 题 (78.1) 在 这 一 类 的 典 则 解 ， 我 们 
把 这 个 卫 数 叫做 辣 题 (80.1) 在 已 答 类 中 的 典 则 画 数 ， 注 意 到 


а = 300, 


条 件 (80.1) 可 以 改写 成 形式 


DE) _ ФО _ 90 
ОР ОР 05 (80.2) 


Нуњ Н, АЖ Ф (2) 在 这 些 结 点 с, сэ, ..”, Cr 附 
近 都 保持 是 有 界 的 ,又 在 这 些 结 点 处 立 ( 幼 取 值 于 才 , 因 此 ,在 这 些 
千 点 附近 ,我 们 有 


ЗВЕНА О 是 分 区 全 和 而 数 ,， 此 外 , "ЕЖЕ ЕЛИ 
и. | 
于 是 ,根据 $ 31 中 的 结果 ,我 们 得 出 ， 


| x tOP, (80.3) 


其 中 Р(2) 是 任意 的 多 项 式 ， 宅 亦 是 非 齐 次 问题 (80.1) 在 已 栓 类 
中 的 一 般 解 ，(80.3) 中 的 第 二 项 是 对 应 的 齐 次 问题 在 已 葵 类 中 的 
一 般 解 ,而 第 一 页 则 是 原来 非 齐 次 问题 的 某 个 特 解 . 

由 $26, 3° 段 中 所 述 粘 果 可 以 知道 ， 解 (80. 3) 在 千 点 01 os， 
…, со 附近 确实 是 有 界 的 . | 

根据 $ 26 中 同样 的 精 果 又 容易 看 出 ， 解 在 特殊 千 点 附近 (在 
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(78.6) 中 数 Вь ЗЕРЕ АВВ) ОКНЕ ЛЕНИ; 在 数 Въ 
等 于 雳 的 精 点 附近 ， 解 可 能 是 无 界 的 ， 但 是 是 它 一 定 是 几乎 有 界 的 
(对 数 型 的 ) ®. 

我 们 还 指出 ,在 现在 的 情形 下 ,和 齐 次 问题 的 情形 下 不 同 ， 在 
任 一 些 普通 千 点 附近 是 有 界 的 解 ,一 般 讲 来 , 它 在 那些 千 点 处 拓 不 
ВЕ. | | 

2% 从 应 用 的 观点 来 看 ,非常 重要 的 是 要 找 出 非 齐 次 问题 
《80 . 力 的 在 无 穷 远 处 取 值 零 的 解 . 

ДЕН, ВХ (г) 在 无 穷 远 处 的 阶 数 恰好 等 于 一 x, 亦 就 是 

说 , 它 恰 好 和 hh(c1, са, …, ва) 类 的 指标 差 一 符号 ,根据 (80.3) 就 
容易 得 出 下 壕 和 结论 : 

当 x>0 时 ,已 输 类 的 在 无 穷 远 处 取 值 雳 的 解 , 由 公式 


Ф(2)= х | 0909 林 十 工人 PaO (80.4) 


给 出 ,其 中 也-a (为 交 数 不 超过 * 一 1 的 任意 多 项 式 ( 当 %0 时 ， 
P, 1() = 0). 
当 #“<0 时 , 当 且 仅 当 适合 条 件 : 


ооо оь ео ье 


#90) а О 
|, 0) dt=0, j=0, 1, .-., —x—1 (80.5) 


ый ИН 2 (80.5) 表明 


ра, 20, 
757 从 (80.4 可 以 得 出 , 当 x>0 时 ,对 应 于 问题 (80.1) 的 齐 
次 问题 , 亦 就 是 , 在 问题 (80.1) 中 取 9 人 的 =0 而 得 出 的 问题 ,在 已 
答 的 类 中 恰好 有 x% 个 在 无 穷 远 处 取 值 老 的 线性 无 关 解 

Х (2), ХО, +, #3 (2); (80.6) 


И: УР ТЕ ok ОЕР 
属于 НЫ, | 
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当 x<0 у, ЗМИЕВ РЕЛГЕ СОУ ЬЕ ВИ ЗЕ 8 
я. 

正 象 在 第 二 章 中 那样 ， 如 果 与 两 个 联 精 冉 题 对 应 的 齐 次 问题 
是 相 联 的 ,我 们 就 说 这 两 个 联 竺 问题 是 相 联 的 

依据 上 面 以 及 在 $79 ТОНЕ, 和 已 答 间 题 (80.1) 相 联 的 
ЗЕХН, зц СО 时 恰好 有 一 x 个 如 类 忆 类 的 相 联 类 ) 在 无 益 远 
处 取 值 需 的 矿 性 无 关 解 


1 2" 
Хх’ ха’ о Xz)° 


把 这 些 表 示 式 和 公式 (80.5) 作 一 比较 ， 公 式 (80.5) 便 可 以 用 
ТОРЕ: 


[pt Wg D0 bl, 2, 2, а, (80.8) 


КО 表示 画 数 о (2) 的 (从 左 侧面 取 的 ) 边 值 (f=1, 2, …， 
一 x), ИЗ Чл (2), ==1, 2,，…， 一 x 构成 已 答 问题 (80.1) 
完备 系 . 、 

4° ВУ А (0л, C2,"… ,60) 类 的 一 般 解 可 以 用 与 (80.3) 略 有 
不 同 的 公式 给 出 . БХ (2) д А (6з, Cs, …, cq) 类 中 的 任意 一 个 
ЗЭ № (сл, Са, **°, ба, база, -**, С) 的 典 则 画 数 ， 那么 , 画 数 


和) Wat 
Ф, (2) р | ХО (#—2) . 


Л (Са, ©, +, ба, база» 77", C7) 类 的 特 解 ,同时 又 是 № (1, 6s,*… ,Cg) 
类 的 特 解 。 另 一 方面 ,显然 , 非 齐 次 问题 在 h(G1,，6s,…, в) 类 中 的 
一 般 解 (2) 可 以 表 成 

| Ф(0) =Ф.(0) +9) 
的 形式 ， 其 中 $1(z) ЭРЭР НАЕК ЕУР, Ш 
У) 是 齐 次 问题 在 这 个 类 中 的 一 般 解 .因此 , 非 齐 次 问题 在 hle， 
вз, …， од) 类 中 的 一 般 解 可 以 吉成 形式 


(80.7) 
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Ф(2) = 0 ео 5у+х09РӨ, (80.3а) 

其 中 Р(2) БАК, Хо) 是 齐 次 问题 在 hle1, Сз, …, са) 
中 的 典 则 解 ,而 Х (2) Е] ЕЕ АА (оз, сз, "~" 
Са, база, ***, в) КЕЙ „В (ст, Со, -**, 00) 类 的 子 类 ] 中 的 典 则 解 。 特 
别 是 ,总 可 以 把 h(c1, 6s,，…, Съ) 类 中 的 典 则 解 卫 mz) Е Х (2). 

55 在 非 齐 次 联 桔 央 题 的 提 法 中 ， 我 们 仪 尤 许 画 数 G() 和 
С) 在 结 点 处 是 间断 的 这 一 事实 并 不 失去 一 般 性 ， 因 为 我 们 可 
以 把 这 些 画 数 的 间断 点 归并 到 业 点 之 中 ， 类 侯 于 在 齐 次 问题 的 博 
形 下 一 样 . 

但 是 ,如 果 画 数 y 从 在 画 数 G0) 不 间断 的 点 处 有 间断 ,那么 ， 
只 要 适当 地 把 画 数 GO 的 问 断 点 归并 到 精 点 之 中 .事实 上 ,如 果 
画 数 G (办 在 曲线 工 的 光滑 部 分 之 “车 点 ”处 是 保持 连 炉 的 ,那么 ， 
这 种 “车 点 "对 典 则 画 数 不 发 生 任何 影响 ，、 同 时 间 题 的 解 的 一 些 重 
要 性 质 正好 由 典 则 画 数 确定 ， 而 典 则 画 数 本 身 由 曲 米 工 及 问题 的 
系数 G() 确 定 @. | 

因此 , 在 yg) МЕ ВЕК В НЕЕ ЕЕ Е 
З, 又 不 与 画 数 G0) 的 间断 点 重合 的 情形 下 比较 好 , 此 时 所 进行 
的 推导 正好 和 g 的 没有 这 样 的 间断 点 的 情形 相仿 .其 车 果 我 们 所 
得 出 的 解 正好 是 由 上 面 同样 的 公式 输 出 的 ， 区 别 仅 在 于 在 西数 
g 的 的 间断 点 (这 些 点 不 与 业 点 重合 ) 附近 ， 解 是 Е 类 的 无 界 画 
” 数 , 亦 就 是 ,正好 例如 由 公式 (80.3) 所 表明 的 , 解 在 那里 是 对 数 型 
的 无 界 丽 数 . 


581. 和 联 辕 辣 题 有 关 的 一 些 工作 


1° 在 前 面 几 节 中 所 导出 的 齐 次 问题 和 非 齐 次 问题 的 解法 ， 


СФО 通常 所 讲 的 是 第 一 类 的 间断 点 ， 
@ ”下列 事实 与 此 有 关 : 在 大 多 数 可 化 为 联 糙 问题 的 数学 物理 问题 中 ， 监 糖 二 的 
形状 及 画 数 (8) 与 问题 的 类 型 有 关 ， 而 画 数 9 ( 轨 与 这 种 或 屠 种 具体 的 ЖЕРАР. 
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是 著者 在 论文 [6] АНУ, Е В. ЛЕН. И. Мусхелишвили № 
Д. А. Квеселава 的 论 交 [1] 中 作 了 重要 补充 后 的 解法 不 作 任何 原 
旧 性 的 修改 而 重复 地 写 出 的 .在 这 两 篇 论文 中 , ХЕ Г Е 了 
是 由 一 些 光 请 的 不 具有 有 公共 点 的 做 开 弧 所 构成 的 情形 ( 瑚 看 8 83, 
1° 段 ) ,但 是 ,这些 论 文中 的 推 好 和 精采 几乎 可 以 逐 字 逐 名 移植 到 
我 们 所 讨论 的 情形 了 ,在 上 面 几 节 中 便 是 这 样 做 的 。 

在 上 述 第 二 篇 论文 所 作 的 重要 补充 中 ， 包 括 了 解 的 hle1, сз, 
…，od) 类 的 概念 及 及 相 联 的 业态 和 刀 的 概念 的 引进 ， 这 些 概念 在 
应 用 到 奇异 积分 方程 理论 中 会 起 着 非常 重要 的 作用 (参看 下 一 
章 )， 

在 著者 的 论文 [6] 中 所 用 的 方法 是 Т. Сатіета 用 来 研究 一 
种 特殊 情形 的 方法 之 推广 ， 亦 就 是 , Т. Oarleman 在 他 那 一 篇 恰 
文中 所 考 上 不 的 情形 是 曲 炉 工 为 实 轴 上 的 一 个 米 段 ; 此 外 ,他 亦 仅 
仅 考 虑 了 对 应 的 值 ( 用 现在 的 记号 表示 的 ) xo= 工 的 特例 . КЕМ 
№, Т. Garleman 并 没有 引进 指标 的 概念 以 及 解 的 类 的 概念 . 

Ф.Д. TaxoB 用 了 其 他 的 方法 , 亦 就 是 ,利用 了 把 画 数 G (0) 
及 g(t) 在 工 上 具有 第 一 类 间断 点 的 情形 (参看 $83, 2° Вр) Ни 
为 G 丘 及 9 的 为 连 炉 画 数 的 情形 的 方法 , 得 出 了 联结 二 题 在 当 荆 
是 一 条 简单 的 光滑 封 阴 图 米 ， 而 画 数 GC) 及 g(2) 在 上 具有 第 
一 类 间断 点 的 情形 下 的 解 多 ， 鲁 . Д. Гахов 在 得 出 他 原来 的 解 时 ， 
并 没有 参考 Н. И. Мусхелишвили 的 论文 [6] АМН. И. Мусхели- 
швили 和 Д. А. Квесехава 的 论文 [1]， 而 且 在 他 原来 的 解法 中 并 


@” 雁 一 的 ,在 一 定 程度 上 又 基 重 要 的 区 别 在 于 : 在 由 处 我 们 利用 了 在 $36 中 得 
出 的 有 关 Cauchy 芹 积 分 在 精 点 附近 的 性 质 的 更 一 般 攻 果 ,以 代 棕 在 822 中 得 出 的 有 
ЗЕ Oauchy 型 积分 在 端点 附近 的 性 质 的 妊 果 . 

@ Ф. Д. Гахов 所 用 过 的 将 问题 归 精 为 G( 四 及 g(t) 是 连续 的 情形 的 方法 是 Р”. 
Hilbert 对齐 次 问题 所 指出 过 的 方法 的 简化 (D. Hilbert[2], 第 93 页 ) ,J. Plemeljt2 
ВЕДЫ РАВНО ЕН (其 系数 是 耸 假 常数 的 情形 ) Е: Лк 
ре. 
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不 包含 在 此 人 处 所 指出 的 意义 下 的 分 类 方法 和 相 联 的 类 的 概念 ， 后 
来 ,他 利用 了 上 述 第 二 篇 论文 得 到 了 补充 ， | 

Н. И. Мусхелишвили 的 论文 [6] 以 及 Н. И. Мусхелишвили 

和 Д. А. Квеселава 的 论文 [1] 中 所 得 出 的 精 果 ,后 来 在 W.J. 

Trjitzinsky 《这 一 位 著者 仅 熟悉 上 述 第 一 篇 论文 ) 的 论文 [1] 中 

УЕ Д. А. Квеселава 的 论 交 [7] 中 推广 到 了 下 述 情 形 : 工 是 由 一 

紫光 渭 的 封 阴 弧 和光 渭 的 艇 开 弧 所 构成 的 ， 并 且 这 些 绝 彼此 可 以 

相交 于 有 限 个 点 的 情形 . 但 是 , 这 些 著者 的 结果 (特别 是 ,第 一 位 

著 洪 是 用 了 非常 烦 于 的 方法 才 得 出 的 ) 比 之 上 访 业 果 ,要 欠 一 般 些 | 


”而 且 更 繁 一 些 , 


ДЕ Ф.Д. Гахов 和 Л. И. Чибрикова 的 论文 [1] 中 ， 对 1. А. 
Квеселава, 的 上 上述 千 果 作 了 一 些 简化 . 

ДЕ Т. Г. Гегелия 的 论文 [2 中 ,用 了 和 上 述 稍 许 不 同 的 方法 ， 
讨论 了 国米 (不 一 定 要 求 是 光滑 的 ) 是 相交 的 情形 ,在 这 一 位 著者 
所 讨论 的 情形 中 ,交点 的 全 体 可 以 构成 一 个 可 列 集 合 . 

2° 在 W. Pogorzelski 新 近 发 表 的 论文 [4] 和 [5 中, 亦 考虑 
了 和 这 里 的 提 法 大 致 相同 的 联 酝 问题 ,在 这 两 篇 论文 中 亦 答 出 了 
解 ， 但 是 ， 从 已 知 的 方面 来 看 ， 解 的 性 质 比 之 我 们 这 里 要 更 明确 
Ф. 

在 扩大 边界 条 件 中 的 自由 项 9 (@) 以 及 所 要 找 的 解 Ф (2) 所 容 
许 的 画 数 类 的 意义 下 , Б. В. Хведелидзе vod 得 出 了 更 
一 般 的 结果 .虽然 , 这 一 位 著者 实际 上 仅 讨论 了 工 是 由 一 些 没有 
公共 点 的 封闭 的 或 考 做 开 的 Ляпунов 绝 所 构成 的 情形 , 但 是 , 可 
以 看 出 ， 不 难 把 其 车 果 推广 到 任意 一 条 逐 段 光滑 曲线 的 情形 (在 
要 求 构成 工 的 各 条 光滑 弧 适 合 Ляпунов 条 件 的 前 担 下 ). Б. В. 
_ Хведелидзе 所 得 出 的 主要 和 精 时 如 下 所 述 : 假定 (80.1) 中 的 系数 


Ф 2:25 ( 那 一 节 起 首 的 脚注 ) 。 应 该 指出 , 在 У". Pogorzelski 的 论文 中 ， 
还 寻 论 了 某 些 要 一 般 得 多 的 非 线性 的 联 糙 问题 。 | 
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а вери Е, А 28 9 (办 是 属于 9, (0; ДЖ, № 
处 p>1, Шр( 是 形式 为 (27.3) 的 某 个 画 数 ， 此 外 , 又 假定 要 求 
未 知 画 数 @5(2) 可 以 用 展 布 在 曲线 二 上 的 .而 密度 是 属于 %(p; 2) 
类 的 Cauchy 型 积分 表 出 ， 在 这 些 条 件 下 , 联 车 问题 (在 无 穷 远 处 
有 有 限 阶 ) 的 所 有 解 , 都 由 公式 (80.3) 答 出 ”由 此 可 以 直接 导出 如 
次 之 精 论 :如 果 在 联 糙 问题 (80.1) 中 , 画 数 G() 和 g 的 都 是 属于 
Но Ж, 那么 , 这 个 问题 的 所 有 可 以 用 展 布 在 上、 而 密度 是 属 
于 %(p; 荆 ) 类 的 Cauchy 型 积分 表 出 的 解 ,都 是 分 区 全 穗 画 数 . 

8° 在 最 近 几 年 所 发 表 的 一 系列 花 区 中 ， 在 对 边界 条 件 中 的 
系数 G (0) 加 了 较 少 的 限制 下 ,和 葵 出 了 联 车 问题 解 的 推广 .也 在 这 
个 方向 上 , Ф. Д. Гахов 在 他 早期 的 论文 11, [2] 中 计 论 了 ЖЖ 
а 在 有 限 个 点 处 取 值 堵 或 者 在 有 限 个 点 附近 是 竹 次 型 的 无 窍 
хан. ЕЕ, Л. А. Чикин), Б. В. ХведелидвеЧ8!# И. М. 
Мельник" 用 了 各 不 相同 的 方法 对 这 种 情形 作 了 更 进一步 的 研 
8". 在 B. В. Хведелидзе 和 И. М. Мельник 的 论文 中 ,还 都 讨论 了 
(9 具有 对 数 型 无 穷 大 量 的 情形 。 还 要 早 一 些 时 候 (但 在 Ф. Д. 
Тахов 之 后 ) Н. П. Bexyan9 研究 了 90) ИФ, 又 可 以 具 
有 阶 数 小 于 1 УЖ. 

ДЕ В. В. Иванов 的 论文 [4] +, И. Б. Симоненко 的 论文 上 
Ф, Г. Ф. Маджавидзе 及 Б. В. Хведелидве 的 论文 上 中 以 及 在 
Б. В. Хведелидзе 的 论文 [19] 中 ‚Яве НН СР (+) ВАН ЖЕ. 
ТЕЖЕ АЕ. 

49 НЯ Жал Е пра Юон Е Др РЕГ”. 例 
ПЕ Я АЕ ИГ ра НЯНИ „Е НИЕ р 
х ЗНУ ЗОВОН. ЖЕН ВИЖ ЛЯ, ХИ 
的 下 列 边 值 击 题 : 

要 求 根据 边界 条 件 
Фф 看 $97 = 
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5 [ д) 06) + | ль, дое) | 


k=0 


+ вто) 5, Gos BHD |=g (to) 
ЕР, (81.1) 


АЕ НА БС 2 е 8 Ф (2), 其 中 工 是 简单 
ВОЗАЧЕ ВЕ, А, (В), Вы), g(t) 都 是 适合 Н 条 件 的 已 给 
ВОЙ, Sx(io, 0), Вь(ь, Г) РАВ, Я: 


8,06, 9 По В,(6, Р о, 0<a 一 常数 <1, 


加 | 


ЕН. 8% (в, Эт А, 们 都 适合 Н Же. Ф®+ Бы) 
ЗЕЯ Ф (2) 的 不 阶 导 画 数 的 边 值 . 

Л. Г. Магнарадзе 首先 研究 了 这 个 问题 在 Вь(№,2) == 65 (60,0) 
一 0, #=1, 2，…， n 的 情形 . 

ЕЖ, Ю. М. Крикунов ~ 外， 接着 Р. С. Исаханово" 2 都 指 
НТ: ЖИ. Н. Векуа 用 来 求解 圈 题 V 的 方法 (在 本 书 第 三 章 中 
已 叙述 过 ) 的 推广 ,可 以 研究 半 题 (81.1). 

ЕН. П. Векуа 的 论文 [291, 在 这 一 篇 论文 中 ,研究 了 
问题 (81. Т) 当 围 线 都 是 做 开 的 , 且 R(to, 0) =Вь(%, 0) =0, 61, 

2, ---, м 的 情形 . 
> 在 另 一 个 方向 上 的 推广 是 : 在 圈 题 的 边界 条 件 中 ,未 知 的 
ннн (ДЕН ЖИВЕТ, А а О 的 边 值 不 是 
在 同一 个 边界 点 上 而 是 在 两 个 不 同 的 边界 点 (它们 之 癌 由 确定 的 
关系 式 联系 ) 上 联 业 .关于 这 样 的 推广 ,参看 书 未 的 附录 四 . 

62 亦 可 以 讨论 联 酝 轩 题 在 СО) 和 g(t) 是 属于 某 些 代数 隙 
数 域内 的 多 值 画 数 的 情形 (A. В. Месис[11, 121) 以 及 所 要 找 的 解 
是 自 守 画 数 的 情形 (Ф. Д. Гахов 和 Л. И. Чибрикова[2], Л. И. 
Чибрикова[2]). 
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$82. ЕЛЕ Г ЕА КЮ № ЖИИ Я. 某 些 推广 


15 在 前 面 几 节 中 ,我 们 全 种 对 联 精 问 题 的 解 6(z) 引进 了 
№ (ел, 6s，…, eg) 类 的 概念 ， 对 于 答 定 在 工 上 的 西数 p (为 来 讲 ,我 
们 亦 可 以 引进 在 今后 非常 重要 的 类 似 的 概念 . 
仍然 假定 С1, Са, *-*, Съ (тт) ЗВАНИЕ 
由 Вова вожак. ‘`”``` 
假定 9 扩 是 一 个 给 定 在 上 并 有 属于 Н" 类 的 丽 数 . 当 而 数 
9 全 在 基点 or оь", агт) РНЕ Но ЗА, 而 在 


РОСИ 

我 们 把 А (2, со, *--, си) 类 和 А (база, бала, ***, Съ) 类 叫做 是 
相 联 的 类 ， 我们 用 加 表示 对 应 于 9=0 ЙО, Л А, ДИЕ (сз, 
Е 

这 样 一 来 ,我 们 可 以 把 同一 个 记号 应 用 到 不 同形 式 的 画 数 上 : 
作为 联结 问题 的 解 的 分 区 仿 粳 画 数 $B(z) 和 在 荆 上 的 及 * 类 的 画 数 
g( 引 .但 是 ,这 并 不 臻 于 引起 混淆 . 

2° 我 们 已 钨 看 到 过 , 齐 次 联结 问题 包含 所 有 各 类 解 的 最 一 般 
的 解 , 可 以 写成 . | 
| Ф (2) = Х,(2)Р (2) (82.1) 
的 形式 ， 其 中 о (г) 是 加 类 的 典 则 解 ， 而 P(2) 是 多 项 式 ， 由 此 
直接 可 以 导出 : 齐 欢 问题 的 每 一 个 在 任 一 辕 点 附近 是 几乎 有 
界 的 解 ($77, 3° 段 ) , 在 这 个 结 点 附近 必然 是 有 界 的 ; 如 果 和 车 
点 是 普通 烙 点 ,那么 ,在 。 附近 是 几乎 有 界 的 解 必 然 在 。 处 取 值 
需 、 

再 者 ,和 根据 在 8 80, 4° 段 中 所 述 , 非 齐 裕 联 辕 问题 的 每 一 个 解 
都 可 以 写成 下 述 形式 : 
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(2) = Se 2 |， 022 +Xols) P(e), (82.2) 


此 处 , 正 象 通常 那样 ,Xm(2) ЕВ (са, 63，…， Cm) 类 的 典 则 画 数 ,而 
Хо (2) 38: 加 类 的 典 则 而 数 . 

由 $26 中 的 烙 果 可 以 知道 ,第 一 项 在 所 有 的 普通 灶 点 附近 都 
是 有 界 的 .因此 ,容易 得 出 精 花 : 非 齐 欢 问题 的 每 一 个 在 任意 普通 ， 
车 点 с 处 是 几乎 有 界 的 解 ,必然 在 这 一 个 精 点 附近 是 有 界 的 @. 


оо оо о а е о ео 
оо ооо Фо 


ЖУРН Л, ЕВЕ ЖЕ ИОВ. 

3° Еу 1, ВИМ ЕТ „ДЕЗЕЗЕИИИО 9. А 
(80.1) 中 的 自由 项 9y 的 是 属于 万 os 类 的 ， 我 们 现在 假定 夯 数 g(t) 
ХЕ А (еа, ез, +, 06) 类 的 , Ж сл, Со, +, со 是 已 答 的 普通 车 
点 (参看 本 节 1° 段 )， 容 易 看 出 , 则 题 (80.1) 的 属于 同一 个 h(01， 
Съ, …，eo) 类 的 解 ,都 由 当 9(9 属于 Но 类 时 的 同一 个 公式 答 出 ; 
亦 就 是 一 般 解 由 公式 (80.3) ЖЗ ЛЕВИН 5 
(80. 2), Е (ci cs，…，6) ЕДЕ ЗАЕВА 
ЭЗ АЕН ТА УУК (80.5) #5 Н. 

ЯАРАН, ЕРИНЕН рда ОЛАР 1 的 任意 
ИК, 这 个 阶 数 与 画 数 9 ( едок РНЕ НН 
关 的 ; 而 特别 是 ， 如 果 СЕЕ ЬЕ НЕА НЫ: 
的 ,那么 , 解 在 这 个 结 点 附近 是 几乎 有 界 的 . 


$83. 重要 的 特殊 情形 ， 边 界 是 无 穷 长 直 矿 的 情形 
在 实际 应 用 中 ,最 猎 常 遇 到 的 是 下 烈 特 殊 情 形 : 曲 糙 忆 是 由 一 


Ф ”事实 上 ,如 果 是 这 一 个 糙 点 ,又 车 解 在 “附近 是 几乎 有 办 的 ， 那么， 必然 有 
Р@) =0, АМ, РО) 包含 因 式 (2 一 0) 。 
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些 没有 公共 点 (包括 端点 在 办) 的 光滑 艇 开 弧 所 构成 的 , 亦 就 是 , Г, 
ЖЕНЕ ЕЯ Г, 是 由 一 些 没有 公共 点 的 .简单 
的 封 阴 图 炎 所 构成 的 情形 ， 当然 , 在 前 面 几 节 中 所 导出 的 一 般 性 
到 式 可 以 直接 应 用 到 这 一 些 情形 .在 这 里 我 们 对 典 则 芳 数 的 作法 
作 一 些 补充 的 注释 , 井 且 重新 来 推导 某 些 公式 . | 

1 ВНИИ. 

= Г=1Г.+Г+----+- 1 ВН ГАЗЕ (包括 端点 在 
内 ) Е АВИ ЭНЕ 4 一 axbs, 01, 2, ---, р ВХ, 我 们 
便 沟 把 这 样 的 曲 龙 叫做 断 鞭 的 光滑 则 缕 ( 77). 

我 们 假定 画 数 900) 及 g(t) 在 工 上 都 是 属于 Н 类 的 , 亦 就 是 

辟 , 它 们 在 这 些 (天 的 ) 工 Гь 的 每 一 条 上 都 是 适合 Н 条 件 的 . 

| 由 已 输 的 画 数 GL()( 亦 象 在 一 般 情形 下 那样 ) 可 以 确定 特殊 
Еа г (在 目前 的 情形 下 , 它们 都 是 端点 ) ， 在 我 们 的 情 
形 下 , 答 出 数 mm 十 ex 的 公式 是 公式 (78.6) 的 特殊 情形 : 


а-+-48,= РО, b=1, 2,..., 2p, (88.1) 
其 中 对 点 os= а; 取 上 面 的 符号 ,对 点 m = 0; 取 下 面 的 符号 . 


那么 ,端点 就 是 特殊 千 点 ;在 相反 的 情形 下 ,这 个 端点 是 普通 千 
й. 
假定 61 cs,…, С (т 2р) ЕН. 那么, А (ез, 
83, ***, co) ЗЕ Х (2) 由 公式 
х= И G0)* (83.2) 


和 给 出 ,其 中 和 是 这 样 的 整数 ,使 
0 二 ay 十 My 二 1， 242-1, 2, …, 9 时 ， 
—1<0%4-А<0, 当 有 =0 十 上 .*., т, (83.3) 
ou 十 和 =0， ”对 特殊 结 点 ， 
而 由 公式 (78.5) 可 以 定 出 y (2) 为 
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4 гв 
50-4, О а. (83.4) 
由 公式 

к= – № (83.5) 


ЖЕН А (оз, Са, +, ба) 类 的 指标 x, 其 中 hw 由 公式 (83.3) 确 定 . 
ЖУН, (0) 在 每 一 条 弧 Lx 上 (包括 角 点 在 内 ) 是 
ВН АЮ, НЕЕ, НЕ 


оо ооо оо ооо 0 o оо eo 9 


2° ВНЕ). 

2. ИЕР О, 

ЖЕ Е Го А ВАО НОВИН 18), 
曲线 Г о о 是 它 的 角 点 以 及 西数 
G() 在 曲 粮 工 的 光滑 部 分 上 的 (有 限 个 
第 一 类 的 ) 圈 断 点 (因为 我 们 不 尤 许 有 唱 
的 间断 点 )， 此 外 , 为 了 方便 起 见 , 我 们 
还 可 以 把 任何 别 的 点 (共有 有 限 个 ) 归 入 
精 点 . | 

正 象 在 一 般 情 形 (8$78 及 80) 那 样 ， 图 18 
ЗАРЯ РАВЕН (0) (ФЕ Г ЕВЕ Но 类 的 . 

И ЕН 
的 两 个 区 域 中 的 每 一 个 总 是 保持 在 荆 的 同一 便 ( 左 侧 或 者 右 侧 ). 

假定 cs, …, 0, 是 所 有 的 业 点 , 按 任意 的 次 序 标 上 号 码 . 

根据 公式 (78.6) ,在 我 们 的 情形 下 ,有 


+8, = т Па @ (&—0) — № @ (+0) 


1 9 (сь —0) 
925 № (о 0) › (88.6) 


Ф ”推广 到 几 条 封冻 围 线 的 情形 并 沟 有 什么 困难 ， 
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Зе 9 (0—0) № (0-0) НАЕ, зА ЖЕ Г ЕАЛЕ 
ХАБ о, В, А УА, АН 


1 9 (еъ – 0) 1 |9 (0—0) | . 
от 6 (еб)? Par № ОО) Г 


(83.7) 


а 


我 们 规定 
9 (0—0) _ 
ате 9 (10) 一 
ЗЕН аго G (办 理解 为 ln GQ 扑 选 定 的 值 之 麻 部 . 
在 我 们 的 情形 下 , 对 于 特殊 车 点 ( 亦 就 是 , ax 是 整数 的 结 点 ) , 
比值 


arg 6, (ед, — 0) —агу 6, (Cy +0) э 


а (еъ 一 0) 
9 (ск +0) 


(83.8) 
是 实 的 正 数 . 
特别 是 , 丙 数 GG) 是 连 灶 的 所 有 结 点 ( 亦 包括 角 点 在 办) , 亦 
就 是 9 (01-0) =G (cp 一 0) 的 精 点 ， 都 是 特殊 精 点 ;对 于 后 一 种 精 
点 另外 还 可 以 有 Bx 一 0. 
假定 oa ca，…，, cn(m<sm) 是 所 有 的 普通 结 点 ， 通 过 适当 地 选 
取 数 ль, НАК (8.10) НЛ (бы, cs,…, са) Ж (9 т) 的 典 则 画 
ЖХ (2). .在 我 们 的 情形 下 ,通过 适当 地 选取 画 数 О (7) ЛЕНЕ 7, 
的 各 段 上 的 值 , 可 以 大 大 地 简化 这 个 公式 ; 亦 就 是 , 为 了 实现 这 一 
点 ,可 以 让 所 有 的 数 和 x 除了 一 个 外 都 等 于 零 . 
事实 上 Вс Г ЕЕ, ИЖС 在 那 一 点 处 
是 连 凌 的 (如 果 在 结 点 之 中 有 几 个 这 样 的 点 , 那么 , 就 可 以 选取 其 
中 的 一 个 点 当 作 6) .我 们 把 点 о ЕН Г ИЕ. 
选 定 任 一 个 确定 的 值 当 作 № G(c+0) 以 后 , 我 们 可 以 从 点 6 
出 发 沿 着 正方 向 移动 点 同时 连 秆 地 改变 In (7) 的 值 , 一 直到 
还 未 达到 第 一 个 结 点 оь 为 止 ;在 这 种 情形 下 我 们 得 出 In (с, – 0) 
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осле Ф. ШЕЕ, сь 时 ,我 们 根据 下 列 规 律 来 选 定 
InG (с, +0) НИЙ: 


ра вда 
_ _ 1 С (е, — 0) НИ 、 
1< а 5— ТЕ Се, 20) <0 Уна, (83.9) . 


_1 9 (0—0) _ 
Ск ру ате С (сь +0) 0 对 特殊 精 点 ， 


ЗП Е 在 2 上 沿 着 正方 向 再 继 炽 移动 ,又 若 ЕЖЕ 
的 精 点 时 ,按照 刚才 所 提 到 的 规律 选 定 InG (的 值 ,那么 , 当 返 回 
到 起 始点 6 时, 在 曲 焰 工 的 所 有 各 有 段 ( 它 们 是 由 上 用 点 c 和 6 分 
成 的 ) 上, 我们 都 得 出 这 个 责 数 完全 确定 的 值 . 

最 后 ,我 们 分 


1 1 
к= ш 0 (0-0) – а 6(0+0)1= sn 9001, 


== Гата 60912, (88.10) 


其 中 记号 [ 1 表示 括号 内 的 表示 式 烘 着 整个 转 线 沼 着 正方 向 一 
周 的 增 量 [并 且 遵 守 上 面 所 指出 的 规律 (83.9)]， 显然, x 是 整数 . 
为 了 得 出 Љ(еа, сь, +, са) 类 的 典 则 画 数 (2), 我 们 利用 会 
式 (78.10) ,就 我 们 的 情形 来 讲 , 公 式 (78.10) 可 以 改写 成 
Х (2) = (2—6) (2—0) 9: (2—0, )ме7®, 
ФИЗ с 归 人 精 点 ; 正 象 数 和 zx 对 应 于 精 点 сь НЕ, 
用 入 表示 对 应 于 精 点 6 的 整数 . 

НХ, 显然 ， 由 于 已 根据 (83.9) 选 定 了 数 ow， 我 们 应 该 合 
№=0, 8 一 1， 2，…，%， 对 应 于 车 点 的 数 a( 正 象 数 аъ ХР 
点 в, 那样 ) 由 公式 

а=. [arg G (е—0) – ате G (e+0)] 


Ф м ГАС ЯНЕШЕ ск РУ, Im G(t) 之 极限 定义 为 Иа Glcx 一 ,一 一 
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给 出 ;因此 ,和 = 一 x。 
Е, Р Х (2) ,我 们 有 下 述 简单 的 公式 : 
Х (2) = (2—6) 719, (88.11) 
这 里 根据 公式 (78.5) ,有 
| у@®= И 0 4, (83.12) 


并 有 № G0) вия рана, 

上 面 所 引进 的 整数 и, 显然 就 是 已 痊 的 (01，62,…, 6л) 类 的 
指标 . | 

特别 是 ,如 果 画 数 G (0) зал Г НАЗ Н 类 (而 不 仅 是 展 于 工 
上 的 Ho 类) 的 ,那么 ,所 有 的 “十 点 ”( 亦 包括 角 点 在 内 ) 都 是 特殊 
精 点 ， 在 这 种 情形 下 ,InG (0) 应 该 理解 为 在 整个 国 炎 工 (点 6 应 从 
工 上 除去 ) 上 是 连 种 的 任意 一 个 值 . 

在 8 35( 注 释 2) 中 ,我 们 已 释 就 卫 是 一 条 简单 的 光滑 园 线 ,而 
画 数 G 仿 在 二 上 是 适合 吾 条 件 的 情形 推导 了 公式 (35.19) ;这 个 
公式 正好 与 公式 (88.11) 是 一 致 的 ,并 且 这 样 一 来 ,我 们 看 出 , 角 点 
的 存在 井 不 变更 糖果 . 

公式 (85.19) 等 价 于 公式 (35.6A) 或 者 (35.6B) 是 与 在 石上 所 
选 定 的 正方 向 有 关 的 . 

容易 看 出 ， 公 式 (88.11) 可 以 用 与 公式 (35.6A) 或 者 (85.6B) 
完全 类 似 的 公式 替代 ， 而 这 是 与 在 Г 上 所 选 定 的 正方 向 有 关 的 ， 
亦 就 是 说 ,如 果 , 正 如 在 $ 85, 2° 段 中 那样 ,我 们 用 S+ 及 S- 表示 
АЗИИ РА ДЕ 工 上 沿 着 正方 向 移动 时 ,这 两 都 分 S* 与 
S- 分 别 保持 在 五 的 左 侧 及 右 侧 , 并 且 我 们 把 区 域 8+ 是 有 界 的 情 
形 叫 做 情形 А, 而 把 区 域 8*+ 是 无 界 的 情形 叫做 情形 В, 那么 , 对 
РЕЖ А(ез, са, …, с) АДИС Х (2), 我们 有 表示 式 : 

егГ® | 当 2С N+ 


Х (2) -{ аа) 99 ще 8- 在 情形 A， (88.134) 
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—&,Г(ж) St 
xo-{ ШС ЕВЕ В, (88.188) 
其 中 0 АЛЕНЕ Г 内 部 任意 选取 的 定点 ,而 
_ 1 In @5 (04, 
T(z) = 52|, о (88.14) 
ЕВ. 
900) = {—а) *@(®) 在 情形 A， (88.15) 


60) = 2—9)" 900) 在 情形 了. 
这 些 公式 正好 和 在 835, 2° 段 中 导出 的 公式 有 同样 的 形式 . 
只 需 对 900) 的 值 的 选 法 作 一 些 重要 的 补充 、 这 就 是 说 ,在 我 
们 的 情形 下 Т ВЕ 
In G60) = Жи (2-а) +1 G(), (83.16) 
其 中 9 (0) 应 当 根据 前 面 引 出 的 规律 (由 公式 (838.9) 表 出 的 ) 确 
定 ,并 旦 在 事先 可 以 选取 曲 多 工 上 的 任 音 一 个 普通 点 当 作 点 6, 双 
其 中 的 In (一 0) 我 们 理解 为 在 国米 工 ( 工 上 的 点 6 除外) 上 是 连 秆 
变化 的 任意 一 个 值 ; 对 应 于 情形 A 取 .上 面 的 符号 , 对 应 于 情形 В 
取 下 面 的 符号 . 
正好 象 我 们 在 § 35( 注 释 2) 中 从 公式 (385.6A)，(35.6B) 转 到 
公式 (35.19) 上 那样 ， 把 从 已 导出 的 那些 公式 转 到 公式 (88.11) 
上 ,我们 便 可 以 确 借 这 些 公式 的 正确 性 ， 利 用 在 8 35, 2° 段 所 讲 
过 的 方法 ( 炎 过 明显 的 补充 ,这 个 补充 留 答 读者 来 做 中) ,我 们 亦 可 
以 直接 导出 公式 (83.13A)，(83.138B). 
注释 1 在 联结 问题 
GH =9(6)Ф-(0) +90) (*) 
的 提 法 中 , 我 们 放弃 了 下 壕 要 求 : ЖЕНЕВА БЕ; 
这 样 的 要 求 在 一 般 情形 下 其 至 是 无 意义 的 ， 因 为 在 с 是 一 般 形 式 
的 竺 点 的 情形 下 ， 从 左 个 及 从 右 侧 而 到 得 的 边 值 Ф" (с) № Ф- (с) 


Ф ”在 本 书 第 一 版 ($85) 中 鲁 释 答 出 过 这 样 的 推导 。 但 是 , 在 这 里 我 们 从 扒 导 公 
式 (83.11) 入 和 手 , 这 只 是 为 了 设 明 , 它 区 接 可 以 从 一 般 情形 下 的 公式 导出 ， 
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的 概念 是 无 意义 的 。 = 

但 是 , а ЕЕ ЛЬ а, 亦 就 是 襄 , 在 这 一 个 车 点 处 仅 
和 集中 了 两 条 光滑 绝 的 端点 , 那么 , ЕДЕ КЖ, 
在 这 一 个 和 苦 点 处 从 左 倒 及 从 右 倒 而 取得 的 边 值 当 然 是 完全 确定 
的 ;只 要 这 样 来 规定 在 洽 定 的 点 处 有 公共 端点 的 弧 的 正方 向 :这 些 
骂 中 有 一 条 是 从 那 一 个 点 引 电 的 ,而 另 一 条 则 是 进入 那 一 个 点 的 ， 

在 这 种 情形 下 , 与 Сохоцкий-Р1]еше!] 公式 类 似 的 公式 是 成 了 并 
的 ; 这 些 公 式 将 在 本 书 末 昆 附 录 二 中 和 葵 出 ， 利 用 这 些 公式 容易 证 
明 : 如 果 画 数 G( 办 和 9 人 蕉 在 角 点 的 邻 域内 是 属于 Н 类 的 , 又 车 象 
通常 那样 ,GC) 0, 那么 ,前面 我 们 所 作出 的 齐 次 和 非 齐 次 联络 问 
题 的 解 在 角 点 处 亦 是 适合 边界 条 件 (*) 的 . . 

在 这 里 我 们 不 再 讲 到 宪 的 (非常 笠 单 的 ) 证 明 , 因 为 在 以 后 我 
们 持 不 利用 上 述 的 命题 . 

35 把 上 面 所 得 出 的 结果 移植 到 边界 曲 欠 是 无 穷 长 直 迷 DD 的 
情形 , 并 没有 什么 困难 .最 简单 的 方法 是 象 在 $ 38 中 那样 , 我们 
把 这 种 情形 归 车 为 边界 曲 共 是 加 周志 的 情形 ;我 个 在 这 里 仍然 沿 
用 那 一 节 中 的 记号 . 

除了 利用 变换 (z 十 分 = 一 ( 翁 十 分 二 可 以 直接 移植 到 我 们 的 情 
形 的 那些 定义 外 ,我 们 关 不 需要 再 给 出 任何 新 的 定义 .特别 是 ,如 
果 我 们 把 直 禾 DD 上 的 无 穷 远 点 当 作 千 点 ,那么 ,我 们 在 车 点 附近 对 
РН Ф (2) 的 性 质 所 加 的 条 任 ,下 为 在 无 穷 远 糙 点 处 的 条 
件 : 对 很 大 的 |z| ,有 

|Ф (0) | 过 常数 |z|*， а= Ж <1, (88.17) 

ЗЫК П Е т (现在 可 以 把 无 穷 远 点 算 作 其 中 的 一 
种 点 ) 的 概念 , 定义 在 边界 曲 米 上 的 画 数 类 的 概念 ($ 82) 移 植 到 我 
个 的 情形 ,这 是 非常 显然 的 ,我 们 不 需 再 停留 在 这 里 ， 

我 们 还 指出 , 在 此 处 利用 公式 (38.11) 时 , 我 们 将 把 它 写 成 这 
个 公式 第 一 行 的 形式 , 羡 就 是 写成 形式 : 
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2niJr т 22% )р Е —2 


—_2+8[ FO dt 
| 2? (88.18) 


ВЕЗИ Т, ИРТА ВЕЗЕ ТН (0) ХЕ ё = + оо 处 具有 
间断 性 的 情形 ， 因 此 公式 (38.11) 第 二 行 的 积分 ( 若 至 在 主 值 意义 
下 ) 可 能 会 失去 意义 . | 

由 于 和 8 38 中 及 本 节 前 一 段 中 所 讲 过 的 几乎 完全 类 似 , 我 们 
仅 对 最 后 公式 的 推导 作 某 些 注 程 ， 

我 个 假定 ,对 于 和 糙 点 02, Са, 5-9, е, (无 穷 远 点 可 以 是 这 些 精 点 “ 
之 一 ) ， 图 数 G (如 及 g 介 在 D 上 都 是 属于 瑟 , 类 的 ， 又 假定 G4(2) 
在 DD 上 处 外 都 不 取 值 于 堆 . 

假定 ez， cs,，…, tm 是 所 有 的 普通 千 点 .在 直 儿 DD 上 取 定 任 
一 个 异 寺 车 点 的 点 当 作 起 始点 о, ЕНА с 出 发 沿 着 D 到 +оо, 
ВА 一 ce 出 发 党 着 Рр 到 с, 根据 公式 (88.9) ， 我 们 就 可 以 选 定 
а(н. 如果 无 穷 远 点 算 作 精 点， 那么 ， 对 于 这 一 点 ， 
9 (0—0) 及 Glcx 十 0) 应 该 分 别 理解 为 (+оо) 及 @(—о°). 
(сл, ca …， Са) 类 的 指标 由 公式 


1 
27% 


确定 ,其 中 [lnG (0) 1 应 该 理解 为 In (ЛЕЕ Р НБ 
ИЭ, 
在 这 些 条 件 下 ， № (сл, 62, "””, ва) 类 中 的 典 则 画 数 由 下 述 公 式 


х = 


[lin G() 1, | (88.19) 


Ва ЕРАНИ: 
ег 24 2Е 5+, 
Х (2) -| 254) Вас в, (88.20) 
2—4 


Ф ЕБЖУЖЕННЕ. 
о “参看 本 节 末 尾 的 注释 . 
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其 中 
ГС 4, ва 
27) (015) (4—2, 8.21) 
.2 
а = (HI) 90, 
并 且 把 


In Go(t) =ж mn а 90) 
ЕЭ ЭУ ИМТ З АА : ав тясна In G0), 
而 把 jn РС 理解 为 在 刀 上 (包括 无 穷 远 点 在 内 ) 除 了 点 。 外 都 是 


连 炉 变化 的 任意 一 个 分 枝 . 
联 烙 围 题 的 № (сз, cs,…, ca) 类 的 一 般 解 ,由 会 式 


ао 0 ов 


ќан, Я 9 (2) 是 形式 为 
002) 一 Co+TC 274 ..0(2 


的 多 项 式 ,C1, Съ, …，O 表示 一 些 任意 常数 . 

шщ м -1 时 ， 总 存在 可 能 除了 精 点 oa …， с 以 及 特殊 结 
点 的 邻 域外 处 处 都 是 有 界 的 解 ; 当 7=x 时 ,这 些 解 由 公式 (83.22) 
ан к= 1, 那么 ,应 该 规定 90) =0. 

当 x 达 一 1 时, 仅 当 适合 条 件 


#7 910 0, b=0, 1, ‚я 
=) Хх+@ +? 0, %=0,1,.…, —х—2 (88.24) 


时 ， 才 有 这 样 的 解 存在 ; 当 适 合 这 些 条 件 时 ， 由 公式 (83.22) 取 
Q(z) =0 就 可 以 给 出 (唯一 ) 解 . 

注释 2 如 果 无 穷 远 点 不 是 间断 点 , ЖЕ, 假若 G( 一 20) 
二 GQ (十 00), g( 一 00) =9(+оо), 那么 ,上述 公式 在 外 表 形 式 上 和 
连续 系数 的 情形 (8 38) 是 相同 的 . 

Ф “在 特 丈 精 点 的 邻 域内 ,每 一 个 解 都 是 几乎 有 界 的 。 


=) (88.28) 
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事实 上 ， 如 果 无 穷 远 点 不 是 烙 点 ， 那 么 ， 我 们 可 以 把 它 取 作 
起 始点 6 ЖА = 一 co НЯ Р 移动 到 = 十 2， 此 时 , 我 


们 有 


工 too . 
525 По (91+, (88 .19а) 


这 时 In G 人 的 值 应 该 根据 上 述 的 规律 选取 . 
再 者 , В m Ч. (ФР 在 无 穷 远 点 的 邻 域内 是 适合 互 条 件 的 ， 
因此 ,我 们 可 以 写 出 


21090090 1 ( 6000 
Г 21], 去 一 区 5], 1+5 , 


这 是 因为 后 面 两 个 积分 (在 Qauchy 主 值 意义 下 ) 都 是 存在 的 . 如 
果 把 后 一 个 (常数 ) 项 于 去 ,我 们 在 公式 (83.20) 中 就 可 以 规定 


В) —_ 1 In Go (® . 
го) ==) 1200 а; (88.21) 


еб Х ЧЕЛ РЖ. 

这 样 一 来 ,我 们 得 出 形式 上 和 公式 (38.2) , (88. 12) 及 (88.18) 
完全 相同 的 一 些 公式 . 

类 似 地 ， 在 我 们 的 情形 下 ， 25 (88.22) 可 以 写成 和 公式 
(88.14) 同 样 的 形式 ， | | 

ДАВАЯ 0 (9) ЕЭЗ ЗЬ, ЫЬ ВВ g( 一 o0) # 
9 (+5), А, 上 面 所 讲 过 的 , 除了 后 一 段 所 齐 的 外 ,显然 仍然 都 
是 有 效 的 . 


Ж = 


$84. 便于 构造 典 则 夯 数 的 一 个 方法 
1° 利用 下 列 事实 有 时 可 以 大 大 地 简化 典 则 画 数 的 计算 ， 
在 $ 35 中 我 们 双 浆 把 这 个 事实 应 用 于 Г 由 一 些 光 滑 的 封 于 转 糖 
构成 的 特殊 情形 . 
亦 就 是 发 , 假定 我 们 已 把 逐 段 光滑 曲 儿 工分 成 一 些 彼此 没有 


Ф Ф Ү. Г. Trjitzinsky Г. 
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会 共 精 点 画 数 GQ) 所 有 的 则 断 点 亦 算 作 精 点 ) НИЕ 
ВН Г, Ls,…，Ly, 又 假定 Ху (2) Е ЕМС, 
且 它 是 在 边界 曲 禾 仅 由 Г 构成 的 假定 下 作出 的 . 那么 ,容易 看 出 
(#1 $ 85, 4° 段 作 上 比较 ) , 画 数 
Х (2) = (2) Х.(2):Х, (5), (84.1) 

ЛЕ ЯНУ Г, Ву, да АЭ АЈ ДИ) В С, 

У К, З АННО АЭК ЈНС Х (2), 我 们 应 该 适当 地 
选择 典 则 画 数 及 1(z) ， Х»(2), 5, (0) 的 类 ， 

利用 上 面 所 指出 的 事实 , 例如, 再 利用 在 上 一 节 2° 段 中 所 办 
出 的 在 工 为 一 条 简单 的 深 段 光滑 图 交情 形 下 的 解 , 我 们 便 容易 得 
出 当 工 由 一 些 ( 有 限 条 ) 波 有 公共 点 的 简单 的 、 封 于 的 逐 段 光 谓 转 
黎 构 成 的 情形 下 的 典 划 函数 . 

用 同样 的 方法 我 们 亦 容易 作出 当 工 由 有 限 条 没有 公共 点 的 封 
并 图 禾 以 及 艇 开 弧 构成 的 情形 下 的 典 则 历数 . 为 此 只 需要 利用 在 
901°, 2° 两 段 中 所 答 出 的 公式 就 够 了 . 

25 ш, 与 所 采用 的 条 件 正 相 反 , 我 们 把 曲 米 工分 成 若干 有 
基 些 公共 车 点 的 逐 段 光 请 部 分 Га, Го, …,， Lp, 那么 ， 可 以 看 出 ， 
由 公式 (84.1) 所 确定 的 画 数 六 (2) ЛЕННОНА са, ca，…， е 的 邻 
域内 并 不 适合 条 件 (78.2) , (78.3), 因此 , ХОА 
2. 但 是 ,显然 总 可 以 选取 整数 Ла, Ла, …, №, 使 得 画 数 
(~CD) "(2 C2) ^9. (2-с) (2) 
АЖ. | 

这 样 一 来 , ЛЕН Г, Г», …，, Ls 具有 某 些 公共 千 点 的 情形 
下 ,我们 仍然 可 以 利用 上 面 所 讲 过 的 方法 . | 


Ш. 一 般 博 形 下 的 Cauchy НН 


在 这 一 部 分 中 ,我 们 给 出 Cauchy 型 积分 反 演 问题 在 一 般 情 
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形 下 ， 亦 就 是 ， 在 积分 路 径 为 任意 一 条 水 段 光 滑 曲 糖 的 情形 下 的 
解 ,以 作为 前 面 所 得 出 结果 的 最 简单 的 一 种 应 用 ， 另 一 方面 ,后 面 
所 得 出 的 精 果 是 当 积 分 路 径 为 实 轴 上 一 个 粮 段 时 的 Cauchy 型 积 
分 反 演 问 题 已 知 灶 果 的 推广 , 亦 就 是 说 , 它 是 和 求解 积分 方程 


[2000 5а) 


-6 2—20 
有 关 的 车 果 的 推广 ,其 中 jw) 是 实 变量 2 В П, ПО ф (2) 是 
实 变 量 © ПВН. 
这 个 方程 是 最 简单 的 一 个 奇异 方程 ， 它 在 薄 机 费 面 理论 中 起 
ИЕ, ЕН НАА ДЕСНЕ Ф. 
ДЕЗ И 2 [6] РН У А НОВЕ НК 8 ВЕ 
构成 的 @ ,而 是 由 (有 限 条 ) 光 请 的 做 开张 构成 的 更 一 般 情 形 的 解 ， 
亦 就 是 , 答 出 了 积分 路 径 是 一 条 断 续 的 光良 曲 兴 的 情形 的 解 ; 这 个 
解 将 在 $§ 86~ 88 中 导出 . 
后 来 ,在 W.J. Trjitzinsky 的 论文 凡 ] 中 ,给 出 了 对 于 积分 路 
径 自 身 可 以 相交 昔 且 有 和 角 点 的 情形 的 推广 , 可 是 ,这 位 著者 所 答 出 
的 车 果 旗 是 很 复杂 的 ,， 双 不 能 认为 是 完整 的 ; 但 是 , 如 果 利 用 上 一 
部 分 所 讲 过 的 车 果 , 那么 , 几乎 没有 任何 困难 , 我 们 就 可 以 得 出 旗 
是 完整 的 , 双 是 特别 简单 的 解 来 (参看 $ 90), 
正如 我 们 便 沟 看 到 过 的 那样 ， 找 反 演 问题 的 解 可 以 归 业 为 找 
一 个 最 简单 的 联 烙 问 题 的 解 ， 我 们 将 从 研究 后 一 个 轩 题 来 人 手 研 
究 . 为 了 更 明显 起 见 , 我 们 先 计 论 积 分 路 径 为 断 续 的 光滑 曲 米 的 
Ф 例如 参考 К. Schrider [1], Н. Sbhngen [1], [2], J. Weissinger [1]， 
Е. Tricomi [3], К. Nickel [2}, J. Elliott [1]. 
© Н. Вбьпеел (用 了 非常 复杂 的 方法 ) 还 答 出 了 在 积分 路 径 由 实 刺 上 两 个 柳 段 
所 构成 的 情形 下 的 解 . 在 К. Nickel 的 论文 [2j 中 , ЖН ТАНИ НЗС ЕЛИ 
条 线 疏 所 构成 的 情形 下 的 另 一 个 解 。 
ЕН. И. Ахиезер 的 论 交 [切中 ,从 很 一 般 的 角度 讨论 了 :在 积分 路 径 是 由 有 限 条 


或 者 可 列 条 直线 所 构成 的 情形 下 , Cauchy 型 积 牙 的 反 演 问题 . 在 0. А. Фрейдкин 的 
ЕТА ТУРАГАН ЕВЕР, 
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情形 ,再 由 这 种 情形 过 渡 到 一 般 情形 . 


8 85， 在 断 千 的 光滑 边界 曲线 情形 下 问题 
‚ ++-=g 的 解 


1° 刚才 所 讲 到 的 问题 的 解 担 供 了 我 们 立 刘 解决 Qauchy 型 
积分 反 演 间 题 的 可 能 性 ， 宪 是 联结 问题 当 系 数 9 (9) = 一 1 时 的 特 
殊 情 形 . 

这 样 一 来 ,我 们 的 半 题 在 于 :要 求 根据 边界 条 件 

ФФ (Ф=9@ 在 了 上， (85.1) 
Е АЕ ЛЬНА НИИ @6(2)， 其 中 9 的 是 
答 定 在 工 上 的 画 数 .在 此 处 以 及 在 以 后 各 节 中 (直到 § 88 2016); 
我 们 将 假定 : 工 是 一 条 光滑 的 断 炽 曲 钱 , 亦 就 是 说, Г 是 由 一 些 没 
有 公共 点 的 光滑 的 做 开 弧 Г, аьр 二 1，2,…, PD) 构 成 的 ; 正 象 
通常 那样 ,我 们 将 认为 在 Lt 上 的 正方 向 是 由 аъ 到 如 所 指 的 方向 . 

今后 , 我 们 将 用 eu， ca，…， вар 表示 端点 ав, B54 按 任 一 种 次 序 
排列 的 精 果 . 

我 们 用 8 ЗЕЯ 工 而 制 开 的 于 面 . 

根据 $78 或 者 $83, 1° 段 中 的 一 般 性 公式 , 我 们 立 可 得 出 忆 
ЗЕД ИВ УЕ, 可 以 得 出 齐 次 联 精 问 题 : 

$) +$0=0 在 ZL 上 (85.2) 
已 狠 类 的 典 划 解 ;有 关 的 计算 (是 非常 简单 的 ) 建议 读者 自己 来 完 
成 (这 种 计算 在 8 89 中 对 于 一 般 情形 将 要 进行 ) ,我 们 指出 ,通过 直 
接 蛤 算 可 以 证 明 , 下 壕 到 式 答 出 (cl, оо, …, oo) 类 的 典 则 画 数 : 


оу) _ о |Р) 
Х (2) КО С О (85.8) 


其 中 ОЛЕ О Я, 
в,0)= Ц 0—0), В) =, И 6—90, (85.40 


而 根 式 
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(Е. lz) 
. О (ж) 


应 该 理解 为 在 S Ру ОЛЕ, ЛЕНУ Г НИР Б) №2 И 
任 一 个 分 枝 . 

因为 , 我们 常常 会 遇 到 这 样 的 根 式 , 因此 , 我 们 一 劳 永 移 地 作 
各 下 的 规定 : : САЛОНА Мани 


0 ооо ооо 0 0 ооо 0 9 


уе в = = -- АР 1-|- 4,2092 --.... (85.5) 


ВКА в ли В, @) ЗИРИХЯЕНИЕ 


VR) МА) С (=) 
м В»(2)’ М В, (2) 


中 考 遇 到 它们 . 这 些 比值 中 的 第 一 个 我 们 总 是 理解 为 和 根 式 (=) 
是 相同 的 , 而 第 二 个 比值 则 理解 为 根 式 (*) 的 倒数 .最 后 , 我们 将 
简单 地 用 


50 VEW 
В, 或 者 7,00 


表示 根 式 (*) 从 工 的 左 侧 而 取得 的 边 值 ,于 是 ,根据 定义 有 
[EDT геа. 0р [А0 МЕ, (0). 
| В ОЯ [ео Rslt) МЕ,’ (85.6) 


2 


Ое 68 


А А(ез, С», +++, Со) 类 的 典 则 解 的 表示 式 (85.3), 可 以 知道 ， 
这 个 类 的 指标 . 


X=p—g, (85.8) 
是 由 于 Х (2) 在 无 窍 远 处 的 阶 数 等 于 9 一 p. К, 所 有 车 点 
(在 我 们 的 情形 下 , 它们 此 为 端点 ) 都 是 普通 烙 点 . 


ео о оо е 


最 大 的 类 ho 的 典 则 画 数 显然 是 (g=0) 
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Хо (2) = i (85.9) 
其 中 C 是 常数 ,而 
во = Й со) 6-а) 6—5): (85.10) 
加 类 的 指标 
ж=р. (85.11) 
最 小 的 类 hop 二 有 (e162，…，6C2p) 的 典 则 历数 Х С): 
yz) =OV Е(2), (85.12) 
而 对 应 的 指标 
Xzp = —р. (85.13) 


如 果 g 一 p, 那 么 ,与 这 个 9 对 应 的 类 之 指标 等 于 需 . А (аз, аз, 
..., ау) ВЖЕ 
х.® = с На (2) (85.14) 
Вь(2)’ 
是 指标 为 替 的 典 则 画 数 之 实例 ， ИО, т 


Е.(2) = Ц (2— а), 


(85.15) 
вы) = П (2-0). 
29. ЗЕТ ТЕТ ГО, 再 根据 880 中 的 苦果 , 非 齐 次 间 题 (85.1) 
的 在 无 穷 远 处 有 有 限 阶 的 № (са, сз, 的 са) 类 的 一 般 解 ， 由 公式 


У) У Rot)g (Dat , УР (0) 
Ф | УВ, 4-2 ът, 990 


(85.16) 
答 出 ,其 中 Q() 是 任意 多 项 式 . 
但 是 ,对 (os, cs，…, сд) 类 的 在 无 穷 远 处 取 值 堆 的 解 ， 我 们 
可 以 得 出 下 述 千 果 : 
当 * 一 ?一 9> 0 时 ,2(eu oo …， о) Е ААЯР 
解 总 是 存在 的 ,并 且 直 公式 


ооо ооо ео е 
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2 УР) f УР, (0) (00, УВ, (2) 
20 ОАО (2—2) ТУ, (2) 


@»-а--1(=) 


(85.17) 
тн, 其 中 «(2 是 次 数 不 超 过 pnp 一 9 一 1 的 任意 多 项 式 ( 当 


оо оо 0 .0 оч 


p= а, 9, (2) =0). 
当 x=p 一 g<0 时 , 当 且 仅 当 9 (适合 条 件 


| VV Rs (try (t) dt 


О9О 0, p=0, 1, 9 一 0 一 工 
УЕ 2-Р 


(85.18) 
ВУ, ТЕ (с, сз, ***, ва) 类 中 孝 存在 在 无 穷 远 处 取 值 需 的 解 ; ЕН. 


ооо 0 0 0 ооо в 


注释 1 рва, 4° ВЕ, ою Я онн (88.16) 
略为 不 同 的 公式 输出 . На, № 类 的 在 无 穷 远 处 取 值 零 的 一 般 解 
显然 可 以 表 艳 如 下 的 形式 ， 


Е В 
(85.19) 
рв), В № ВС) ВЕК (85.4), (85.10) 中 所 表示 
ОЕ, НЗ Г ЗЕ Ф (оо) -0 起 见 ， 应 该 假定 
452. 


注释 2 容易 看 出 (与 $83, 2° НЫ 2 作 一 比较 ) , 如 
果 构 成 五 的 各 条 隆 Гь алб, ВА к, ЗЕ, "ЕР 
是 一 些 没有 公共 点 (包括 端点 在 内 ) 的 、 简 单 的 、 光 请 的 做 开 弥 , 那 
么 ,上 面 所 有 的 精 果 和 公式 都 仍然 是 有 效 的 . ， 

注释 3 容易 看 出 (参看 § 82) , ЧЕ ЖЖ 9) ААР А (а, 
Са, ***, ба) 类 时 ,已 得 出 的 结果 都 仍然 是 有 效 的 . 


380 第 四 章 ДУРАН ТЕД, 某 些 应 用 


586. 在 光滑 的 断 独 的 积分 路 径 情形 下 
Cauehy 型 积分 的 反 演 公式 


1 我 们 答 自 己 提 出 的 任务 是 求解 奇异 积分 方程 
| (04) ЖЕ, (86.1) 


70% )ь 一 加 

Ж = 1, +1341, 58: ҚЭБ ОЕА № 2 
体 , 正如 在 8 85 中 那样 , (О ТЕЖ с Ма, рф (0) 是 
五 上 点 二 的 未 知 画 数 ， 我 们 将 假定 7 是 属于 互 类 的 ,而 未 知 画 
数 Ф (Р) ШЕЕ Н" ЖИ. 

我 们 假定 ,条 件 (86.1) 应 该 对 荆 上 所 有 的 点 如 (端点 可 能 除 
外 ) 都 是 适合 的 . | 

方程 (86. 才 是 在 下 面 第 五 章 中 我 们 将 要 仔 和 地 研究 的 一 类 奇 
导 积 分 方程 的 特殊 情形 。 在 这 里 我 们 单独 地 讨论 它 ,. 是 因为 它 本 
身 意义 重大 (参看 这 一 部 分 的 引 早 ) , 而 且 它 的 理论 比 之 一 般 情形 
要 简单 得 多 . 

паалы анн 


00-351. | 200, (86.2) 
那么 
Ф+ (io) +Ф- (to) | 225 (86.3) 
А, 272 (86.1) БІ 
Ф+(0) +E =1@ LE (86.4) 


在 补充 条 件 @(ce) =0 下 是 等 价 的 ， 
在 找 出 (2) 之后, 我们 又 可 以 根据 公式 
， gO) =Ф+(0) –Ф- (0) (86.5) 
来 确定 ФО. 
在 上 一 关中 我 们 已 经 解决 了 阅 题 (86.4) , 它 在 无 穷 远 处 取 值 
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泛 的 最 一 般 的 解 ( 亦 就 是 , ho 类 的 解 ) ， 可 以 写成 下 述 形式 (参看 
$85, 注释 1): 
50-_"ЁВ@ | ЛООГО 


9л Еһ (2) 7 Е, (2) (4—2) TY RGz) 
(86.6) 
其 中 
в®-Це-®, B= HG-%, 
- 1—1 (86.7) 


RG) = П (2-а) (2—0) =.) в, ©, 
ЗЁН. 9<р.. 

В.Е 586.5), ЗИН ЯН УЖ ФО). 
回想 起 公式 (85.7) , ЕН № Н Сохоцкий-Р1ете] АА: (16.4), 我 
们 就 得 出 

gp (to) = ~ BRilto) | мВ) (0) + Ру (№) 


а В.) М В @ 4-ю) ВО)” 
(86.8) 


从 上 面 这 些 公式 可 以 得 出 方程 (86.1) 的 解 的 下 烈性 质 : 如 果 
积分 方程 (86. НЕЕ е; 的 邻 域内 是 


ee 


实际 上 党 党 可 以 认为 2 2 一 0; 是 Ri(z) 中 的 一 个 因 式 . 但 是 ,此 
时 根据 $ 22 中 所 得 出 的 苦果 , 右 婉 第 一 项 在 ©, 的 邻 域内 是 属于 五 
2%) „УЕ В.Е ь=с, 处 取 值 需 中 ， 再 者 ,因为 ,由 所 发 的 条 件 , 夯 
数 g(to) 在 60; 附近 是 有 界 的 ,因此 ,多 项 式 Pg_i(to) 必 然 为 (to 一 07) 
所 除 尽 ; 作 了 这 些 分 析 以 后 ,我 们 的 车 论 便 变 成 显然 的 了 . 

仿照 我 们 把 联结 问题 的 解 分 成 类 那样 ,我 们 可 以 把 方程 (86.1) 
的 解 亦 分 成 类 , 在 端点 сы, cs, …, бо 附近 保持 有 界 的 所 有 解 归 进 


”这 是 从 公式 (22. ву 而 导出 的 ， 
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№(с1, 6a,"…, Са) 类; ВНЕ, 类 Л (оз, ce，…，oco) 的 解 在 这 
些 端 点 的 邻 域内 一 定 是 属于 Н 类 的 (着 且 在 这 些 端点 处 取 值 需 ) ; 
因此 ， 现 在 的 如 (ct，cs，…，oea) 类 的 定义 与 § 82 中 的 定义 是 一 致 
的 . 

我 们 的 目的 是 要 找 出 方程 (86.1) 在 已 给 类 jet ca ---, ва) 
中 的 所 有 解 . 从 前 述 显 然 , 由 这 个 类 的 每 一 个 解 p (如, 根据 公式 
(86.2) ,对 应 于 联 车 园 题 (86.4) 在 同一 类 中 的 解 5(o) ; 反之 ,由 联 
车 问题 在 А (ол, cs,… ,cq) 类 中 的 每 一 个 解 $B(%) ,根据 公式 (86.5) ， 
可 以 对 应 地 得 出 方程 (86.1) 在 同一 类 中 的 解 . 

更 在 根据 § 85 中 的 精 果 ,我 们 容易 得 出 下 述 精 论 : 

当 x=p 一 9 之 0 时 ,方程 (86. 了 ) 总 存在 及 (C1, в», …, в.) 类 的 
解 ， 并 且 这 种 解 由 公式 


一 УЕ) | У RD fat УВ) 
wir/ В.) МВ (0—6) МЕ) 


Ру-а-1(®) 


(86.9) 
Н, Еб Р,_4- —1(®) 站 次数 个 超过 2-—9—1 的 任意 А508 


人 


МВФ а _ 一 аср 
| т 0, #=0, 1, ---, 9-р-1 (86.10) 


ВУ, РЕ (ол, са, +, ба) 类 的 (唯一 的 ) 解 ;如 果 适 合 这 些 条 件 ， 


р 的 结果 (86. 9) ИНН: (86. 2 е8 的 积分 的 
Ая, 村 
我 们 特别 要 注意 对 应 于 А (ал, оо, +5, oa) 类 的 反 演 公式 ;在 这 
种 情形 下 ,利用 8$85 中 的 记号 [公式 (85.15)] ,我 们 有 
~ Ralto) VR 500) а 86.11 
лём Boto) 1,72 4-5’ (86.11) 


ф (to) = 
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容易 看 出 ， НЕБО 7ЧИТН ФЬ та Р А (ез, сз, 


一 类 中 来 拷 Е $ 82, 3? Реан 

补充 一 点 ,在 不 入 以 前 发 表 的 W. Pogorzelski 的 论文 [8] 中 ， 
在 稍为 一 般 的 假定 下 ,证 明了 上 面 推 导出 的 公式 的 正确 性 . 

29 在 最 近 发 表 的 一 又 列 论 交 中 : К. Nickel [2], Е. Tricomi 
[3], Н. S56hngen[2] ,以 及 在 某 些 较 早 以 前 发 表 的 论文 中 ,在 有 关 
曲名 工 的 各 种 特殊 假定 下 , 在 可 积 范 数 类 的 某 些 子 类 中 得 出 了 公 
式 (86.8)， 在 这 个 方向 上 ,最 近 在 Б. В. Хведелидзе 的 论文 [11]， 
[18] 中 ‚ЖЕ Г ЖИ Ляпунов 曲 米 的 情形 下 ,得 出 了 更 一 般 的 精 
果 , 从 这 位 著者 的 千 果 直接 可 以 导出 ,如 果 方 程 (86.1) 的 右 米 (8) 
是 属于 Н" 类 的 ,那么 ,这 个 方程 的 每 一 个 解 在 工 上 每 一 个 不 包含 
端点 的 于 的 部 分 上 都 是 回炉 的 ,而 在 整个 曲 比 卫 Ех р(р>1) 次 
可 积 的 ,又 是 属于 Н" 类 的 . 


$ 87、 在 断 获 的 光滑 的 积分 路 径 情 形 下 
反 演 问 题 的 某 些 变形 @ 
我 们 已 多 看 到 ,一 般 地 讲 来 ,方程 (86.1) 在 所 有 的 端点 附近 者 
保持 有 界 的 解 是 不 存在 的 ， 但 是 ,不 难 证 明 , 方 各 
2(,8 5 


2% 


=1()+Р%) ЖІ (87.1) 


оне 界 的 解 ， КН Рб) Н Эа 


Аня abs 
Ф ЯЕБ. В. Хводолилзо 的 座 交 [18] 中 , 答 出 了 这 一 节 中 的 糙 果 对 更 广 的 榴 数 类 
的 推广 
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我 们 首先 证 明 : 如 果 解 存在 , 那么 , 它 必然 是 唯一 的 ， 这 个 命 
题 可 以 归 糙 为 下 述 命 题 :如 果 


211,904 -Р®), (87.2) 


Но ж Н ЖЖ, шРО 是 次 数 不 超 过 p 一 1 的 多 项 
式 , 那 么 ,必然 有 Ф(В =0, РФ) =0. 

我 们 来 证 明 后 面 一 个 命题 。 如 果 方 程 (87.2) 存 在 Н 2610, 
那么 ,例如 , 它 应 该 由 公式 (86. 11) 

УВ) _ | /В,@Р(ра 

пім Rolto) dr У Relt) (0—4) 
ИН, 因为 这 个 到 式 不 仅 葵 出 五 类 的 所 有 解 , ПП НОЖ Н* 类 
的 在 端点 а; 处 为 有 界 的 解 ， 容易 算出 下 烈 积分 的 有 限 形式 : 


_1ГУВО РФ 
v (&) = С 1—10 * 


9 (№) = (87.3) 


5 Е, Э 
— „ВР (+4 
人 (2) |, Е, р (2—2) э 
其 中 2 КАКЕ Г Б. ЖА, Ш (0) = 0+ (6) +0-(). 
另 一 方面 ,明显 地 ， 
1 ИВ PO Ф 
90 = xl, м в, (0з) ， 
其 中 4 表示 2 ОНИ ЛЬ 的 全 体 , Дь АНЯ, Г, Дь А 
正方 向 是 逆 时 斜 方 向 ， 振 且 把 Ax 取得 和 Lr 如 此 接近 ， 以 致使 点 
:位 在 每 一 条 国生 Дь 之 外 (参看 图 19) . 
应 用 Qauchy ВЕ Ф, 我 们 立 可 得 出 
Ф 我 们 用 到 由 Cauchy ВН НИ ИНН 7 (8) Н 
不 而 上 图 入 Ль 外 的 点 所 构成 的 区 域内 是 全 犯 的 ,并 且 可 以 巡 粮 拓展 到 这 些 图 粮 上 ,又 


жоц | МАА, f (8) =Р(2) 十 0(g-D), 其 中 卫 (g) 是 多 项 式 , 那 么 , 当 z 位 在 图 米 Ль 
负面 时 ,有 


| SOR peop) Ps). 


A 1-2 
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_1 ~ BR, (2) 1 px 
9(:)-5 Ув, Р(2) +5Р (2), 
其 中 Р*(2) 是 某 个 2 一 上 次 的 多 项 式 下 ， 
于 是 ,最 后 可 以 得 出 
J (%) =@+ (to) +9- (4) =Р*(%), 
再 依据 公式 (87.8) ,得 出 
МХБ) р» е: 
9 (10) = В) Р (№). 图 19 
但 是 ,因为 由 假定 的 条 件 , 画 数 pg (Р) 在 端点 бь ДБУКЛУ ТЖ 
界 的 ， Я, Р*($ь) =0, b=1, 2, ,Dp, 由 此 可 以 得 出 ,P* (to) =0, 
而 因此 p (fo) =0. 
现在 通过 直接 在 公式 (87.1T) 中 进行 代 换 容易 验证 ,问题 (87 1) 
ЖР Н 类 的 (唯一 ) 解 由 公式 
о) - УЕ f (Wt (87.4) 


пб УВ (0—4) 
答 出 ,其 中 和 过 去 同样 地 有 


R= 6—0), VEO- мт 


同时 我 们 要 找 出 多 项 式 了 (确定 的 表示 式 . 
为 此 目的 ,分 


_ 1 (Ра 
варо отв 


其 中 我 们 把 g (0) 理解 为 由 公式 (87.4) 确定 的 表示 式 ;那么 ,通过 
适当 的 验证 ,公式 (87.1) 具 有 形式 : 
Ф+ (1) + DB (6) =) + P(t), (87.6) 
其 中 Р(%) УЖО ТЕЛ. 
为 了 要 计算 Ф(2), 我 们 再 分 


Ф ”对 很 大 的 |z| ,这 个 多 项 式 由 下 述 条 件 确 定 : 


„Въ (2) »,. и (1 
TR PO +P о =0 (2). 
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УЕ уда 
т = |, М0) ` (87.7) 
显然 ,根据 公式 (87.7) К (87.4) ,我 们 有 
0 =9+*(-У-О, 
并 且 由 此 容易 锋 出 ， 
wa 1 (т) 
Фо) = 27), 1—5 0, 1—2 ’ 
其 中 4 所 表示 的 和 前 面 一 样 ， 用 由 (87.7) 而 得 出 的 值 来 不 代 
区 ( 坊 ， 我 们 有 
_ 1 МЕВ(ра 1 f (tnat 
1р У) (ь 20) 


_ 1 гарант „Ей 
т МЕ) 55], Эд. | (87.8) 


现在 对 里 面 的 积分 应 用 Cauchy 留 数 定理 ,我 们 直接 得 出 9 


| RG dt -УЕ® 
Qod Ja 2) (Ht) вЫ 


其 中 @(z, 为 表 示 2 一 工 А 对 于 很 大 的 | ‚ ЕНА 
УВО) ос, 2+0(2) 


2—1 


+0(2, в), (87.9) 


确定 ， 
多 项 式 Q(z, 0) 可 以 这 样 来 确定 :假定 Q(z) ЗК р Ке, 
当 |z| 很 大 时 ,由 条 件 


VR =Q() +0(=) (87.10) 
确定 ;那么 ,显然 
9(2, 2 = 99-00. (87.11) 
把 (87.9) 代 大 (87.8) 之 中 ,最 后 ,我 们 得 出 


Ф 与 384 页 脚 法 作 一 比较 ;我 们 回想 起 , 2 位 在 图 各 dx 的 外 面 , 耐 妇 则 是 位 在 
这 些 转生 之 一 的 内 部 ， 


П. 一 般 情 形 下 的 Qauchy 型 积 芬 的 反 读 问题 387 
_УВ() f (ta 
29 2 Ко с, ВО) (һ-2) 
其 中 Р(2) З р ТИНА КЕ, 
2 09,9 ot 
Ь(2) ай мы (87.12) 
ФО ЕЯ, (87.6) а О. 
这 样 一 来 ， 便 证 明了 我 们 的 精 论 ; 我 们 同时 又 得 出 了 多 项 式 
Р (3) 的 确定 的 表示 式 (87.12). 
利用 后 一 个 表示 式 便 可 以 建立 (在 § 86 中 对 更 一 般 的 情形 全 
释 用 了 与 这 里 不 相同 的 方法 ) 方 程 


ПО ло 


аё) 1—10 
在 所 有 端点 处 都 是 有 办 的 解 存 在 的 充分 和 必要 条 件 ; 我 们 仍然 假 
Жут Н 类 的 ， 
这 个 条 件 显然 在 于 使 得 


+ ТРО, 


其 中 
0 (2, #7) = 90(0) 22714-0, (0) 2772-09-100), 
而 @x (办 是 一 些 确 定 的 多 项 式 ,根据 (87.10) 及 (87.11) 容 易 求 出 这 
些 多 项 式 . 特别 是 ,显然 , @o 伯 =1 又 一 般 讲 来 ,多 项 式 ЧФ 的 
最 高 次 项 等 于 妇 ， 由 此 可 以 知道 , 泵 数 租 0 人 2) ,Qi () oa _ 
与 画 数 租 1, t, 2, …， 纪 在 下 述 意 义 下 是 等 价 的 :这 两 租 画 数 中 
一 组 画 数 的 每 一 个 画 数 是 另 一 粗 夯 数 的 线性 粗 合 . 
条 件 (87.13) 显然 等 价 于 2 КА: 
| Ф ОЙ рот, 


УВ) 
ие, СТАЯ, ЗЕЕАРИЕ Е р ВН ЈИ 2 йу Ж 
4: 


--, Р-Т, 
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Е Pf (O_o 
Ма 0 

АЕ 结果 是 在 8 86 НОТЕ ЕН Е 
果 的 特殊 情形 . 

我 们 特别 注意 p=1 的 特殊 情形 . 在 这 种 情形 下 ,多 项 式 P() 
变 成 了 当量 ,我 们 就 有 下 述 和 车 果 . 

假定 要 找 的 是 在 做 开 弧 06 上 的 Н 类 画 数 g (区 和 常数 C ,使 
得 下 述 等 式 成 立 : 


‚ &=0, 1,2, …, p—1. (87.14) 


二 | 2 9 Os Р) +0, (87.15) 


2% 
ИФР 95 上 的 Н жна 
那么 , (唯一 ) 解 由 公式 


^/ (оа) (to —2) а 
2) = тб | yas (1—5) (一 如) ” 
(87.16) 
CO-= 工 | 7 (87.17) 


输出 。 


$88. М 


上 一 革 中 的 问题 (87.15) 是 同一 节 中 间 题 (87.1) 的 一 个 特殊 
情形 .第 一 个 问题 可 以 在 别 的 方向 上 加 以 推广 , 亦 就 是 ,求解 这 样 
的 问题 : 

要 求 根据 条 件 


|, 291 а А 0 м ЄТ, В=1, 9, .…, р, 


(88.1) 


о 


西数 . 
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我 们 首先 证 明 , 这 个 问题 不 可 能 有 一 个 以 上 的 解 , 亦 就 是 说 ， 
如 果 


| ОО, СТ, hl,2,., р, (88.9) 


п Г 一 加 
那么 ,必然 有 ф(0) =0, Сь=0. 实际 上 ,假定 ФФ 适合 上 述 条 件 . 
我 们 全 


Ф0-5: | 20%. (88.8) 
根据 (88.2), 在 Ls 上 我 们 有 Ф* (to) -0- (№) =Сь, КЕ, 
20) [0-00 – 0], 


НИКА Рата, В 
VO) = VG СЪ.)| Ф) -全 ] 


ЖЕ. Lx 的 某 个 邻 域内 (包括 这 一 条 驳 本 身 在 内 ) ЕВ, ЗЕ 
且 在 点 wm Бъ АБИ ЯЕ, Р Р (2) = (2—0) (2—6) Р, (а), 其 中 
Ч, (2) 在 弧 Га ПЕЛА ЕЕ НИИ. 这样 一 来 ,在 Lx 附近 


Ф (2) Ја) (2—0) (2), 
因此 ， 


у О(2) 
Ф 9) х (2— wr) (2— bx) ? 


其 中 © (2) Ц ЕЛЕ. ЈА БЕ АННЕ, ИЖ 
2 МЕО-РО 
НЕА. ЖЗ | ЕКА, Р(а) 0027-3), 
此 ,P(z) 是 次 数 不 超 过 wp 一 2 的 多 项 式 ， 这 样 一 来 ,我 们 得 出 Ф(2) 
的 表示 式 
20|, 224, (88.4) 


其 中 积分 是 展 布 在 任意 一 条 和 五 不 相交 的 路 径 上 的 ， 此 外 , 我 们 
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又 知道 , В Ф (2) ТЕМУ Г ПИН РАНЕ ЕЛЕНЫ (因而 它 = 
亦 是 单 值 的 )， 由 此 可 以 作出 缚 论 : Ф(2) =0. 

事实 上 , ЕЕ НИИ Ф (2) 在 已 物 开 的 下面 上 的 单 值 性 , А3 
达 式 (88.4) 容易 得 出 ， Ф(2) 在 端点 办 和 6» 处 取 完 全 确定 的 有 限 
44 $(%) ТФ», 并 县 如 果 Ле Зал Гь, 而 且 是 与 弧 Г 
无 限制 地 靠近 的 圭 半 围 研 , 它 的 正方 向 是 反 时 针 方向 ,那么 ,有 


=|, 9 |, в =2[Ф (Cb) –Ф(%)], 
Ж, фл 
Ф (2) ине, 
252. а ибаа) = (Б), оба) =0 (6). НЕК, АМЕ 
ЕК: 


其 中 4 З Дь 的 全 体 . 于 是 ,显然 有 
J -| (wravt итаәт), 
НЕ, АЖ ФФ 0-04-48, 可 以 导出 
ии =а, 007 = —dyt, 
因此 
= [| ви) do = ао | в = Хуа (В) — (к) 1 =0. 


另 一 方面 
г |1068) +06) №, 


нр л Е Н Алта ЕВ. 因此 , 可 以 
ана: Фо =ио 0. 于是， 必然 有 9 () =0, 至 此 我 们 的 
车 论 便 得 到 了 证明 . | 

我 们 现在 回 到 诗 论 问题 (88.0 的 求解 ， 上 一 节 中 的 公式 
(87.14) 葵 出 了 能 保证 方程 (88.1) 尤 许 有 瑟 类 的 解 时 ,常数 С, 所 
应 该 满足 的 充分 和 必要 条 件 ， 这些 条 件 可 以 写成 
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р 
Dent d=0 (j=0, 1, <=, р-1), (88.5) 
其 中 


йа“ МАО 
а о 


ЭН Дае ВТА УЕР, И, ЈА (88.5) ЛХ 7 (0) 01 
得 出 的 齐 次 方程 租 可 以 有 非 雳 解 C1, 0,, …, 0s, 这 就 意味 着 , 1 
题 (88.2) 有 非 零 解 ,但 这 是 不 可 能 的 . | 

因此 ,方程 租 (88.5) 总 有 确定 的 解 ， 这 个 解 显然 具 有 下 述 的 
形式 : 


wx (ВЕР at 
с, || т 7 
其 中 ак (В) 都 是 次 数 不 超 过 Pp 一 1 的 确定 的 多 项 式 , 它们 的 系数 仅 
与 曲 烤 工 的 形状 有 关 ;容易 看 出 ,多 项 式 ww(t) 是 条 性 无 关 的 . 
常数 Cx 确定 以 后 ,我 们 可 以 根据 上 一 节 中 的 公式 (87.4) 求 出 
НИЖЕ 9 ( 坊 ， 在 现在 的 情形 下 ,这 个 画 数 由 下 式 答 出 ; 


VR ADU 
全 


(88.7) 


МЕ) е а} 
т 50, | У 
其 中 С, ЛУ ЕЭ К (88.7). 
КИС Л. (88.8), ЗИЯН АКО : 
МЕТ) ТФ 人工 
р) = ті |95 zt 一 加 


(88.8) 


+ я nlt) \,, ^/В сте 一 5 @, (88.9) 
我 们 看 出 ， 正 如 所 预料 的 那样 ， 画 数 ф (2) 在 所 有 端点 处 都 取 


@ 更 确切 地 讲 , 从 拓扑 学 的 观点 来 看 它 个 的 系数 仅 与 端点 ак, оь 的 位 置 以 及 小 
Та 的 相对 位 置 有 关 ; 换 名 话说, 当 张 Lxk 发生 任何 连 炉 的 变形 时 ,只 要 它 的 端点 保持 不 
动 ,并 且 保 证 各 条 纸 彼 贡 不 相交 多项式 wx 的 就 保持 不 变 ， 

Ф Н. П. Векуа [1] 全 经 独立 地 得 出 过 一 个 本 质 上 与 (88.9) 相 局 的 公式 。 
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Ч. 
在 p+ ИТ, РНЕ, ЗАРИ Е А А, 
(87.16) , (87.17). . 


$ 89、 在 一 般 情形 下 问题 Фу 的 求解 


15 现在 我 们 畦 向 把 88 85, 86 中 的 糙 果 推广 到 工 是 任意 一 
条 逐 段 光 滑 井 禾 的 情形 ,我 们 从 求解 在 9) = 一 1 的 情形 下 的 联 
车 问 是 大 手 , 亦 就 是 ,从 求解 问题 

20-09600) 00 在 LE 上 (89.1) 
入 手 ,其 中 g() 是 Н, 类 中 的 已 知 画 数 . 

我 们 引进 下 述 临时 性 的 记号 (我 们 在 推导 中 要 用 到 这 些 到 号 ， 

但 是 它们 并 不 出 现在 昌黎 的 到 式 内 )、 我 们 用 

ила, bl,2, .WN 
表示 构成 深 小 光滑 曲 米 荆 的 (除了 端点 以 外 ) 没 有 公共 点 的 简单 的 
Волк. 

НЕ ВНЕСЕНИ ЕЛЕЕ, 用 е, оз, …， о, 来 表示 
ЕАМ. 点 wu Bi 中 的 每 一 个 必 与 点 6) 中 的 一 个 是 重合 的 , ЕНА 
一 个 点 外 可 以 与 ms, 后 中 的 几 个 点 重合 . 

和 如 果 在 精 点 % 处 集中 了 偶数 条 臣 ,我 们 就 设 这 个 千 点 是 偶 灶 
点 ， 如 果 在 精 点 0; АКН ТНВД, ЗИМЫ ан 
点 ， 后 面 我 们 会 看 出 ， 坷 精 点 (在 我 们 的 问题 中 ) 是 普通 精 点 ; 而 
俩 结 点 ( 亦 在 我 们 的 问题 中 ) 是 特殊 千 点 ， 奇 灶 点 的 个 数 显然 是 侦 
数 @ ;我 们 用 Эр 表示 这 个 偶数 ,而 用 

C1, Са, ***, Сар (89.2) 
НЫ. 


Ф ”如果 用 mk З Н ск Ф-Т, 2，…， п) 相合 的 端点 0 bj 之 个 数 , 那么 ， 
所 有 端点 ui у 之 总 数 等 于 2 = ту то е6 Ает; 因为 这 个 等 式 之 左 端 是 偶数 ， Я 
此 ,在 右 端 的 项 中 仅 能 有 偶数 个 奇数 项 ， 
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2% 为 了 作出 典 则 画 数 (2), 我 们 引用 公式 (18.10) 
X= Ц Con)™, © 
其 中 ль 都 是 整数 ,它们 应 蔽 用 适当 的 方式 选 定 ,而 画 数 y(?) 可 以 
由 公式 (78. 有 确定 ， 因 为 在 我 们 的 情形 下 ,G() = 一 1 因此 ,可 以 
ЖЬ GC) 一 wi, 并 且 因此 有 


midt 1 < dt 1< 2—6, 
7 人 一 | >, == 4 


2 #2 9 8), tz 2—0; 
于 是 
1 
я М 2—0; 2 
в” H (=) ? 
1 
неа ( 2—02) заре Г о, ПАНОВ 


8, Е 2= со 处 取 值 工 的 一 个 分 枝 , 此 时 ,依据 定义 ,我 们 
规定 


2— а; 
这 样 一 来 ， 
XgO- 下 Co (=), 5) 
其 中 整数 和 x 适当 地 选 定 . 


在 化 简 上 壕 表 示 式 之 前 ,我 们 注意 到 ,不 管 整数 hx 如 何 , 这 个 
表示 式 右 端 表示 一 个 在 沿 着 卫 而 制 开 的 平面 上 是 至 业 的 (无穷 远 
点 可 能 例外 , 它 在 那里 可 能 有 极 虞 ) ©, 并 且 当 点 'z 每 越过 二 一 次 
时 它 都 变 号 一 次 的 画 数 ;所 词 当 点 2 每 越过 工 一 次 时 都 变 号 ,是 指 
ДЕННИ 工 上 每 一 个 普通 点 处 都 及 1( 四 一 一 六-() 9, 

ДЕ (жж) 的 右 端 合并 一 些 对 св, а; 或 者 六 有 同一 值 的 因子 ， 我 
И ЕЕ 


zg 二 00 可 能 例外 ) 夯 数 . 
@ ”我 全 提醒 一 下 ,并 (2) ЈА (89.1) Н (7) 二 0 而 得 出 的 齐 次 周 题 的 解 。 
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个 得 出 
х®-+ |р 2-0)", (кк) 
这 里 当 Ск 是 偶 精 点 时 ,ax 是 整数 ， 而 当 CE 是 奇 结 点 时 ， 
ан, (же) 


其 中 由 是 整数 ; 在 前 面 公式 中 , 我 们 可 以 任意 地 选取 上 面 或 下 面 
的 符 导 ， 这 是 由 于 jo 可 以 作 十 工 的 改变 ， 尽 管 在 公式 (xxs) 之 右 
Зана 土 号 ,但 是 , 耻 ( 仍 然 是 一 个 在 沿 着 工 而 制 开 的 下面 上 是 
完全 确定 的 画 数 ,这 可 由 上 述 推 出 ,这 在 后 面 也 会 明白 的 . 

我 们 现在 看 出 , 正 象 前 面 已 提 到 过 的 那样 ,所 有 侦 千 点 都 是 特 
а о (根据 选 定 
Бул). 所 有 阁 精 点 都 是 普通 千 点 ,并 且 如 果 我 们 在 (xxxx) 中 假定 
ш-=0, 双 对 -1 2,…, g 取 上 面 的 符号 , 对 а 9+2, 

., Эр 则 取 下 面 的 符 导 ， 那么 ,我们 显然 可 得 出 А(ез, ca …, в) 
ЭК НУВ (9 2р). 
这 样 一 来 ,最 后 ,由 公式 
XG)=+ Й с-а} (89.3) 


ЯН: А (е, Co ** . сг) 类 的 典 则 BB ВИЖ Х (2), 其 中 C1, 62, ***, Сэр 是 


所 有 的 奇 结 点 ， 双 在 其 中 的 指数 条 内 对 于 下- 1, 2, … 9 选取 上 上 


面 的 符号 ,对 于 hg 十 1, 9 十 2，…,2p иен. 

ВНУТРИ, Х (2) З ЕМЕ 
数 因子 而 得 出 . 

在 所 有 精 点 都 是 偶 糙 点 的 情形 下 ,公式 (89.3) 的 右 揣 显然 应 
鼓 理 解 为 士 1, 因此 在 这 种 情形 下 ， 

Х (2) = +1, (89.4) 

эц 2 (РН НИ Г ЛАТАТ ЛУ — У РАИ, (89.4) 
右 端 的 符号 应 该 保持 不 变 , 而 当 2 在 曲线 Г 上 的 某 个 普通 点 处 越 
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过 工时 , 则 符号 变 成 相反 .如 果 我 们 在 这 些 部 分 中 的 一 个 内 (任意 
НИЕ: и, ХЕ: 2 = оо 的 部 分 内 , 取 定 Х(2) = 十 1]， 
那么 ,这 个 画 数 便 完 全 确定 .在 这 种 情形 下 , 我 们 得 出 的 值 就 是 从 
会 式 (*) 导 出 的 值 ;在 相反 的 情形 下 ， 我 们 所 得 出 的 值 和 上述 值 有 
相反 的 符号 全 ， 

在 p 是 异 于 需 的 情形 下 ,公式 (89.8) 还 可 以 改写 成 (与 $85 作 
一 比较 ) : 


МВ (0) /RG) 
о NY Bt)’ (89.5) 
其 中 
B= в. = Ц). 
我 们 把 
ив. _ В, (2) _ Й @— с)“ 5 


~ В» (2) В» (2) к 
МУЗ МЕ НН 26187 НЕ Г 分 割 而 得 的 每 一 个 连通 部 分 内 (点 
2=оо 可 能 例外 ) ЕЕ, 并 且 当 z( 在 普通 点 处 ) 每 越过 曲 
Е 研一 次 时 ， 这 个 画 数 改变 一 次 符号 (这 按 上 面 所 解释 过 的 来 理 
解 )， 为 了 要 得 出 由 公式 (*) 所 规定 的 函数 ， 必 须 假定 在 包含 无 穷 
远 点 的 那 一 个 部 分 内 , 当 |*| 很 大 时 (和 8 85 作 一 比较 ) 


Еу(2) _ & 一 2 2 一 0 一 ae 
НА а. (89.6) 


显然 由 公式 : 
х=р-9 (89.7) 
ЯН А (Са, С», …, ба) 类 的 指标 x。 在 当 弧 Гь азб 没有 公共 端 
点 , 同时 所 有 糙 点 (端点 ) 都 是 背 精 点 〈 因 此 所 有 和 车 点 都 是 普通 烙 


点 ) 的 情形 下 ,我 们 重新 得 出 在 8$ 85 中 对 于 这 个 特殊 情形 所 得 到 的 . 


Ф ЭМСЕ ВАК Х (2) 的 存在 性 可 以 知道 , 当 沿 着 不 同 的 路 径 从 平 
面 的 一 部 分 进入 另 一 部 分 时 ,我 们 不 会 发 生 牙 盾 ，。 
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ЕЛА, 

在 上 面 所 时 论 过 的 另 一 个 简单 的 情形 下 , 亦 就 是 ,在 所 有 业 点 
都 是 偶 糙 点 (2 一 0) 的 情形 下 , 我 们 已 看 到 下 (2) = +1. 特别 是 ， 
当 忆 是 由 一 些 简单 的 ， 没 有 公共 点 的 封 时 转炉 而 构成 的 时 ， 则 便 
没有 奇 精 点 ， 并 且 在 Г 上 选 定 适当 的 方向 后 ， 我 们 便 得 出 精 果 
(47.20). 

还 要 指出 ,如 果 假定 5 一 一 0, ЕНЕН НПИНВИВИАНЫНЫ 


规律 ,把 根 式 
~ В: (2) Ye В. (2 
РЕ, В, (2) ЕО В (89 у 8) 


理解 为 数 1 或 —1, ЖА ЛЕА РАН ЕВЕ АВЕ 
ВЕЕРА А ЗАЛЕ Е арт КАИ ЛЕНУ А ЗАДНИЕ НУ РЕЗ. 
3% 回 到 一 般 的 情形 , 我 们 写 出 非 齐 次 问题 (89.1) 的 一 般 解 . 
正好 和 885, 2” 段 中 完全 相同 ,由 公式 
or „Е, (2) | VB) g(t HAA Q(z) 


2ris/ Ra(2) Е М В.Ю (4-2) М Е» (2) 
(89.9) 
答 出 非 齐 次 问题 的 及 (61, св, ==, ба) 类 的 一 般 解 ,在 (89.9) 中 9 (2) 
轩 У В = 、 
ЕЕК, МАЕ © 4 


VBRG) _ 1. ЕВ: (0) 
УВ @) УВ») 
在 工 上 从 左 便 而 取 的 值 . . 
但 是 ,对 于 h(e1, ез, …， 0) 类 的 在 无 穷 远 处 取 值 朝 的 解 ,我 们 
有 下 列 精 果 (这些 业 果 正好 与 $85 中 的 相同 了 ) : 
щи-р-920, РЕМО, cs，…, ou) 类 的 在 无 穷 远 处 取 什 
в; ПЕНЬ ИГ КАЗАН: 


ооо ооо 


Ф ЖИ ЛЕЮННМЕ К, сі, сз, …， Сар КАБИНА, ШИХ ЕЯ 
БА ОЕ 8 85 的 情形 下 ,这 些 记号 表示 所 有 的 车 点 ) 。 
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PT 尽 及 GO | Ува ,VEG 
214 Ез(2) LM В.О (2— —2) ТУ.) 


6,4-1 (2), 


(89.10) 
其 中 фа :(9) 是 次 数 不 超 过 р- 9—1 的 任意 多 项 式 ( 当 2 一 9 时 


2 х=р—9<0 в, навале нь 


УВ, (9 4 _ 
|, А/В) dt=0, &=0, 1, ..., а-р-1 (89.11) 
时 , 才 有 %(cs, сз, …, o) 业 的 在 无 穷 远 处 取 值 零 的 解 ; 并 且 解 是 


пра 89.10) ЧО 


8 90， 在 一 般 情 形 下 Cauchy 型 积分 的 反 演 公式 


15 我 们 现在 回 到 讨论 Cauchy 型 积分 的 反 演 回 题 的 解 ,本 就 
是 ,讨论 方程 


т. 2 р), Є (90.1) 


my 


的 求解 ,其 中 二 азизе КЕ, 我 们 将 规定 ,已 
(ОДЕТ Е Но у, НТ Н" ЖНЖФО. 

由 于 和 在 § 86 ФЕ Лр ЭИ АЧ, ЗУНР 
间作 简要 的 说 明 就 可 以 了 . 

和 在 $86 中 所 做 过 的 类 似 , 我 们 可 以 把 所 有 要 找 的 解 分 成 类 ， 
ЈАНЕ А (01, са, …, co) 类 的 解 在 结 点 cu Са, *-*, бо 的 邻 域内 是 保持 
Я, 而 ст, Сә, ---, ба ВМК 01, ба, +", Сар 中 任意 取 
定 的 精 点 ,C1， Са, …， Сор 都 是 联 精 问题 (89.1) 的 普通 精 点 ;在 整个 
这 一 节 中 我 们 沿用 上 一 节 的 记号 . 1 

当 %=p 一 9 之 0 时 ,总 存在 方程 (90.1) 的 Ме, с», …， 00) 类 的 
解 ,并 且 这 种 解 由 公式 
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Е. 0) | М вх фа УВ) Р 
ИВМ В (0—6) МВ, (®) 


9 (如 ) = э-а-1 (40) 


| (90.2) 
Ш, 其 中 Po_o_i(to) 是 次 数 不 超 过 p 一 9 一 1 的 任意 多 项 式 ( 当 
9 一 p 时 , ЛЕЖАТ). 

_  Щи=р-9<0 у, м НИ (ОАК 
01040, 6-0,1, --/9-Р-1 (90.3) 

时 , 才 有 А (сл, са, …, ба) 类 的 (唯一 ) 解 存在 , 当 适 合 上 述 条 件 时 ， 
解 由 公式 (90.2) 取 Р,-ч-1() 一 0 ПЖ. 

在 偶 结 点 的 邻 域内 ,所 有 的 解 p (to) 都 是 属于 瓦 o。 类 的 . 

在 奇 千 点 的 邻 域内 ,根据 条 件 , 已 给 类 的 解 应 该 是 有 界 的 , "Е 
是 属于 Но 类 的 ,但 是 不 一 定 取 值 零 ; 如 果 这 个 烙 点 是 曲 儿 上 的 端 
点 ,那么 , 它 ( 亦 象 在 $86 中 那样 ) 就 到 值 零 . | 

Е ГУНАНЯ (р=0) 的 情形 下 , 解 总 存在 井 且 是 唯一 的 ; 
НА. 


_ 1 86DF Oa 
9 №) = зт |, fto 


ФН, 其 中 ЗОНЕ РБА ; 的 而 数 , ХЕ НТА В БИЯ 
Е В 
(89.4) > ЕВ. 假定 (2) 表示 在 用 曲线 忆 分 着 平面 而 得 出 
的 各 个 连通 部 分 上 仅 取 值 十 1 或 者 一 的 画 数 ， 提 且 当 ?每 越 出 
工 一 次 时 ,6(2) 变 更 一 次 符号 ， 那 么 ,可 以 取 6(2) 在 上 上 上 从 左 个 而 
取 的 值 当 作 800), Вава, ттр 90 8". 

И 

а 
о-в, pl) | 204. 


$— to mio (№) $— to 


(90.4) 
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把 记号 稍 许 改变 一 下 ,这些 公式 便 可 加 以 简化 . 亦 就 是 说 , 引 
进 记号 1 
д) 9(D = 00), 
ЗНАЕ (Е) = — 1 的 那些 弧 Lx 的 正方 向 都 改 成 反方 铅 , 我 们 就 得 
出 下 述 的 反 演 公 式 : 


ла) (0040 yo О, (90.5) 


mor tito ’ rijr t—to 
这 些 公式 正好 和 一 条 简单 的 封 了 图 多 的 情形 是 相同 的 . 

25 我 们 引用 两 个 篇 单 的 例子 来 周明 上 面 的 业 果 .首先 假定 
工具 有 如 图 20 所 示 的 形状 ， 在 这 种 情形 下 ,所 有 的 烙 点 都 是 偶 糙 
点 . 8(2) 的 值 可 以 按照 图 中 所 示 的 方法 来 选取 .如 果 亏 的 正方 向 
照 图 中 所 示 那 样 选择 , 那么 , 在 工 上 处 处 都 有 8 (0) = +1, НН 
据 公 式 (90.4) ,我 们 有 


这 个 公式 和 一 条 稍 童 的 封闭 围 秦 的 情形 是 相同 的 . 


+1 


图 2 21 
现在 我 们 讨论 当 工 具有 如 图 21 所 示 的 形状 的 情形 。 在 这 种 
情形 下 ,有 两 个 车 点 аб, Ен. РАКЕ 
( 亦 就 是 № 类 ) 的 解 . 这 类 的 指标 x= 工 (在 我 们 的 情形 下 , р=Т, 
g=0). 
根据 上 壕 , 所 有 这 样 的 解 都 由 公式 
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、_ 1 /@—а) 0 Ъ) р 
Р 7 | 1 р Е 


— 


С 
76а 
Н, 其 中 C 是 任意 常数 , 而 根 式 的 值 例如 可 以 用 下 法 确定 ， 我 
们 合 
100) 1—4) (#-5)]1, 
其 中 右 问 理解 为 在 沿 着 简单 弧 То, Г, Ls ВЕНЕ 
аяп Б) ЖЕО (Аш, ЗЕД 而 割 开 的 , Ты 介 于 另外 两 
ЖИР) 不 面 上 是 仿 纯 的 丽 数 ，x(2) 的 值 例如 可 以 根据 条 件 
lim 2+1 来 选 定 ， 另 外 ,我 们 又 全 (记号 在 图 中 已 答 出 ) 
+10 ”在 区 域 Si 内， 
一 X(2) 在 区 域 52, Ss 内 . 
那么 ， 我 们 可 以 把 VG 一 @) (2—0) А (а) % Бу иж 
x (在 工 上 从 左 便 而 取 的 值 (不 花 工 上 的 正方 向 怎样 选 定 ). 


М5 -{ 


ПІ. траса РО 
жоя НЕ 


ЖЕН, ЗАРЕ НВ — Р ЯЕ Т аа "р 
某 些 特殊 形状 区 域 上 的 一 些 基本 边 值 商 题 的 有 效 解法 上 的 应 用 ， 
而 这 些 边 值 问题 是 在 流体 力学 ， 强 性 理论 以 及 数学 物理 的 其 他 分 
枝 中 过 到 的 . 


$ 91L， 在 沿 着 一 条 直线 而 断 禾 地 割 开 的 平面 上 的 
Dirichlet 问题 和 其 他 类 似 的 问题 


假定 S ЕЕ Ор 上 一 些 没 有 公共 点 的 区 段 Д, 05, 
(j=1, 2, ---, р) ОЗЕР; 可 以 认为 а.<6:<а.<.-.. 1 
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ЗАМ 
L=L+Ls+…+L, 
зок. 

在 区 域 8 上 我 们 要 求解 决 三 个 问题 , 其 中 最 后 一 个 (С) 
就 是 通常 的 Dirichlet 问题 ， 而 其 余 两 个 则 是 它 的 某 些 变态 , 这 两 
个 问题 除了 本 身 独 有 的 意义 外 , 在 求解 Dirichlet 问题 时 亦 要 用 到 
"Е. | 

МЕА 要 求 根据 边界 条 件 ; 

и), и=ЛО ГЕ, (91.1) 
来 找 一 个 在 六 НИ, АНН а =и+ 


о о фо ооо 
о ооо 


ооо ооо 


16| < ак, ‚ а= 常数 <1 


о. Занта, ЕЯ Ф (2) ЛТ ШЕЕ Г НЕЕ 
数 . 
沿用 在 $ 39, 1° 段 中 的 记号 ,我 们 合 
џ()- 20100, 00-2 -°® ә) 


пољ 0 (2) 及 Q(z) 显 然 应 该 适合 条 件 


(2) = (2), 0(2) = –0(2). (91.3) 

容易 看 出 ,边界 条 件 (91.1) 可 以 归 精 为 下 列 条 件 中: 
B+) 0 (0) = (0) (91.4а) 
[а а-Ф-в РЕ, (91.40) 


Ф 我 们 有 
好 的 一 Re G+ (0 = (ФН 60+ 0), 


„-()=Ве 6-0 =56-® +000), 


нЕ (РЕ (89 .5а)), 2+) =0-00),0- 0) =Ф+® ,于 是 可 以 得 出 (91.4a), (91 4Ъ). 
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其 中 | 
270) =f* 0 +00), 


2900 =f* (0) -f° 0. (91.5) 
(91.4) т раа ниет О (2) (8 31): 
00 | 1904 . (91.6) 


公式 (39.10) 说 明 , 条 件 (91.3) 中 的 第 二 个 是 适合 的 . 

我 们 看 出 , 画 数 2(2) 在 所 有 端点 附近 是 几乎 有 界 的 (877, 3° 
В) Ф Ш, Е (0) =} (©) 的 那些 端点 。 附近 是 有 界 的 . 

但 是 ， 画 数 轨 (2) 的 确定 可 以 归 车 为 在 8 85 Еа 
联结 于 题 的 最 简单 的 一 个 特殊 情形 ; 在 这 里 我 们 只 需要 考虑 到 补 
КА (0) (2). 

我 们 用 еа, ca, …, Сар 表示 按照 任意 次 序 排列 后 的 点 ау, 0). 
依据 公式 (85.8) (更 在 我 们 取 其 中 的 C=1) , № (ба, 6s,…, ва) 类 的 
ЗАТ, У, Е, ЕЖЕ 

+ + -0 ЕЕ ‚ (91.7) 
在 这 一 类 中 的 典 则 解 具有 下 述 形式 : 
хо-УВ@®_ в 


~ В»(2) Вз(2)? 
其 中 ,正如 在 8 85 РЖ, 
в@-Не-, Ва) = И е-9, (91.9) 
又 其 中 根 式 的 值 根据 在 85 中 所 加 的 条 件 来 选 定 
正如 在 $ 85 中 所 指出 过 的 那样 ,对 于 问题 (91. 4a)， 所 有 端点 


аљ, Бъ 都 是 普通 结 ， К. 这 个 问题 在 无 穷 远 处 取 值 需 的 有 (cei, 62, …， 
с) 类 的 一 般 解 ， 当 p>g 时 ,具有 形式 : 


(91.8) 


Ф 对 问题 (91.4b) 来 讲 , 所 有 千 点 (在 我 们 的 情形 下 ,这 些 苛 点 都 是 端点 ) ар, Dy 
都 是 特 丈 精 点 。 


ПІ. 铀 和 夯 数 玲 中 对 于 某 些 区 域 的 一 些 基 本 边 值 问题 的 有 效 解法 403 
_1 VRE)( УР.) фе 
ООН а 

И О р, (91.10) 
其 中 Pp_o_1(%) 是 次 数 不 超 过 Pp 一 9 一 1 的 任意 多 项 式 ( 当 p=g В, 
Po_1(2) 三 0), ПЕНИЕ НЕЕ 8 85 中 那样 来 理解 ， 当 p<g 时 ， 
仅 当 适 合 下 面 导出 的 条 件 (91.12) 时 ， 问 题 (91.4a) 在 所 考虑 的 类 
ВЕ Еее, ЕВ ИНН РАЗА 
(91.10) М Р, (2) =0 而 输出. 

为 了 使 得 刚才 所 导出 的 问题 (91.4a) 的 解 ,能 适合 所 应 该 适合 
”的 所 有 条 件 ,根据 (9L.3) , КЕ Р (2) = 罗 (z) 成 立 ， 我 们 来 验 
证 是 否 适合 这 个 条 件 . 

首先 ,容易 看 出 ， 


十 


Х(2) = Х (2). (91.11) 
其 次 , 利用 公式 (39.10) ©, 便 容易 验证 , (91 .10) 右 端 的 第 一 
АА) = 轨 (z) 的 . 因此 , 当 且 仅 当 多 项 式 Pa(2) 
的 系数 都 是 实数 时 , (91.10) 右 映 所 有 的 各 项 才能 适合 这 个 条 任 . 
当 p<g 时 ,上 面 提 到 的 问题 (91.4a) ЖЕ № (ст, 563,…, са) 9 
有 在 无 穷 远 处 取 值 零 的 解 存 在 的 条 件 为 形式 (8 85): 


00 tf (94-0, 0-0, 1,.--:, а-р-1. (91.19) 
ЖОЛТА А 的 解 在 端点 cb о, …, ca ЗЛЕ ЛЕРА ЯНАО, 3% 
们 就 把 Ф (2) ШИ ОНЯ А Е А (оз, сз, …， oa) 的 解 . 此 时 ， 
根据 上 面 所 述 的 ,容易 得 出 如 次 之 精 论 : 
24 р29 时 ， 问题 A 的 № (61, с», +", ба) ЕН НТ МА АЯ 


@ ”局 时 ,应 锅 考 虑 到 在 我 们 的 情形 下 ,根据 (39.5&) (91.11) № (91.7 可 以 得 
出 ,在 上 有 XX+() = Х- (0) = Х-(0) = Х (0), 
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_1 ВО! VEG fat 
000) V0 +O) = уа), > р гоз 


90% „В. (2) 
+ 去 | 1—2 ТУРЕ. (2) Р, а-1(), (91.18) 


АТР 10) Я РНР 9 9 一 4 的 ， РЕЗЕ 


ооо 
о о о о е е 


(= отн 

所 得 到 的 结果 是 М. В. Келдыш 和 Л. И. Седов? 的 很 有 价值 
ВЛЕ (ЕЕ , 同时 建立 可 解 性 的 充分 和 必要 条 件 的 意 
义 下 ) 的 推广 . 

注释 1 容易 看 出 (参照 $82)， 如 果 假定 已 知 的 产 全 和 广 (2) 
ТЕГ БЈР А (ез, сә, …，%o) 类 的 ,而 不 假定 它们 在 了 上 适合 
吾 和 条件, 那么 ,上 面 所 得 出 的 全 部 车 果 和 公式 都 仍然 是 有 效 的 . 特 
别 是 ,如 果 产 四 和 广 的 是 和 类 ( 亦 就 是 五 " 类 ) 中 的 任意 两 个 丽 
数 ,那么 ， ИИ (91.13) 5 а=0 而 给 出 : 


_ 1 м RF Gat 
ФС) = 751, Ez 
+ + 二 各， (91.18a) 
其 中 仍然 有 
R(2) = H (2—4) (8—6). (91.9а) 


注释 2 用 类 似 的 方法 不 难 求解 和 问题 A 不 同 仅 在 于 在 二 上 
ЕТ 与 人 的 值 的 问题 . 这 个 问题 的 解 是 由 Д. И. Шерман 
СТ Н й; 如 果 不 把 这 个 辕 题 归 精 为 奇异 方程 , ПЕНИЯ 
为 某 些 ( 非 常备 单 的 ) 联 结 问 题 , 那么 , Д. И. Шерман 的 解 就 可 以 
稍为 加 以 简化 . 
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шў) О, иг (0) +0, ДЕЛ, Е, №=1,2, =, р, 
(91.14) 

Г ЧЕЧНЯ, 又 在 所 有 端 КИЛЯ 


+ oe ВК oe 9 ЗИК ЗК ЗИК ИХ ЗК 0 .9 0 0 9 9 9 9 8 + + ® 0 9 2 
ооо 


”这 个 加 是 在 本 质 二 $ 60 ИЯ Dirichlet | 
题 的 问题 是 一 致 的 吕 ; 因 此 ,在 此 处 我 们 仍然 沿用 这 个 名 称 . 

НАХ (91.2) 5 9 (2) 及 0(%) 后 , 我 们 便 导 和 致 下 面 两 
个 联结 圈 题 : 

+00) +000) =27 (9 +20, 11, Е, b=1, 2,:.…, р, 
(91.15а) 
0+0) -9-®=29@ 在 LL 上 ， (91.15b) 
ЗЕ УФ ЖФ (91.5) бале Я. 

ЕДЕ РНЕ, И АЕ КЕ, ЕДЕТ ўв 
ИВЛ ЯНКИ Р (0) У (0) 到 同一 个 值 的 那些 端点 附 
近 , 解 甚至 是 有 和 界 的 |. 

留待 我 们 要 找 的 是 问题 (91.15a) 的 几乎 有 界 的 解 ， 从 而 亦 是 
有 界 的 解 @ , 亦 就 是 , Ао ЗЕНА ХА ДУ РЕ АЕ 
出 : | 


Xd = УВО), В(9= Ц (2-а) С-Һ) (91.16) 
(参看 公式 (85.12) ;在 此 处 我 们 取 C= 卫 ， 


Ф 这 个 问题 和 在 $ 60 中 所 提出 的 变态 的 Dirichlet 问题 的 主要 区 别 在 子 , 在 那 
пазор аг (о, УЗВ ВЕРА, 而 在 此 处 两 数 w(z, 切 可 以 在 用 不 
连续 拓展 到 庙 点 上 ,在 端点 处 夯 数 wa 殷 只 要 求 是 几乎 有 界 的 .但 是 ， 我 们 将 会 见 到 ， 
在 此 处 所 提出 的 条 件 下 , В шб, 切 在 映 点 附近 亦 是 有 界 的 ， 并 且 在 适合 条 件 ЛА (©) 
ОА о ЕЕ АНТ о 上 ;显然 ,如 果 条 件 户 (o) 一 广 (o] 不 成 立 ， 
那么 , 它 不 可 能 束 粮 拓展 到 0 上. 

Ф ”因为 对 于 问题 (91.15a) , 所 有 端点 都 是 普通 笑 点 ,因此 ,每 一 个 几乎 有 沧 的 解 
亦 是 有 界 的 解 (82， 2° ВЮ. 
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ТЕ (91.15) Е, 类 中 有 在 无 穷 远 处 到 值 雳 的 解 存在 的 充分 
和 必要 条 件 具 有 
5| ТРО О (14 _ 
2% Jr МЕ (0) 
的 形式 @ ,其 中 C () =С,(Е Л, Е) .这 些 条 件 答 出 确定 Сур 
ЖЕ ЖЕ ЕЯ: 


0, &=0, 1, .…, p—1 


六 yuCi+yr=0， k=0, 1, 5+, Pp—1, (91.17) 

其 中 | 
1 trat _ ТГ #00 

m= | Ee = | УЕ. (91.18) 


容易 看 出 ，Yw 和 уь 都 是 实数 . 
如 果 方 程 租 (91.17) 有 ( 实 ) 解 , 那么, ЕН (ЭТ. Ба) 所 要 找 的 
解 便 由 公式 


D(z) = VR) | ， 2 оте 22 д (91.19) 
Ш, ЖФ О(0) 0,1, Е) ,而 0; 适合 方程 租 (91.17)、 此 时 
(2) = (2). 

现在 我 们 诈 明 方程 粗 (91.17) П, Яа, НВ [у 的 
Арх Ра. 实际 上 ,如 果 这 个 行 烈 式 等 于 需 ,那么 ,由 (91.17) 
Ж Ў (0) =0 而 得 出 的 齐 次 方程 组 必然 有 非 需 解 C1, Сз, …, Og. 
对 应 于 这 个 解 的 函数 


_ ИВС) софа 
ol) = ті |, УЕ) (8—2) ° 


ЕВ ИЯ, 又 可 以 过 秆 拓展 到 每 一 条 米 段 上 (бо 
点 在 内 )， 提 且 它 在 Г, 上 有 [Re 罗 o(t)]* = [Ве 1-=0,. А8 
是 ,由 此 再 由 在 $60 中 证 明 过 的 变态 Dirichlet 问题 的 唯一 性 定理 
(容易 看 出 ,其 证 明 对 型 在 的 情形 仍然 是 适用 的 ), 必然 有 Ca 一 Cs 
==. =0,=0, 而 这 与 所 假定 的 条 件 是 矛盾 的 ， 因 此 ， 方 程 粗 
Фф 这 是 条 件 (85.10 应 用 于 g~29 的 情形 ， 
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(91.17) КАТАКЛУ ЖА, 从而, 这 个 方程 组 总 是 单 值 可 解 
因此 ,上 面 所 提出 的 问题 总 有 唯一 解 ; 解 由 公式 
Ф (2) = (2) -О(2) 


Оле О НОЕ: 
| 7-а а Е (91.20) 


2% 


Н, ФО) 0,01, Б), ЖАС, Я (91.17) № 
一 地 确定 ， 


о о о ә о ә ео о 
оо ооо оо офф 


лаат. ЕН к с йат еек 


ра $) 一 
本 | .分 2 - 209 № (2—0) + 11,8 20" ё, 


Р а) 取 “ 十 ”号 , 而 对 于 端点 5 则 取 “ 一 ”号 ， 因 此 , 在 
c 附 近 


и=ВеФ(2) = у) +, 


其 中 加 在 点 “ 处 是 连 炉 的 ,而 8=arg(z 一 9). 
.另外 , 显然 , 如 果 9 (с) 一 广 (9 -Х (6) =0, ВА, у ЧБ 
拓展 到 c Е. 
问题 C (Dirichlet 问题 ) 要 求 根据 边界 条 件 : 


0*=/*®, б--Р® 在 工 上 ， (91.21) 
来 找 一 个 在 Г, АРА О (2, у), 其 中 


ооо 


р АНН 
В, ПОЗУР Е АО А. | 

第 一 个 解法 “问题 0 可 以 用 很 多 种 方法 将 它 归 精 为 问题 B; 
我 们 现在 指出 其 中 最 简单 的 一 种 方法 . 
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ЗИН w;(z, и) 或 者 简单 地 用 w;(z) 表示 下 述 初 等 的 调和 
|2654 | 
wj(2) = Во (2—0) № (2-6, — (2—0) In (2-а) ‚ (91.22) 


7 一 0 


j=1, 2, '.., р, 
ЗН. о, (2) ЕН Г НР Ее МА ОЕ 
分 枝 , 对 于 很 大 的 |z|, 有 


w=——Inlz| -1+0(+). (91.298) 
容易 看 出 , 画 数 0; (2) 在 线 眉 ав; 上 从 右 侧 和 从 左 个 取 同 一 值 ; 我 
们 用 о, (2) Жі. 


我 们 现在 合 
DG у) =, 0) ++ Той, (91.98) 
这 里 оо, оп, ++, а, 都 是 实 常数 ,其 中 后 p 个 常数 由 关系 式 
2 十 a2 十 … 十 ao 一 0 (91.24) 
联系 ,这 个 关系 式 保证 了 和 式 
0) 


ДЕЯ А и (к, у) 是 新 的 .在 无 穷 远 处 取 值 零 的 .未知 的 
ВИА. 
从 (91.21) 我 位 得 出 有 关 夯 数 v 的 下 述 边 界 条 件 : 
w= wt, и 00) -о(0) 在 LE，(91.25) 
其 中 为 了 简单 起 见 已 合 
@ ($) -m+ 六 аз; (0). (91.26) 
假定 常数 ао, mm ，…，om ПЕ Е Е НАЕЖТЕНИ В 中 所 
要 求 的 那样 , (т, у) 是 某 一 个 在 无 穷 远 处 到 值 堆 的 、 着 且 在 所 有 


端点 附近 都 是 几乎 有 界 的 分 区 全 纯 画 数 Ф (2) 的 实 部 ,我 们 就 可 用 
求解 а В: 
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waft -0 +0, шў) -oD +0, fb 上 

(91.27) 

РККА (91.25), 
我 们 知道 (参看 前 面 问 题 В 的 解法 ) , 在 这 种 情况 下 ВО, 
是 完全 确定 的 , 工 且 显 然 ,它们 可 忆 用 常数 ao，a，…，o 的 线性 租 

合 表 出 : 

= 5 улат Уз (91.28) 


其 中 уь ЕЕ, ВБИ (0), ФВ; 
而 7) 是 另 一 些 常数 , 当 产 (0 70) 0, ЕРЕ, 

我 们 现在 选取 常数 ao, оц, …, аз, 844 0,=0(1=1,2, 2)， 
另外 , 双 使 得 条 件 (91.24) 是 适合 的 ， 这 样 一 来 ,为 了 确定 常数 m， 
我 们 得 出 方程 租 


M: 


3 Y mot Yi—0, j=1, 2, ……, Ф, 


0. 
下 面 我 们 来 证 明 这 个 方程 租 总 是 单 值 可 解 的 .如 果 按 照 
. (91 .29) 来 选取 常数 ,那么 ,原来 问题 CG 的 解 可 以 由 公式 (91.23) 
ЖШН, н (е, 胃 应 该 理解 为 问题 (91.27) 的 解 0. 

我 们 现在 证 明 , 方 程 粗 (91.29) 的 行列 式 不 等 于 适 .我 们 用 反 
证 法 来 证 明 , 假定 这 个 行列 式 等 于 零 , 那么 , 由 (91.29) 取 + ($) 
一 广 伯 =0( 从 而 ,所 有 的 7; АЕ) 而 得 的 齐 次 方程 粗 有 非 老 
ДЕ ао, qa1,…, ap， 对 于 常数 а, 的 这 些 值 , № (91.23) 所 确定 的 画 
ЖИ (а, у) 应 该 是 Dirichlet 问题 (91.21) 当 7" = 7-=0 А. 
但 是 , 如 众所周知 , ИНО =0. т, и 0 =0, 那么 , 必然 有 
ao 一 ad 一 … 一 ap 一 0 事实 上 , МХ (91.23) 右 端 异 于 oo 的 两 项 在 


(91.29) 


з 和 


@ 根据 前 而 (ва В 的 注释 ) 所 讲 过 的 可 以 知道 ， ВА (5, 奶 在 所 有 端点 附近 
不 仅 是 几乎 有 界 的 ,而 且 征 有 界 的 。 
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26990 3, ИРА ao 一 0 ， 其 次 ,假定 оъ 0 (0221), и 
z НЕВЕ аб, 转 一 周 ( 而 不 线 别 的 线段 回转 ) ,那么 ,与 Ww, у) 及 
与 oj(zX7 关 四 共 李 的 画 数 都 回 到 起 始 值 ,但 是 ,容易 看 出 ,与 ox?) 
共 屯 的 画 数 却 得 到 一 个 异 于 雳 的 培 量 . 这 意味 着 , 如果 ок 0, 3% 
么 ，(91L.23) 右 端 的 共 旺 画 数 可 以 得 到 一 个 异 于 堵 的 十 量 , 因 为 左 
0 107 =0, 因此 ,这 是 不 可 能 的 . 

竺 上 所 述 , 我 们 的 车 其 便 得 到 了 诈 明 ,并 且 可 以 认为 问题 0 是 
МЕТ. 

Е СЖ ЛА СЕЛЕН М.В. Келдыш 和 Л. И. Седов"? 
ЯН, А О ЖЕНИ А, ВЕТРЕ 
一 般 性 要 稍 羡 一些， 因为 它 要 求 已 知 画 数 f7( 与 fF 以 是 可 微 
的 ， 但是， 在 实际 应 用 中 ， 有 时 由 它 可 以 导出 一 些 比 较 简单 的 业 
Ж. 

ЕУ УА, РЕ ТЕ (不 重要 的 ) 修改 
和 和 简化. | 

我 们 用 

ФО = 0 (о, у) +47 (о, у) (91.30) 
表示 一 个 实 部 为 未 知 的 调和 画 数 О (а, у) ЛЕНЕ В К. О (е, 9) 
ПОЗИ У (т, у), 一 般 讲 来 , 是 多 值 的 , 因此 , ИЖ BG) 亦 是 
多 值 的 ,但 是, 如 众所周知 , 画 数 


确 是 单 值 的 @@ (由 画 数 也 的 单 值 性 得 出 ) ， 而 对 很 大 的 |*|,， 由 于 也 


@ Инне, у Ен В 的 在 无 穷 远 处 取 值 雳 (根据 这 个 问题 的 条 件 ) 的 解 的 
实 部 . | 
Ф цо е ВВЕ адр ПРА 
时 , ЖИТ (2, у ЕСН ЧА, ЧААН ЕЭ), АЛЬ 
о Л @y (2) 回 到 原来 的 亿 。 
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的 有 界 性 ,有 ， | 
Ф' (2) = 0(5). (91.31) 
我 们 将 假定 在 所 有 的 端点 处 ， 亦 就 是 ， 当 t=ax, Dx 时 , 了 *(4) 
=} (© (这 才 明 未 知 画 数 U 的 边 值 是 连 贰 的 ) ,我 们 又 引进 由 公式 
(91.5) ИЕ КВНе 7 (©) ,9 的 来 对 花 ; 那 么 ,根据 所 起 的 条 件 , 我 
们 有 
У (ay) =f + (ав) =} (а), 
РО) =) =, 
9 (ак) =9 (6) =0, 
k=1, 2, .…, р, 
另外 ,我 们 将 假定 画 数 7(t), f(t) 是 属于 Н" 类 的 ， 从 而 
РО), жа Не. 我 们 要 求 画 数 对 (2) 是 分 区 全 
ЖЕНУ ®. 
这 样 一 来 ,我 们 得 到 了 关于 画 数 Ф' (2) 的 问题 А, 井 且 在 现在 
РО), Жу), ОШЕН. 
应 用 公式 (91.13a) ,我 们 得 出 
© =) 80 оа а, К 
ne nt 
VBR() ? 
其 中 R(2) 由 公式 (91.9a) 确 定 , 又 其 中 根 式 应 该 按照 在 85 中 所 
述 来 理解 ;01，0C2,…，0r-1 表示 一 些 实 常数 .为 了 保证 适合 条 件 
И 可 Cz 切 ， 对 很 大 的 15|， 可 以 展 
РЕНН: 
(в, у) =щ+ Я (ak сов Е Въ sin А0) rk (е=те®), 
НН ЯНКИ ||, 有 
Фе) =0 47 ооо $ бав) гк, ФФ =0(-,). 


© ”可 以 认为 这 种 假定 是 合理 的 ， 因 为 我 们 看 到 ， 这 种 形式 的 解 是 存在 的 ; 从 
Dirichlet 间 题 的 叭 一 性 可 以 知道 ,我 们 并 次 有 丢掉 任何 别 的 解 ， 


(91.32) 


(91.33) 
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(91.31) ,我 们 在 (91.38) 的 最 后 一 项 的 分 子 中 取 次 数 为 p 一 2 的 多 
项 式 , 而 不 取 次 数 为 p 一 1 的 多 项 式 ,这 是 因为 容易 看 出 ,前 两 项 是 
适合 条 件 (91.81) 的 ,对 于 第 一 项 ,这 是 显然 的 ;至 于 第 二 项 , 则 它 
在 无 穷 远 点 附近 楼 z 的 降 竹 的 展开 式 中 „272 的 系数 为 
(и CE 
因此 ,根据 (91.32), 这 个 系数 等 于 零 , 于 是 ,第 二 项 亦 是 适合 条 件 
(91.31) 的 . 
ФОРМАХ 
Ф(2) -| Ф' (2+0, 
我 们 就 找到 Ф(2), 其 中 的 0 可 以 理解 为 实 常数 . 
为 了 确定 常数 Q1,，0s, …, О, 1, О, 我 们 有 下 列 р 个 明显 的 
ЖЕФ: 
Во | Ф' (2) О = ў (о). (91.84) 


积分 可 以 沿 着 任何 一 条 与 工 不 相交 的 路 径 从 0 到 a 来 积 , 例如 ， 
”可 以 沿 着 0w 韩 的 左边 积分 [此 时 ,在 积分 号 下 必须 取 Фа. 

容易 看 出 ,条 件 (91.34) 是 关于 01, О, …, Орд, Ср ЛЖ 
性 方程 的 方程 租 ， 我 们 证 明 , 这 个 方程 租 总 是 单 值 可 解 的 ， 依 据 
Dirichlet 问题 的 唯一 性 定理 ,这 是 容易 证 明 的 , 但 是 ,在 这 里 我 们 
引进 另 一 个 简单 而 又 直接 的 媳 明 ,这 个 证 明 亦 是 由 М. В. Келдыш 
和 Л. И. Седов ПЛАНУ. 

我 们 来 讨论 对 应 于 方程 租 (91.34) 的 齐 次 方程 粗 ; В Л (Ф 
—=9(#) 一 0, 我 们 便 得 出 这 个 章 次 方程 粗 ,于 是 ,这 个 齐 次 方程 租 具 
有 形式 


a Ob?-2+ O63 十 Co 
pl =0, (91.35 
Ве | /ER 4+0-=0, (91.35) 


b=1, 2, 7, 2, 
Ф Жасай, 7+ (ар) =Г (аа) = (ак). 
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因此 ,我 们 容易 得 出 
| Cat-2 十 Oo 加 -3 十 十 CO 
by "в 
Е=1, 2, .…, р-1. 
所 以 , 在 每 一 条 粮 段 brarr1 (这 种 瘘 段 共有 p 一 1 条) 上, 多 项 
КОР ОР --.--0,: 至 少 应 该 变 号 一 次 ,于 是 , 它 应 该 有 
不 少 于 p 一 1 个 根 ;但 是 , 仅 当 01=0s=…==0s-1=0 时 ,这 才 是 可 
能 的 .由 此 显然 ,又 有 C=0. 
因此 ,对 应 于 (91.34) 的 齐 次 方程 粗 没有 非 堵 解 . 于 是 , 它 的 
行列 式 不 等 于 雳 ,从 而 ,方程 粗 ( 电 .34) 总 是 单 值 可 解 的 . 


2-1 1—0, (91.36) 


$92. УТИ АП ТЕНЕ РАЈА А Е А0 
Dirichlet 问题 及 其 他 类 似 的 问题 


完全 类 但 地 可 以 解决 上 一 节 中 的 问题 A、B、0 在 区 域 $ 是 用 
某 个 加 周 上 的 有 限 多 条 又 而 荐 开 的 于 面 时 的 情形 .利用 一 个 简单 
的 反 滨 变换 @ 可 以 将 这 种 情形 归 千 为 上 一 节 中 的 情形 ， 但是, 用 
一 个 与 上 一 节 所 指出 的 类 位 的 直接 解法 ， 可 以 更 快 地 得 出 精 果 . 
有 关 的 公式 的 推导 与 前 一 节 中 的 公式 的 推导 是 完全 类 似 的 ， 我 们 
让 茂 者 去 完成 这 些 推导 (参考 下 一 节 中 类 似 的 计算 ) ， 


593. 上 有 具有 间断 系数 的 Riemann-Hilbert 问题 


1° 从 应 用 的 角度 来 看 , 这 是 一 个 非常 重要 的 问题 @ , 我 们 把 
这 个 问题 叙述 如 下 (参照 $ 40): 
БЕ КУН, БОЕ 5+ 是 平面 上 由 工 所 
园 成 的 (有 界 或 无 界 ) 部 分 . 要求 根据 L 上 的 边界 条 件 : 
о Нана. Е. 
© Е ами ВНЕ б Ва ЛУ А; 参看 А. Л. 


Гольденвейзер #8311]. 在 A. В. Бицадзе 的 短 交 [3] 中 , 粉 内 了 对 于 混合 型 偏 微 
分 方程 理论 中 一 类 重要 半 题 的 应 用 . 
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а(#)и+ (vm, ` (93.1) Ф 
来 找 一 个 在 5+ МЕРИ, и АНИ НЕЕ Г НЕ 
(在 这 条 国粹 的 一 些 已 知 点 сд, Са, …, с, 处 可 能 除外 ) 的 画 数 吕 2) 
一 4 十 纪 0， 而 在 点 с, (Ё=1, 2，…，2) 附近 


[Ф (2) [< a 一 常数 <1, (93.2) 


第 数 _ 
12—01° 
ТЕ (93.1) Фй о (2), 5(2) Же) ДЕГ ЕЖЕ сз, ea，…，oc 来 讲 
都 是 Но же, ЗВ, ЕНЕ Г ЕДЬДЕЖЬН а? (В) +0200) 
+09, 

ЗАРЕ ле Е 工 是 适合 Ляпунов 条 件 的 . 

正 象 在 $48 中 那样 ,利用 保 角 映射 可 以 把 这 个 阅 题 归 业 为 8+ 
是 图 域 的 情形 @， 我 们 现在 笠 论 这 个 情形 . 

2% 于 是 , 假定 工 是 图 周 |z| =1, S+ 是 图 域 |z|<1; 我 个 用 
S- 表 示 区 域 |?|>>1. 

ДЕ $8 41, 48 及 83,2° 段 中 的 类 果 答 出 以 后 ,所 提出 的 问题 的 
解 儿 乎 是 显然 的 了 . 因此, 我们 只 需要 作 一 些 简要 的 部 明 @. 

正 象 在 8 41 中 那样 ,我们 把 8+ УЖИНА Ф (2) 拓展 到 区 、 
域 S- 内 ,使 得 对 于 S- 及 5+ 中 所 有 的 z, 都 有 


$, (2) = (2) =Ф(8). (93.3) 


正 象 在 $ 41 中 那样 ,这 可 以 导出 和 Riemann-Hilbert №18 (98.2) 
相对 应 的 联 精 问题 : 


Ф 和 原 书 不 同 , 挡 中 文 习 惯 此 式 与 下 式 号 码 对 调 了 。 一 一 衣 者 注 
Ф 对 于 阐 断 点 oj 来 讲 , 后 一 个 条 件 通常 应 识 按 照 下 述 意 义 来 理解 : 
а? (с; 0) 十 D2(cj 士 0) 0, 

@ 根据 在 $43 амт, ЕАН, 我们 对 工 所 加 的 一 些 条 件 保 证 了 ， 当 
保 角 映射 到 图 域 上 时 ,所 讨论 的 画 数 仍 然 保 持 所 要 求 的 性 质 ， 

Ф 据 我 所 知道 ， 在 别处 工 没 有 看 到 过 本 书 还 文 所 和 给 出 的 这 个 问题 的 完整 解法 。 
ДЕ Е. Noether 的 玲 女 [ 匡 中 考虑 了 一 个 特 丈 情形， 但是, 这 位 著者 就 过 这 个 特殊 情形 
的 合理 解法 都 没有 能 输出 。C. Л. Соболев [1] 用 了 与 本 书 不 同 的 方法 答 出 了 另 一 个 特 
别 情形 的 合理 的 解法 ( 畏 载 本 书 第 一 版 中 所 做 过 的 脚注 ) 。 


ПІ. авас аР О ЗНАНА ААР = 415 


(2+4) Ф+ (Р) + (а 46)Ф- (8) =9е (93.4) 

或 者 
Ф) -G0 D0) +49), (93.5) 

其 中 


和 在 $ 80 中 所 讲 过 的 完全 类 似 ( 亦 可 以 参看 $ 83), 我 们 可 以 
把 所 讨论 的 Riemann-Hilbert 问题 所 有 的 解 分 成 类 ， 归 进 h(e1， 
С», ***, ба) 奖 的 解 在 已 给 的 普通 结 点 ca cea， …, со 附近 是 保持 有 
界 的 . 

正 象 在 883[ 公 式 (83.9)] 中 所 指出 的 那样 ， 根 据 已 给 的 解 类 
来 选取 当 t ЖЕ 0; 时 画 数 G 的 的 幅 角 的 跃 度 ,所 讨论 的 那 类 的 指 
标 x 就 由 公式 


к=. Па (О-о [arg Gs 


1 a—ib 
Е Рух | (98.7) 


答 出 .我们 总 把 比值 207. СЕРР 000) 之 幅 角 的 跃 度 理解 


оо оо е 2 


ЛИ СОНЈ ТЕРАН, ЗЕВС x е рдЕ А Я, ОКАТ р 
ЗФ. 

假定 Х (2) ел (93.5) ЕЕ, 2 А (сз, ез, ++, са) 的 典 则 
В, ЕН РАЯ 


Хх, (2) -х(2)-әх (ә; (93.8) 


Ф инва, 90 призер а – ВАЛЕ 


ТЕН Е, ВИА АЕ Да НЕ НОЕ оҳ оу 时 4 一 记 的 幅 角 的 跃 度 ， 
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如 果 现 在 按照 在 $ 83 中 公式 (83.16) Ф 后 面 接着 所 指出 的 那样 来 
理解 表示 式 : | 


[9 (91 =iarg| 一 入 < 二 人 |- 59, (93.9) 


2. ВНЖ Х (2) 可 以 确定 精 侈 到 仅 差 一 个 实 的 常数 因子 ,并 且 可 
以 根据 公式 (44.9) ~ (41.11), (41.18), (41.14) 98. 
№4 „>08, Н (938.1) Хе (+) =О 4 1 ВО Е К Влетато- 
Hilbert 问题 在 已 答 类 的 一 般 解 ,由 公式 
Ф (2) = Х (2) (ОО --. О) . (98.10) 
н, Н Со, Съ, ---, С, 是 一 些 用 关系 式 
С,=0,_% (93.11) 
联系 的 常数 ， 正 象 在 $ 41 中 那样 (区 别 仅 在 于 在 此 处 * 可 能 是 奇 
数 ) , 这 些 常 数 不 受 别 的 限制 . 与 此 同时 , 正 象 在 $ 41 中 那样 ， 当 
р 个 已 从 美的 闪 作 无关 胡 (六 外 无 关 
性 正好 按照 在 $ 40, 2° 段 中 那样 来 理解 ) ; 当 и 一 荆 时 ， 齐 次 问题 
БРВ. 


оо ооо ооо о г 


ава, 

обо) ов 940-0, 1-0, 1, =, 3—1, 

> (98.12) 
[Гобефятю-0, bl 2 

о 


2 
мдаа, 


Ф 在 我 们 的 情形 下 ,在 公式 (83.16) 中 ,应 就 假定 4 二 0, 并 且 取 上 面 的 符号 。 
Ф 在 这 种 情形 下 ,我 们 有 与 $ 41 中 同样 的 公式 ， 
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[ос боон (6+2) аво, на. 
| 008) с) (4+) 46 0, о 2 
(93.18) 


这 里 0(8) 表示 正 象 在 8 41 + [АА (41.22)] 那样 确定 的 实 
图 数 ， 


so) воле 2 д0, 


Q(8) = EE ‚ (98.14) 
但 是 ,对 9 (9) 应 作 如 下 的 说 明 : 在 $ 41 中 根 式 V аз (9) ЕР (9) 前 
面 的 符号 是 无 关 紧 要 的 ,这 是 由 于 在 那 时 这 个 表示 式 在 Г ЕН о 
灶 变 化 的 , 并 且 保 持 同 一 个 符号 ， 而 在 现在 所 讨论 的 博 形 下 却 并 
不 是 如 此 ， 因 此 ,在 现在 应 该 指出 ， 


4 
+ а2(8) +5209) = (2+4) = (2+4)е?, 
其 中 
一 arg а—15 
2+6 ? 


ЕН. Ту ©, НУ, НЯ w 必然 发 生 在 前 面 紧 接着 \93.7) 以 
后 所 讲 过 的 变化 . 

我 们 还 要 写 出 原来 的 非 齐 次 问题 (98.1) ЖЕ Е, А Э № (ел, сз, 
…， бд) 的 解 之 公式， 这些 公 式 有 与 $4 竺 中 的 同样 的 形式 。 

84 >20 时 ,问题 (93.1) 的 一 个 特 解 由 公式 


_х@ сі 
DL) 让 (Ti) FG 


1% сф 
+2 "| а) Er GG з} 


2% Х (2) 17% с а} 
7924. |, (а+40) Х+® 1 (93.15) 


524 х9 —1 8, (唯一 的 ) 解 由 公式 
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_Х@ с аі 
т = |, (0145) Х+0) 05) (98.16) 
Н, 24и —2 Ву, ЈЕ ТЕВЕ (98.12) иж (98.13) В, 
才 有 解 . 
我 们 单独 地 指出 , 当 %x=0 时 , 答 出 ( 特 ) 解 的 表示 式 : 


、_ Х (2) с аі 
$= лб |, (а 15) ХФ (2—2) 
_ ZX) | с і 
22% (а) Х+ (0) * 


(98.17) 


我 们 可 以 沿用 842 №383, 3° 段 中 所 引进 的 记号 . 由 于 和 上 面 所 
讲 过 的 几乎 是 完全 类 似 的 , 因此 , 我 们 只 须 推导 最 终 的 公式 , ЕВ. 
作 一 些 简 要 的 说 明 ， 

个 平面 5+ 上 的 Riemann~Hilbert 问题 的 提 法 和 1 工 Е 
法 是 完全 类 似 的 ， 如 果 把 边界 DD (Эса) 上 的 无 穷 远 点 归 人 结 点 ， 
那么 ,对 于 这 一 点 , 条 件 (93.1) 应 该 这 样 来 理解 :对 很 大 的 |z|， 有 
[$ (2) | 过 常数 "|z|*, а= В <1. 

正 象 在 8 42 中 那样 , ЗИМЕ НОВИН ВТ НЕВЕ 
车 问题 (938.4) 或 者 同样 的 问题 (93.5) ,其 中 在 现在 边界 是 直 糖 也 ， 
而 解 应 该 适合 条 件 : — 

Ф(2) =Ф(2), 

并 且 解 可 能 除了 在 某 些 结 点 的 邻 域内 外 处 处 都 是 有 办 的 . 

В. А (са, са, …, ед) 类 的 指标 由 公式 


“= [ln 9091, (98.18) 
确定 ,此 处 ,仍然 有 , 
а — 
90 = – ар ? 


而 In G (的 值 应 该 按照 在 $ 83, 3° НУЖЕН; АСБ 
理解 公式 (98.18) 可 以 参看 在 3 83, 3° 段 同样 的 情形 ,以 及 参看 同 


ш. оаа И ЕЖЕ 9 
一 节 中 末 昆 的 注释 整数 и 可 以 是 偶数 , 亦 可 以 是 奇数 . 
我 们 用 公式 [参看 (83.20) , (83.21)] 
ко}. ， 5268, (93.19) 
(ee 当 zE 8-, 
来 确定 联 车 问题 在 已 给 类 Љ (сз, а, …，6g) ИАН Х (2), Ж 
中 在 这 一 次 有 


2+tif 1 600) 2-4-6 Oat 
го | + |, ЕР YY 


255 
90) = (#9) 90 = (2%) “— (98.90) 


р (#4) (0—2) 了 一 


1—4 4-19 ? 
90 -arg 900 ~arg{ (4) в, (98.21) 


并 且 在 后 一 个 公式 中 的 幅 角 应 该 按照 所 考虑 的 解 类 并 根据 在 
$ 83, 8° 段 中 所 加 的 条 件 来 选取 . 用 у 表示 暂时 是 任意 的 常数 ， 
为 了 化 篇 下 面 的 公式 才 引 进 这 个 常数 . КАЛЕ, 可 以 这 样 求 选取 
这 个 常数 ,使 得 全 (2) = ГО). 容易 看 出 ,为 此 只 需 合 


OL 
一 = |, 1+2 
就 够 了 ,因此 ,最 后 有 
2 Ө(а _ 1 (ра 
г = = ао (62) |, 1+? 
工人 Ts CLOKi | 
рее | 1—2 (98.22) 


对 这 样 选取 的 人 (2), ТЕТЕВЕН НОНЕ ЗБЕ (8 42), 
我 们 有 


хо-(=)'хо. (98.28) 


34 и20 时 , 齐 次 Ветапл—НИе ЕДЕ) — ЖЖ, 
由 公式 


420 , 第 四 章 一 般 情形 下 的 联 和 铺 问 题 。 某 些 应 用 


оО) 00 о, (5) 


Н, Оо, O04, …, О, 是 一 些 适合 条 件 
Cr— Oy (93.24) 
的 任意 常数 . 24 и — 1 В, ЯР ТЕБА кр ЗЕЯ. 

当 x 关 一 上 时 ， 非 齐 次 Riemann-Hilbert 轩 题 在 已 答 类 中 对 每 
一 个 右 端 6 人 都 是 可 解 的 ; 特别 是 , 当 х= -1 时 ， Банан 
№. 当 x 和 一 2 时 , 当 且 仅 当 适合 下 述 条 件 时 , 这 个 问题 在 已 给 类 
中 才 有 (唯一 的 ) 解 ,这 些 条 途 是 由 条 件 (38 .24) 沟 过 某 些 简单 的 变 
换 后 得 出 的 : 当 x 是 偶数 时 ， 


| Qe eos2 hidi=0, b=0, 1, 9-1, 
(93.25) 
| oemmaHu-0， 6-1, 2, 一生 -1 
34 х 是 奇数 时 ， 
|,2 Wooos(2h + Did=0, . Ка 
60,1, Е, 
|, 00009 = (hr Did=0, 
(93.26) 


在 这 些 公式 中 arg (+9) = —атр (2—0) ‚ПО НЕ 


14 +1 Oat 
= ея $, ; 


00 ~ TI T° 
(93. 97) 
关于 在 上 式 中 根 式 前 面 的 符号 的 选择 ， 可 以 参看 在 上 一 段 中 紧 接 
着 (93.14) 之 后 所 讲 过 的 . 
和 所 考虑 的 Riemann-Hilbert 问题 对 应 的 非 齐 次 联结 问题 
的 一 个 特 解 , 由 公式 [参看 (88.22)] 


_ Х@[ = gat 
$C) =й |, +18 Х+@ 02) (98.28) 
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ЖН. 当 x= -工时 ,这 个 解 亦 是 Riemann-Hilbert ХЕ 

的 (唯一 ) 解 ， 当 x 之 0 时 ,Riemann-Hiibert 问题 的 特 解 之 一 是 
569 +$01; 

再 加 上 章 次 问题 的 一 般 解 ,我们 便 得 出 这 个 Riemann-Hilbert [8] 

题 的 一 般 解 . 

з x 所 一 2 时 ,如 果 适 合 充分 和 必要 条 件 (93.25) 或 者 (93 .26) ， 
那么 ,我 们 便 由 公式 (93 .28) 答 出 Riemann-Hilbert 问题 的 (唯一 ) 
解 . 

注释 ”如果 无 穷 远 点 不 是 间断 点 ， 和 那么, 和 8 83 末尾 注 程 中 
所 述 完 全 类 似 , 上 面 所 得 出 的 公式 可 以 加 以 简化 ; 对 G( 一 00) 一 G 
(+ece)， 而 9( 一 co) 关 9( 十 ce) 的 情形 , 亦 是 完全 类 似 的 . 


$ 9， 特殊 情 形 : 全 和 纯 画 数论 中 的 混合 问题 


假定 在 一 条 封 阴 的 Ляпунов Ш 7 ЕЕ Г НАЖАВ 
ВОК G101, абз, “0 а, (在 L 上 循 着 正方 向 依次 多 过 点 9, в, 
аа, ба, ,又 假 定 要 求 根据 边界 条 件 : 


а=) ЛЕМ, 9*=9@ ФЕ" Ы, (94.1) 
ЗУЕВ" ПЕНИИ ФО 一 & 十 和 ,这 里 70, 209 


ооо оо фо 


5, рвы Ш ДНЕ 荆 的 此 余部 分 ， ль, | 
ТГ ЕЯ Ва.) =1, 2, +0, р) 的 全 体 ; ар: 是 指 41; 正 象 在 上 
一 节 中 那样 , 我 们 假定 , Ф (2) 可 以 连续 拓展 到 二 上 可 能 除了 点 а, 
及 5; 以 外 的 每 一 个 点 上 ， е Ф( 分 别 适 合 不 等 式 : 
1 1< тта а= 91. 
(94.9) 


常数 ` 
02) 1 < а, |’ о =, 

这 个 辣 题 是 前 面 所 讨论 过 的 问题 : 
ар b(t=e(t) (94.3) 
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«Ф-Ь 0-0, (0-70 在 DV， (94.4) 
а(0) =0, 6(Ф=р—1 е(0) =900) ЕГ" Е 
时 的 特殊 情形 . 

亦 象 在 上 一 节 中 那样 ， 利 用 保 角 映射 可 以 把 这 个 问题 归 糙 为 
Ави. 因此 ,我 们 可 以 假定 Г. 是 圆周 |z| =1, 而 S+ 是 圆 域 
= 0А НВ 

Е ЬЕ, ЗЫ ОВЕН ЭСЕКЕ 
问题 (9-45) ++ (а-6)$-=0. ДЕ Г Е) 在 已 输 类 中 适合 附加 
条 件 

-Х,( == Х (х) (94.5) 
的 典 则 解 于 (z)， 在 是 前 的 情形 下 ,后 一 个 问题 具有 形式 : 
Ф(р-+Ф Ф=0 在 LW 上 
Ф+( –Ф-(0) =0 在 LI" 上 

(94.6) 中 的 第 二 个 条 件 说 明 , L" 不 是 画 数 ФС) 的 跳跃 曲线 ， 

РЕНО НОО ГВ 


(94.6) 


№ ох 


бза аала, тонна: 
$ 0-00 =-0 ЖЕ2 Б. (94.7) 
这 个 问题 在 $ 85 中 我 们 已 元 解 决 过 . 
为 了 确定 起 见 , 我 们 将 在 最 大 的 类 ( 亦 就 是 ,在 加 类 中 ) 来 找 
ны 
х= 
其 中 C 是 异 于 雳 的 任意 常数 ,而 
во) -Ho) G5); (94.8) 
根据 在 $ 85 中 所 加 的 条 件 ,我 们 可 以 认为 ,对 很 大 的 |, 有 
„В (2) == Коц? і. (94.9) 


уату 


ПТ. НЕЕ И — ИАС ВТАА Н = 423 
与 此 相应 ,我 们 可 以 把 


00) = іт а}, М (94.10) 


ЫХ Е (г) 上 述 的 一 个 分 枝 当 z==0 时 的 值 ， 注 意 到 а,=ау", 
6, 二 571, 我 们 就 得 出 


_ 万 / 工 у 1 1 1 1 _ В(2) 
В, (2) 8) ИС а; Є =) ау, 
容易 验证 ,由 此 可 以 得 出 
_ УВ@_ 
[VRG) ], PR 
这 里 根 式 按照 蜀 地 所 讲 的 意义 来 理解 ,这 意味 着 


б 0/8 (0) 0 jme,, 
Уве. VERG) "080 7Х®. 
(94.11) 


Х, (2) = 


因为 在 目前 的 情形 下 ,指标 
я=яо=ф (94.12) 
(这 是 由 于 我 们 知道 Х (2) 在 无 穷 远 处 的 阶 数 等 了 于 一 x) , 因此 ,如 
Фит 


0.0 —1, 
那么 ,关系 式 (94.5) 是 适合 的 ， 
我 们 引用 记号 
VE = 人 1 а,Ь, а, (94.13) 
其 中 а 为 实数 . 那么 ,我 们 显然 可 以 取 
0-2-0). (94.14) 


ЗЕ, ре ВСЕ Н (94.7) ТЕ № 类 的 满足 条 件 (94.5) 的 典 
则 解 由 公式 


У) е 
О-о УЕ (94.15) 
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答 出 ;这 个 画 数 同时 亦 是 齐 区 联 精 问 题 (94.6) 所 要 找 的 典 则 解 . 
因此 ,根据 在 上 一 节 中 所 迄 , 齐 次 混合 问题 ( 它 是 从 (94.1) 取 


7@) 一 0, g(t) 20 而 得 出 的 ) 在 加 类 的 一 般 解 ， 由 公式 


(2) ЕИ +0) (94.16) 


В, Сь 0, 0 是 (一般 讲 来 ,是 复数 ) блар 
вех | 


Cry=O; (3=0, 1, +, р) (94.17) 

联系 ,并 且 再 不 受 任何 别 的 限制 . 

得 出 了 而 数 Х (2) 和 齐 欢 习题 的 一 般 解 (94.16) 之 后 , 依据 上 
一 节 中 的 公式 (93.15) , 我 们 立 可 写 出 原来 非 齐 次 问题 在 加 类 的 
一 般 解 : 亦 就 是 ,公式 (93.15) 答 出 非 齐 次 问题 的 某 些 特 解 ;由 这 个 
公式 所 给 出 的 特 解 再 加 上 齐 欢 问题 的 一 般 解 (94.16) ,我 们 便 得 出 
原来 问题 在 Љо 类 中 所 要 找 的 一 般 解 . 

但 是 ,如果 取 指 标 为 雳 所 对 应 的 类 中 的 解 当 作 特 解 , 那么 ,我 
们 就 得 出 一 般 解 的 更 简单 的 表示 式 . 

Фп, А (аз, а», --, а,) 类 便 是 指标 为 雳 的 类 , 这 类 中 的 解 在 
端点 dz，4s，…， 处 是 有 办 的 ,而 在 端点 а, 0s,…, bp 处 则 可 能 
是 无 界 的 ， 齐 次 联结 因 题 (94.7) 对 应 的 典 则 解 显然 是 


_ В. (2) 
Z(2)=0 Be 


其 中 
в@-Ие-), Bt) -He-0). 094.18) 
根据 § 85 中 所 加 的 条 件 ,把 上 述 根 式 理解 为 使 得 


МЕ. оо 


b 


的 一 个 分 枝 . 


Пп. 调和 画 数 答 中 对 于 某 些 区 域 的 一 些 基本 边 值 问题 的 有 数 解法 425 
和 前 面 类 似 地 ,我们 售 


М9 (д ае, (94.20) 


双 合 


那么 ‚В (а, a) -”*, аъ) аЛ Н 


= А а (94.91) 


适合 条 件 
2,00) =# (2). 
与 此 同时 ,根据 上 一 节 中 的 公式 (98.17), 原来 的 非 齐 次 问题 
的 一 个 特 解 四 (2) 是 | 
ys) 1 ив.@[ VBEG) А0) 
2 УВ 0 УВ, #2 


_1 УВ,0)( Уво вой 
224 У), УВ +’ (94.22) 
这 里 已 合 
ОГФ 在 VW 上， 
0 =} 0) 在 Zr 上 (94.23) 
К: ХО Њ В, (© „№ (2) 4. (В, (2) 
в.) Ув, 理解 为 EC гу в) 在 4 上 从 左 全 
( 亦 就 是 ,从 工 的 内 部 ) 而 取 的 值 . 
由 公式 
Ф (2) =9 (2) +55 (2), (94.94) 


我 们 得 出 原来 问题 在 № 类 的 一 般 解 ,这 里 (2) 由 公式 (94.22) 答 


出 ,而 B62) 是 由 公式 (94.16) , (94.17) 确 定 的 . 
我 们 还 指出 ,h(a ca，…，4p) 类 的 一 般 解 显然 可 以 由 公式 


Ф-Т +06 人 ве (94.25) 
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н, Н С 是 实 的 任意 常数 . 


$95. 半 平 面 上 的 混合 问题 . М. В. Келдыш 
ЖИЛ. И. Седов 公式 


假定 在 实 轴 Оф БАВЕ ЖВНЕ ВЕ 4jb;, j 一 1， 
2,…, P( 假 定 а:< 0. <аз< <). 我们 用 Р ОЗЕРЕ) 
全 体 ,而 用 D" 则 表示 实 珊 上 的 其 余部 分 ,因此 , О" 是 由 一 些 有 限 
长 的 线段 b)4y11(7 一 1，2,…, р 1) ЖЕК ВЕРЕ” Бла: 构成 
的 ,而 0,0, 由 两 条 个 直线 bp<z<ece 及 一 co<z<oa 构成 .在 我 
们 的 情形 下 ,我们 将 混合 问题 叙述 如 下 : 

要 求 根据 边界 条 人 

w= 了 f(t) ОЕ, о*=90) 在 D' 上 ， (95.1) 
Е НОВИ 
Ф (2) =% 十 多 ;我 们 假定 , 在 吃 附近 (我 们 用 р-р’ р" 表示 整个 
ЗЕ), ЛИН Ф(2) 适合 和 上 一 节 中 的 画 数 5 (2) 所 适合 的 同 
样 的 条 件 ,又 假定 ,已 知 画 数 了 (和 9 分 别 在 D' 和 D"[ 包 括 无 
穷 远 点 在 内 (8 19)] 上 适合 互 Ж, 

利用 我 们 常常 利用 的 分 式 线 性 变换 z+4= — (6-4-0) 71, 将 上 
一 节 中 的 公式 作 简 单 的 变更 ,我 们 立 可 得 出 这 个 问题 的 解 来 . 

但 是 ， 利 用 与 在 上 一 节 中 应 用 过 的 略 有 不 同 的 但 是 完全 类 似 
的 方法 ,我们 可 以 得 出 更 为 简单 的 结果 .由 于 这 些 方 法 彼此 是 类 
似 的 ,因此 我 们 只 需 作 一 个 简单 的 说 明 吕 . 

与 我 们 的 问题 对 应 的 齐 欢 问题 具有 形式 : 

ФА ЮФ Ф-0 在 DP 上 ， 


(95.2) 
ФУ (0) —Ф- (1) =0 在 D Б, 
РЕН. ЖЕНУ АН ВЕЛ: 
Ф(2) = Ф(2). 


Ф ЖЕНЕФ. Д. Гахов [3], [4] "А ЖЕНА А. 


HT 


П. БАНЕ ар Ве РКАН 407 
ЕРЕ 


1 
х0 уту ' (95.3) 
Е а Еа Ч 
вә = е0) (2—3); (95.4) 


”把 MEG) 理解 为 在 沿 着 D' 而 割 开 的 平面 上 是 全 纯 的 ， 着 县 在 
z 一 co 附近 有 . 
MV RG) = 29 4-оџ? 1 二 (95.5) 
的 一 个 分 枝 ; 5 (95.5) ИР В (2) 在 Оз В Е #> В, 时 取 
正 值 . 

容易 看 出 , Х,(0) = Х (0) = 于 (2z) .我 们 不 把 这 个 解 是 做 典 则 
解 ,是 由 于 它 在 边界 DD 上 ( 当 з= оо 时 ) 成 为 零 的 阶 数 21; 但 是 ， 
在 这 里 我 们 可 以 完全 象 利用 典 则 解 那样 来 利用 它 。 亦 就 是 , 容易 
Я, 由 (95.1) 70) =9(@®) 一 0 而 得 出 的 章 次 辕 题 在 类 的 一 
般 解 ,由 公式 


Со? Су-14 --. +0, 
МВС) 

和 给 出 , ЖФ Со, С, ---, С 是 实 的 任意 常数 . 
正 象 在 上 一 节 中 那样 ,我 们 现在 来 找 冉 题 (95.2) ЖЕ А (01, аа, 

-.., а) 类 的 典 则 解 Z (2) ， 这 样 的 解除 了 差 一 个 常数 因子 而 外 显 


Ф,(2) = 


(95.6) 


Z (2) = 1а о ， (95.7) 


其 中 
в0)-Це-а), Б -[ 2-00, (95.8) 


В, (2) _ МВС) 3 wt 入 р)! н78 |=] 
пу 0 УС) 理解 为 在 沿 荐 D' 而 荐 开 的 平面 上 是 全 纯 


的 ， 井 旦 在 无 穷 远 处 取 值 1 的 那 一 个 分 枝 ， 在 这 种 情形 下 2, (2) 
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-2(2-=2(2). 

原来 问题 (95.1) 的 特 解 之 一 多 (2z) 由 公式 [与 (42.19) 作 一 比 
81] 


(2) = 2. № В, (2) | мВ, (0) . РФ (95.9) 


Въ) Ji У В) 1—2 
给 出 ,其 中 
1® 在 D' 上 ， 
h(t) = (19 在 Dr 上 (95.10) 
м В ($) У > Ч / В,@) Е 
ив 二 理解 为 当 * 从 上 宇平 面 而 趋 于 а 2) 所 取 的 
В, (2) У В, (2) 
вое даза ЕО 的 倒数 
这 样 一 来 ,原来 固 题 (95.1) 在 h 类 的 一 般 解 由 公式 
Ф(2) = AOPS A (95.11) 


вн, {Фо у РЕНА (95.6) К (95.9) 确定 的 函数 ， 
[8] АДЕ А (03, @>, ***, ao) 类 的 一 般 解 由 公式 


_ V BG) 
Ф (2) = (2) +С Ув.) 
葵 出 ,其 中 CO 是 实 的 任意 常数 
在 这 一 节 中 所 得 出 的 一 些 公式 都 是 M. В. Келдыш 和 Л. И. 


Седов 的 公式 出 


@ М. В. Келдыш #1 Л. И. СедовГ1]; Л. И. СедовГ1]; 亦 可 参看 A.Signorini 
133. 


第 五 章 
在 一 般 情 形 下 的 奇异 积分 方程 . НИЯ 


在 这 一 童 的 第 一 部 分 办 , 我 们 要 论述 具有 Qauchy 型 积分 的 
奇异 积分 方程 当 其 积分 路 径 是 任意 一 条 逐 段 光 沸 曲 米 ， 而 对 应 的 
特征 方程 (参看 $ 96) 的 系数 可 以 是 间断 的 , 不 过 这 些 系 数 应 蔽 是 
属于 Но 类 的 情形 时 的 理论 . 我 们 移 定 称 这 种 情形 为 一 般 情 形 . 

在 我 们 此 处 所 令 述 的 那 种 形式 下 ， 这 一 种 理论 是 由 著者 的 论 
35 [6] ЗЕ, РЕНЯЕ Н. И. Мусхелишвили 和 Д. А. Квеселава 的 
СПРУТ ЕЖЕ. ЕЕ СЕВ, ВЕТ 
解 的 相 联 的 类 的 概念 , 并 且 证 明了 在 $102 中 将 要 导出 的 那些 基 
本 定理 . | 

Жз, ВАН № „ЛЕ Е ЯН С но зада ПР АН 
ЖАЧБ НН ЈИ О. 但 是 , 把 下 面 的 叙述 和 上 面 提 到 
的 论文 作 一 比较 @ , 儿 乎 毫 无 例外 地 容易 得 出 所 有 的 革 果 ,而 那里 
的 证 明 也 差不多 可 以 逐 字 逐 句 地 移植 到 此 处 我 们 所 感 兴趣 的 一 般 
情形 上 ;基本 的 区 别 只 是 在 于 : 代替 在 8 22 中 所 推导 出 的 命题 ,我 
们 利用 在 $ 26 中 所 得 出 的 若干 更 为 一 般 的 命题 . 

Ф 在 $103, 2° 段 中 ,将 要 讲 到 当 积 分 路 径 是 一 些 没 有 公共 点 的 、 光 滑 封 时 国 粮 


的 全 体 , 而 等 征 :名 分 的 对 数 具有 (第 一 类 的 ) 间断 点 的 另 一 个 特 丈 情形 。 
@ ЕАМ ГЕИ. 
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在 W.J.Trjitzinsky 的 论文 [1 中 ,把 上 面 所 提 到 的 著者 的 论 
文 [61 中 的 竺 果 , 推 广 到 了 当 积 分 路 径 荐 一 些 可 以 有 有 限 个 公共 点 
的 、 封 阴 的 和 和 角 开 的 图 徐 所 构 破 的 情形 . 其 后 , Д. А. KBecexaBa"" 
把 前 一 著者 的 叙述 和 车 果 作 了 很 天 的 简化 , 井 且 也 把 H. И. 
Мусхелишвили 和 Д. А. Квеселава 的 论文 [1] 中 的 结果 推广 到 了 
ВВМ. 

ТВОИ Е ИН, ФТ 
知 ,这 些 和 结果 是 用 更 自然 和 更 直接 的 方法 得 出 的 ;后 一 种 方法 主要 
和 一 般 情形 下 的 联 灶 问题 (第 四 章 第 一 部 分 ) 的 求解 有 关 , 下 面 所 
令 述 的 理论 实质 上 依据 了 这 一 种 情形 下 的 联 略 问题 . 

在 第 二 部 分 由 ， 我 们 要 和 给 出 在 第 一 部 分 中 所 令 述 的 理论 的 其 
些 简单 应 用 .在 第 三 部 分 中 , 我 们 要 讨论 不 同 于 前 面 早已 讨论 过 
的 一 种 形式 的 奇异 积分 方程 。 而 在 第 四 部 分 中 , ФАН 
弹性 理 葵 中 天 个 重要 的 混合 问题 的 应 用 .最 后 ,在 第 五 部 分 中 ,我 
个 对 茶 些 别 的 精 果 和 推广 作 一 简单 的 介 阅 . 


І. 一 般 情形 下 的 奇异 积分 方程 


$96. 定义 记号 和 术 诈 


12 在 整个 这 一 部 分 中 , 如 有 果 不 作 相反 的 声明 , 荆 便 表示 一 条 
到 段 光滑 曲线 (8 了) 。 我 们 用 Гы, В=1, 2,，…, 卫 表示 构成 工 的 那 
些 光滑 弧 ， 而 以 оь, 2—1, 2, ---, р Жете Г боолт (包括 端点 
ЕР). М, 4, ЗЕ 二 上 的 点 . 

95 在 这 一 部 分 中 ,我 们 将 研究 形式 为 gq 一 的 方程 ,其 中 区 
是 由 公式 | 


Кр=А (к) (к) + 1 | К Co ) Р (а (I) 


所 确定 的 算 子 , 这 里 4( УК (о, 0) 表示 适合 一 定 条 件 的 历数 ， 


工 “ 一 般 情形 下 的 奇异 积分 方程 а 
我 们 现在 来 指出 这 些 条 件 . | 
ЖЕ, МНЕНИЕ АНИ РЕ ,而 利用 与 我 们 在 
第 二 章 中 用 过 的 类 似 的 方法 ,我 们 将 假定 算 子 区 可 以 天 成 下 述 两 
种 形式 之 一 : 


Ко=А)о() + В 2 ИСЕ 


+в, Do (а) 


_ 、 1f Вр) 
Kp=A(i) (6) +2 | 20091 


|, (к, Эра, (b) 
ИФ А(0), ВФ, #0, 2), Г, уж: ГЕЙ Но жж; 对 后 
РЕНО ЕЕ РАКОВИН КСЕ, (Н РЕ 
这 里 将 不 论述 到 这 些 . 
ДЕ 


в = К ($, 0) ? 
К (to, 0 2, Kl(i, # -В(#) 
; hk' (bo, 0) = тр 


ЗЫ ВО, В Я 有) 或 者 V(to, 0) 适合 上 面 所 指出 的 条 
件 ,那么 ,从 算 子 下 的 表示 式 () 之 形式 可 以 导出 形式 (a) 或 者 
(Ы). 

ЕЖЕ › ТЗ УВО Б (to, 0) Л (Ао, 引 ( 对 两 个 变量 ) 都 属 
于 Но, 那么 , 方程 (TD) 可 以 化 为 (a) ，(b) 两 种 形式 之 一 .但 是 ， 
由 于 这 个 假定 并 不 提供 任何 实质 的 简化 ， 而 只 会 贬低 一 般 性 ， 因 
此 ,我 们 不 采用 这 个 假定 . 

这 样 一 来 ,在 我 们 所 作 的 假定 下 , 一 般 讲 来 , 形式 如 (a) 和 (b) 
的 算 子 中 一 个 不 能 归 糙 为 另 一 个 .例如 ,我 们 用 上 面 把 形式 为 (I) 
的 算 子 化 成 形式 (a) 的 方法 ， 企 图 把 形式 为 (b) 的 算 子 化 为 形式 


В, t) = 
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(a) ,我 们 便 得 出 


доро) +20 ВОРОТ р Dp 


БА) +290) 60% 


я Е #— 


ў ТВ рда, д} ра 


mi 
但 是 ,一 般 讲 来 , 当 如 与 1 位 于 集中 在 千 点 0 处 的 不 同 的 Г, Е. 
О Е а 
3 今后 我 们 永远 把 奇异 算 子 理解 为 形式 为 (a) 和 (b) 之 一 的 
算 子 , 序 把 它 理 解 为 由 下 烈 公式 所 确定 的 两 个 算 子 К, КУ 中 的 一 


个 : 


Ко= =) +8 А ри 2), bto, Dp 
中 (96.1) 
Крл) | 20990 ак 2. | вора, 

(96.2) 


其 中 4(), ВО), Ва, to) 在 荆 上 都 是 属于 Н, 类 的 . 

我 们 现在 来 玉 明 把 第 二 个 算 子 ( 亦 就 是 ,形式 为 (b) ВВ) 
成 和 上 面 略为 不 同 的 形式 之 理由 . 

保留 在 $ 46 中 所 答 出 的 形式 为 (T) 的 算 子 之 相 联 算 于 的 定 
义 ,我 们 可 以 把 算 子 (96.1) 和 (96.2) 叶 做 是 彼此 相 联 的 算 于 ， 正 
象 在 第 二 章 中 所 研究 过 的 情形 那样 ， 相 联 的 算 子 之 问 以 及 与 它们 
对 应 的 奇异 积分 方程 之 问 彼 此 有 着 紧密 的 联系 。 因此 , 不 单独 地 
研究 形式 为 (b) 的 算 子 ,而 是 把 它 当 作 形式 为 a) 的 算 子 的 相 联 算 
子 来 研究 是 恰当 的 (为 了 不 增加 不 必要 的 术 咯 和 记号 ) 、 这 当然 一 
点 也 不 限制 一 般 性 ， 并且 尤其 合理 的 是 同时 考虑 相 联 的 算 子 是 不 
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ГВЕН. 
4 如 果 在 工 上 处 处 万 立 | 
А(0+В() +0, А00) -В(0) +0, (96.3) 
我 们 便 称 算 子 及 与 К 是 正则 型 的 算 子 ; 正 象 通 常 那样 ， 条 件 
(96.3) ЧЕТ с) 处 成 立 是 指 : 当 沿 着 任意 一 条 具有 端点 су К 
五 而 的 于 0; 时 ,40 十 BC) 和 (0) ВО) ЖАР. 
在 今后 我 们 总 假定 所 考虑 的 算 子 是 正则 型 的 算 子 . 


52 我 们 把 由 公式 


Кель) (в) ЕО 502 (96.4) 


所 定义 的 算 于 EK? 是 做 算 于 К 的 特征 部 分 ， 而 把 画 数 4 (to) ， 
В (6) 中 做 特征 部 分 的 系数 . 
如 果 我 们 用 表示 第 一 类 的 Fredholm 算 子 


к= 60, tp (Ddt, (96.5) 
ЖА НРК ри Ко лп Е 之 和 的 形式 ,部 
Kp—K°p+ky. (96.6) 


和 有? 相 联 的 算 子 及 "由 公式 


Корел) 60) 21| (96.7) 


确定 . 
与 此 相应 ,有 
ЕК, (96.8) 
其 中 其 ' 是 与 算 子 上 相 联 的 第 一 类 Fredholm 算 子 ,这 就 是 说 
Кр = |, ОО (96.9) 


6° 我 们 可 以 把 算 子 下 УК 应 用 到 (在 上 上 的 ) 及 "类 中 的 
Еф 和 由 上 .根据 $ 26 пин, 容易 看 出 , 这 些 算 子 把 Н* 
类 的 夯 数 变 成 这 同一 类 中 的 函数. 特别 是 , 这 些 算 子 把 五 。 类 中 
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的 画 数 变 成 卫 : 类 的 画 数 ,而 把 НУ 类 的 画 数 变 成 此 同一 类 中 的 画 
д. 

те 在 846 е ЕК 

| ФЕ ра = | „РЕЧИ, (96.10) 

ЕВ Г в ЖЕНА, По ЖФ: Н 类 中 的 任 
意 西数 . 

容易 看 出 , 在 Г 是 任意 一 条 水 段 光 滑 曲 焰 的 情形 下 , 这 个 公 
式 仍然 有 效 . 但 是 ,要 求 我 们 把 这 个 公式 能 应 用 到 比 Н 类 更 广泛 
的 了 H* 类 的 郴 数 о Уф БВ. 如 果 9 Бух 本 "类 中 的 任意 两 
个 画 数 ,那么 ,公式 (96.10) 中 的 积分 可 能 是 发 散 的 . 但 是 ,以 后 我 
们 仅 对 在 每 一 个 结 点 的 邻 域内 在 画 数 р 和 ф 之 中 有 一 个 是 属于 
Н: 类 的 情形 来 应 用 公式 (96.10) .容易 验证 ,在 这 种 情形 下 ,公式 
(96.10) 是 保持 有 效 的 . 

8° 我 们 把 下 列 两 种 形式 的 方程 


кодеки | 


бы OP CO =f Co) (96.11) 


Кул) - | 20906 


+ 1% 04-96) (96.12) 


my 


叫做 奇异 积分 方程 ,这 里 f(t) 和 g(t) 都 是 答 定 在 二 上 的 Не 类 的 


ВС 我们 总 是 在 А" 类 中 找 这 些 方 程 的 解 . 
今后 我 们 并 不 要 求 方程 (96.11) вал (96.12) 8 Г ох 


ео © © © » 


ооо 
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我 们 把 方程 Rp=f 和 Кф=9 叫做 是 相 联 的 方程 ,而 不 管 它 
们 的 右 端 У ЖП 9 如何. 

通常 我 们 大 不 单独 地 时 论 形 式 为 K' 少 =g 的 方程 (参照 3° 
段 ) ,而 把 它 当 作 方 程 Rg =} 的 相 联 方程 来 讨论 ,这样 做 的 唯一 昌 
的 是 为 了 不 增加 术语 和 记号 ， 并 旦 这 样 做 一 点 也 不 会 狂 我 们 带 来 
局 限 性 . 

95 我 们 把 最 简单 的 形式 为 


К%= =A(t) 9 +21 (to) о "л f(to) (96.18) 


的 方程 上 做 特征 方程 ,而 而 数 4(to) 及 也 (h) 叫 做 宅 的 系数 . 
我 们 把 方程 
Корел) 40) — | dig to) (96.14) 


叶 做 特征 方程 的 相 联 方 各 

注释 ”我 们 把 曲 炉 元 上 的 车 点 不 仅 理解 为 在 几何 意义 下 的 千 
点 ,而 且 还 理解 为 这 条 曲 禾 上 的 另 一 些 点 , 在 这 些 点 处 , 尤 许 所 考 
虑 的 西数 是 间断 的 (参照 78). 

我 们 会 看 到 ,起 主要 作用 的 是 丽 数 4 人 和 В (Р) БН т 


并 不 是 曲 久 工 的 几何 性 质 ( 亦 就 是 指 , 角 点 的 存在 等 等 ). 


$97. 特征 方程 的 求解 
1° 正如 和 我 们 在 第 二 章 中 所 做 的 类 他 ,我 们 从 求解 特征 方程 
Кор Alo)p (io) +В) | оа =7(%) (97.1) 


АФ. 象 在 前 面 全 经 指出 过 的 那样 ， мнв 工 上 处 处 有 
42 (3) — В? (4) #0. _ (97.2) 
ЖЬ, ИАЛ (0 Р Но ЖИ; НЕЕ. 
定好 的 一 样 ， 我 们 要 在 н" 类 中 来 找 方 程 (97. Ом. 


ЗЕЕ АЛЕНЫ т 
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| вре = 097.8) 


25%]. 1—2 
9 (如 ) =Ф* (%) –Ф-(), 


97.4 
211009 н, = 9 
о Ф (2) лу ВЫНА 
| (А+ В)Ф+– (А В)Ф-=ў (97.5) 
或 者 
+ — 一 Ff (to) 
= ТВ) (97.6) 
ВЕЗУ САЬИД ‚В. 
_ 40%) В (0) 
G (6) = А ЕВ) (97.7) 


这 个 问题 的 研究 与 在 前 一 章 (第 一 部 分 ) 中 的 研究 是 类 似 的 . 
ЗК НЫ 点 和 ыы 点 (8 80) ВЫ 


“ 我 们 仍然 用 Са, C3, ~ i 

问题 (97.6) 在 无 穷 远 处 是 有 限 阶 的 量 一 般 的 (H* 类 中 的 ) 解 ， 
例如 , 可 以 写成 形式 (8 80, 4° 段 ) : 

20-1 |, ГА 095 пус) 989), 
(97.8) 

其 中 并 (2) 是 与 问题 (97.6) 相 应 的 某 一 类 为 (ce1,， cs,…, Са) 中 的 典 
则 画 数 , Хо) 是 此 同一 个 问题 在 Љо 类 中 的 典 则 画 数 , 而 Q(z) 是 
某 一 个 多 项 式 . 

解 多 (z) 还 应 该 适合 条 件 B(co) =0; 我 们 以 后 会 考虑 到 这 一 
ИНЬ, ИЕ вё аа 如 果 方程 


p= Ф+ (to) — GB ( к)” 
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НЕМО ОС ВА От ВН, 
我 们 来 计算 ф (№). 为 此 ,引进 裔 号 
Z(to) = [А (%) +В (%)]Х* (4%) 
= [4 (%) -В(6)1Х-(%); = (97.9) 
画 数 Х+(4) 和 Х- (6) НА (78.13) йж. 
我 们 把 责 数 2 ($) 叫做 与 方程 К 一 或 者 算 子 К 对 应 的 已 
特别 是 ,对 应 于 g 一 0 的 情形 的 加 一 h(0) 类 之 典 则 画 数 Zo()， 
由 公式 
Е (%) = [А (&) + BG) Xe) =[А(%) -В(%)1 Хо (№) 
(97.98) 


引进 记号 


о 


А о 其 B(to) 
д) у 8" да) By 

那 未 ,利用 Coxomgaii-Plemelj 公式 ,我 们 容易 得 出 (与 $47 作 
比较 ) 


(97.10) 


9 (加 ) = К+ В*(%)7 (4) P(to), (97.11) 
其 中 


жр да В*(%)й (to) Фа 
K*f=4* (6)f (to) -| Oy (97.12) 


而 了 (如 表示 一 个 多 项 式 . | 
根据 画 数 Z(to) 的 定义 (97.9), Н Ж ЯДА 5 (78.18) 和 
(78.14) ,显然 有 | 


Z(to) = wolto) П (to— ек)", (97. 18) 


其 中 оо) ЧАЖЫ Но 类 中 的 画 数 ,而 
0< Ве ук <1 (&=1, 2, ”., 9); 
—1<Ве уһ<0 (=9-Н1, ++, т); 
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Reys=0 (EL п). (97.14) 
对 于 25 (6) 亦 有 这 同样 的 公式 ， 只 需 在 后 一 个 情形 中 假定 gq=0. 
2° 从 上 面 的 精 果 出 发 ,可 以 得 出 下 述 结 论 : 
АН в, (в=т-ЕТ, .…, т) 的 邻 域内 ， Же 是 属 


和 
ооо 


в. “所 有 这 此 部 可 眉 从 $26 Еу 
А 


ооо oe oe oe + eo ооо 


ии № С, 是 一 个 普通 和 ш, ПЕ Ф (to) 在 这 一 个 精 点 附 
近 是 有 界 的 . 在 公式 (97.11) , (97.12) 中 作为 典 则 画 数 的 2Z() ,我 
们 取 使 它 在 с, 处 取 值 为 震 的 画 数 。 ЭВА, (97.11) 右 端的 第 一 项 
ЖЕ сь 的 邻 域内 是 属于 Но 类 的 (§ 26). 因此, 为 了 使 得 画 数 p (to) 
是 有 界 的 ,必需 使 得 cs 是 多 项 式 卫 (to) 的 根 , 于 是 , 我 们 的 结论 便 
变 成 显然 的 了 . 

3° 现在 我 们 把 所 讨论 的 积分 方程 Кор =} 所 有 可 能 的 解 分 
ЛУК НЫЕ (са, ca …， ёд) Ж (0<9<т) 中 的 所 有 解 p(t) 在 普通 
车 点 cl，ca，…，c 的 邻 域内 都 是 保持 有 界 的 . 我们 便 逻 看 到 这 样 
的 解 在 结 点 61, Са, …, Со ЗВ ру 8-Р Но 类 的 ; 因此 ,在 这 里 
我 们 所 答 出 的 解 的 类 之 定义 与 在 § 82 中 对 函数 ф (0) 全 引用 过 的 
类 之 定义 是 一 致 的 . 

容易 看 出 ,积分 方程 (97.1) 在 有 (61, са, --*, са) 类 中 的 解 , 依 
据 公式 (97.8) ,对 应 于 联 糙 问题 (97.6) 在 此 同一 类 中 的 解 D， 因 
此 ,为 了 找 出 方程 (97 .已 在 这 个 类 中 的 所 有 解 ,只 需 找 出 联 业 问 题 
(97.6) 在 此 同一 类 中 的 在 无 穷 远 处 取 值 圭 的 所 有 解 . 


Ф 如果 画 数 9 (i0) 在 已 给 的 普通 千 点 < 附近 是 有 界 的 ,从 而 Ф (to) 在 这 个 医 点 的 
邻 域 内 是 属于 互 0 类 的 ,那么 ， 由 公式 (97.3) 所 确定 的 画 数 首 (?) 在 c 附近 是 几乎 有 界 
的 ， 但 是 此 时 ,正如 我 们 知道 的 ($ 82) ,这 个 西数 在 。 附近 必然 是 有 界 的 ， 
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从 已 类 知道 后 一 个 问题 的 解 (8 80) 这 一 事实 出 发 , 我 们 容易 
了 导出 下 述 的 车 论 . 

我 们 把 联 糙 问题 (97.6) йБ, Жа А (ез, ез, …, oo) 类 的 指标 x 
叫做 方程 Кор = 了 或 者 算 子 К 的 此 同一 类 的 指标 .此 时 ,如 果 


把 (0 理解 为 (es, оа, 7-5, о) 类 的 典 则 画 数 ,那么 ,我 们 便 有 : 
м >00}, П Кере ТЕ /一 人 (cu cs,…, cq) 类 中 所 有 的 
解 ,都 可 以 由 公式 


p(to) = RK*f +B*(to) Z(to) Prilto) (97. 15) 
тин, 其 中 了 ,_1i(to) 表示 次 数 不 超过 x 一 1 次 的 任意 8 多 项 式 [ 当 


«= 0 时 ， P。:(to)= =0]; 
当 x<0 时 ， 当 适 合 ( 充 分 和 必要 ) 条 件 


уе К 。 
| 
时 , (唯一 ) 解 才 存 在 ， ee 同一 个 公式 (97.15) 在 其 中 取 


Py_1(to) =0 


,b=0,1,.…, —x—1 (97.16) 


而 给 出 . 

由 前 面 所 了 述 还 可 以 推出 , 24 x 委 0 时, 齐 次 方程 Кор 0 没有 
帮 类 的 异 于 雳 的 解 ; 当 *>0 时 , 齐 欢 方程 Кр =0 在 如 类 中 恰好 
Ня ЛЕ АНА 

(2) = В"()2(9Р,_,(2) (97.17) 

给 出 ,其 中 Р, „(О ВЕТ ККМ и ТИ. 

ЖУН, а У (ФК Нож, 而 是 属于 А (са, са, 
…, 类 ,那么 上 述 和 结果 都 仍然 是 有 效 的 。 只 是 在 这 种 情形 下 , 如 
Д (Р) ЛЕ ука О 的 那些 特殊 结 点 处 是 无 界 的 ,那么 , 解 在 大 些 
车 点 处 亦 可 能 是 无 界 的 . 

注释 ”我 们 考察 由 在 (97.1) 中 以 一 B (to) К В(®) 而 得 到 
的 方程 


Ksp=A() p00) — В | 200 ус), (97.18) 
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这 个 方程 与 方程 (97.1) , 除了 B(to) = 常数 的 情形 外 , 一 般 并 不 是 
相 联 的 (在 下 一 节 中 将 要 讨论 相 联 方程 ) ， 和 方程 (97.18) 对 应 的 
联结 问题 ,可 以 由 问题 (97,6) 将 B(to) 换 成 一 B(to) 而 得 出 , А 
有 形式 : 


шчы) = гатта) + Fy (87.19) 


ха: В НХ — ВН, ВО 换 成 了 9-1. 这样 一 来 , 和 加 
题 (97.6) 及 (97.19) 对 应 的 齐 次 联结 问题 是 相 联 的 (8 79). 因此 ， 
根据 8 79 中 的 结果 ,如 果 Х (2) Жп х 是 与 问题 (97.6) 相应 的 及 类 
中 的 典 则 画 数 和 指标 ,那么 , С (2) 1 п 一 x 将 是 与 问题 (97.19) 
相应 的 及 类 中 的 典 则 画 数 和 指标 ,这 里 妨 类 是 及 类 的 相 联 类 . 
现在 注意 到 确定 和 方程 (97.1) 对 应 的 典 则 画 数 GD) 的 公式 
(97.9) 以 及 适用 于 方程 (97. 19) 的 这 同样 的 公式 , 我们 可 以 导出 
БЕНЯ. 
如 果 把 
В(2), 2 (0), х, В 
分 别 换 成 
_ DB _ в 
во, ПЛО х, h 3 
这 里 及 表示 的 相 联 类 , 那么 本 节 的 所 有 公式 和 烙 果 都 仍然 是 有 
效 的 . 
$98. 特征 方程 的 相 联 方程 的 求解 
17 现在 我 们 时 论 方程 
Калу 21] 2000 а-ро), (98.1) 


2 Кр 一 了 的 相 联 方程 . пни 9 ВТР Н, 
的 , 亦 象 通常 那样 ,我们 要 在 Н* ЖЕ. 
引进 在 无 穷 远 处 取 值 雳 的 分 区 全 纯 夯 数 
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; 1 В 74 
бы ООР ， 


т #—2 


注意 到 ， 
Blto) y(to) = P+ (6) (6), 


= |, ни = (6) 0 (0), (98.2) 


5 $ 48 中 的 情形 完全 类 似 , 可 以 确信 , 找 方 程 (98.1) 的 解 等 价 于 
求解 下 烈 边 值 半 题 :要 求 按 条 件 : 
А (5) (60) = 0+ (60) +- (№) +g (to) ， 
В() (0) 一 于 (4) — P(to) 
来 找 一 个 下 类 中 的 画 数 由 (办 和 一 个 在 无 穷 远 处 取 值 震 的 分 区 全 
ЯРУ Ч (2). ЗЕ (98.3) 同样 地 等 价 于 条 件 
(А-В)ф=24+--9, (А-В)Р=29-+9 


_ (98.3) 


或 者 
_ 2+ 9 _ 2- 9 
у АВ 1 АВ? у Авт в. 
ОЕ, ВР ВЕН ЕЕ ИИ: 
тек) = [G0) I- (to) + 1209900, (98.5) 
这 里 , 亦 象 在 上 一 节 中 那样 ， 


G (to) = 


(98.4) 


А (к) 一 万 (加 ) 
Alto) + Blto)’ 


НЕЖИН (2). 
解决 了 这 个 问题 ,根据 (98.4) РЕКИ ЕО. 
Эс ТЕ 


(98.6) 


2+ (6) = Т9 (№6) (to) (98.7) 
是 与 上 节 圈 题 (97.6) 对 应 的 齐 次 间 昨 
B+ (to) =G (to) Ф- (to) (98.8) 


НОЖА (9 $ 79; 亦 可 以 和 上 一 节 中 的 注释 作 一 上 比较 ). ЕЧ 
此 , 如果 Х (2) 是 问题 (98.8) 的 h=h(G, Cs, …, са) 类 中 的 典 则 
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解 , 那么 , С (2) 173 将 是 问题 (98. 7) 在 相 联 类 hh (сана, Сана, 
…, Cm) 中 的 典 旭 和 解 , 这 一 个 结果 可 以 由 $79 中 所 讲 过 的 结果 推 
出 . 因此 ,容易 看 出 ,问题 98.5) 在 无 穷 远 处 是 有 限 阶 的 一 般 解 ， 
可 以 写成 下 述 形 式 : 


Со) +00) В() Фа 1 
V0) -a | ri B+ [xno)] 9%), 


(98.9) 
其 中 @(g) 是 一 个 多 项 式 , (0) АКН (98.8) ДЕЛ» №, 
cs …， Са) 类 中 的 典 则 解 ,而 因 之 , [Xn(2)]-1 是 问题 (98.7) 的 加 
类 中 的 典 则 解 . 
我 们 还 应 该 表明 条 件 Р (оо) =0， 芹 时 不 去 注意 这 个 条 件 ， 
和 上 一 节 中 所 做 的 完全 类 似 , 我 们 从 下 述 事实 引进 某 些 推论 :积分 
方程 (98.1) 的 每 一 个 解 都 应 该 由 公式 (98. 急 答 出 ,其 中 罗 (2) 表 为 
形式 如 (98.9) 的 表示 式 ， 按 会 式 (98. 汪 之 一 来 计算 由 (to) , 靶 过 一 
些 和 上 一 划 中 的 演算 相 类 似 的 简单 演算 之 后 〈 亦 可 以 参照 8$ 48), 
我 们 得 出 


УК, (98.10) 


其 中 了 (to) 是 某 一 个 多 项 式 , Zmlio) Ех Е — р М 7 2 
(97.1) Е hm = ћ (Са, Са, ***, Съ) 9 73 ДП #0, Ж#Н. 


К"; == А* (0) 9(%) 十 С | 2 (98.11) 


因此 , 区 ”是 上 一 节 中 算 子 有 &* 的 相 联 算 子 . 
2° 我 们 把 问题 (98.7) 所 对 应 的 特殊 结 点 或 者 普通 结 点 叫做 
ит Kv 或 者 方程 区 "一 9 所 对 应 的 特 克 糙 点 到 者 普通 竺 点 ;这 
паа. (98. т) 的 相 联 问题 (98. 8) 或 者 К 的 相 联 算 子 Ко 的 特殊 
КЕП Е т. 
容易 看 出 (比较 上 一 节 ) ,在 所 有 特殊 车 点 的 邻 域内 ,每 一 个 解 
(2) 都 是 属于 五 类 的 ; ВЛЕ 7.0 的 那些 特殊 车 点 附近 是 有 办 
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的 ,而 在 ys 一 0 НЕЕ о БРЗИ уу (2) Ар ВВК Ла (2 — ок) — ЖЕ 
是 无 界 的 . 

再 者 ,正如 在 上 一 节 中 那样 , 如 果 解 在 任何 普通 烙 点 附近 是 有 
界 的 ,那么 , 它 在 这 一 个 车 点 的 邻 域内 必然 是 属于 Но 类 的 . 

35 我们 现在 把 方程 (98.1) 的 所 有 可 能 的 解 完 全 象 在 上 一 节 
中 那样 分 成 类 . 

我 们 把 齐 次 联结 风 题 (98.7) 的 已 给 类 的 指标 x* 呈 做 方程 
(98.1) 或 者 算 子 Ко" 的 同一 类 的 指标 . 

如 果 Х(@) 是 问题 (98.8) 在 h 一 h(c1, сз, …， од) 类 中 的 典 则 
画 数 ,那么 ,正如 已 沟 指 出 过 的 , [Х (2) ]-* х НЯ (98.7) ЖЕНЕ 
№ = (аа, Caray ** э н) ИЯ. 因此 ， НС. 和 


ж 一 一 %。 
根据 前 面 所 叙述 的 车 果 , 容易 建立 下 述 命题 : 
Ж = — >20, 则 方程 (98.1) 在 加 = (балл, база» 7", бт) 
类 中 所 有 的 解 ， 都 可 以 由 公式 


соо ооо оо 


ф(®) =К”9-+ Реа) 1, сы) (98.12) 


Аш, ЖР, 100) ОВЕН и —1 К (Ч 


ар 6 р ов 
| ZPD 4009000, j=0, 1, ---, —w—1 (98.18) 
时 ,及 类 的 解 才 存在 ; 井 当 适合 这 些 条 件 时 , (唯一 的 ) 解 由 这 同 -- 
个 到 式 (98.19) 在 其 中 取 Ри) =0 而 给 出 . 
АЗК (98.12) 的 推导 正好 完全 和 公式 (98.10) 的 推导 是 相同 
的 ;然而 只 需 补 充 考虑 条 件 Ч (оо) =0, 这 个 条 件 说 明 任意 多 项 式 
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的 次 数 不 能 超过 x' 一 1, 井 且 当 x'<0 时 ,条 件 (98.13) 应 当 是 戌 立 
的 . 

由 上 所 述 还 可 推出 : и <В, 齐 次 方程 ”由 =0 在 如 类 
中 没有 非 雳 解 ; 当 允 >0 Ву, 宅 在 加 类 中 恰好 有 x' 个 多 性 无 关 解 ， 
这 些 解 的 全 体 由 公式 


ф(® = Р ни (98.14) 


ќт. 

4° Жо ЕЕ А 类 的 (而 不 必 属 于 Но) ,那么 上 
面 的 知 果 都 是 保持 有 效 的 ; 仅 在 这 种 情形 下 , 解 在 yxz#0 的 那些 特 
殊 精 点 处 可 能 是 无 界 的 . 

注释 “ 糙 合 相 联 的 方程 | 

Kp=f, Кф=9 
ВЕРЕС, ИЕ, ЕАН РНЕ: ХИН ЖЕ 了 "op = 在 已 给 类 到 
中 可 解 ,必须 而 且 只 须 
|0, j=1, 2, м, 
4, (1=1, 2, …， к) АНК В Ко =0 在 相 联 类 加 中 
的 缕 性 无 关 解 的 完备 系 ; 类 似 地 ， 方 程 K"wW=g 在 如 类 中 可 解 的 
充分 和 必要 条 件 是 
| gp dt=0, ј=1, 2, 4, и, 

Ж ф;(3=1, 2,…, х) 是 相 联 齐 次 方程 及 "一 0 在 类 的 相 联 
类 成 中 的 粮 性 无 关 解 的 完备 季 . 

还 要 指出 ,， иже 和 上 分 别 表示 齐 次 方程 及 "=0 和 
Ko 路 =0 在 类 和 加 类 中 的 区 性 无 关 解 的 个 数 ,上 

kb—k'=x®, 

其 中 % 是 算 子 KK 的 有 类 的 指标 . 

Ф 当 % 一 0 时 我 们 有 一 %， 107-0; цао 时 ,我 们 有 4 一 0 И и, 
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_ 上述 粘 果 都 是 在 8 102 中 将 要 证 明 的 重要 定理 的 特殊 情形 . 


$99. 奇异 积分 方程 p= 了 的 正则 化 


和 在 $57 中 所 做 的 类 似 ,在 $97 中 所 得 出 的 苦果 提供 了 把 奇 
异 积分 方程 Kg 一 f 化 为 Fredholm 方程 的 一 个 非常 简单 的 方法 . 

在 这 一 节 中 , 所 要 研究 的 一 个 化 为 Fredholm 方程 的 方法 是 
Т. Oarleman 的 论文 [1 中 所 提出 的 思想 的 发 展品 ,在 这 同一 个 方 
向 上 , И. Н. Векуа 公称 研究 过 封 阳 图 米 的 情形 (228 $ 57). Т 
Carleman 本 人 所 讨论 的 是 工 为 实 轴 上 的 一 个 多段 ,并 且 xo=1 
(用 我 们 的 衣 号 表示 的 语 ) 的 情形 . 

1° 我 们 把 方程 Ky ==f 改写 成 


Ко=Ко-+Ко-р, (99.1) 
其 中 仍然 有 
Кор=А (в) (и) + В) |А ЕЯ (99.9) 
和 
Ер= |, b(to, 90000, (99.3) 


我 们 把 算 子 Ко ТЛУ ОЕ т ЕЕ д ШАЯ Р К оў, 
者 方程 Kp 一 f ХЕЛЕ ВН. 

我 们 指出 , 如 果 , 象 我 们 所 假定 的 那样 , ВИНЕ В (во, 如 是 属于 
Но 类 的 , 而 9 如 是 Н* 类 中 的 画 数 , 那么, 容易 看 出 , Ко 是 Но 
类 中 的 画 数 . 

为 了 简单 起 见 ,我 们 将 假定 , 郴 数 /为 是 属于 Но у. 

我 们 还 可 以 把 方程 (99.1) 改 写成 

Kp=/f—ky | (99.4) 

а Т. Carleman 的 这 一 篇 论 交 中 (第 一 次 ) 还 发 表 了 一 个 非常 陪 明 的 , 但 是 
又 是 人 为 的 正则 化 方法 ， 由 于 用 这 个 方法 推导 出 的 所 有 苦果 ,都 可 以 用 本 书 所 用 的 方 


法 非常 简单 地 而 且 更 完整 地 得 出 ,因此 ,我 们 就 不 再 介 丫 这 个 方法 。 就 著者 所 知道 , 仅 
在 В. Д. Купрадво 的 计 交 [6] 及 [7] 中 才 应 用 了 这 个 方法 。 
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Ні ОАР Во 类 的 ) 右 端 暂 时 看 作 已 知 图 数 . 

从 这 一 点 出 发 ,我 们 可 以 在 这 里 重复 § 97, 2° 段 中 已 讲 过 的 ， 
所 考虑 的 方程 之 解 在 结 点 邻 域内 的 性 质 . 特别 是 , 每 一 个 在 已 给 
的 普通 车 点 的 邻 域内 保持 有 界 的 解 ， 在 这 一 个 邻 域 它 必 然 是 属于 
Н, 类 的 . 

完全 象 8 97 中 那样 , 我 们 能 够 把 现在 的 方程 所 有 可 能 的 解 分 
成 一 些 类 一 h(6c1, ca,…, cq)， 我 们 把 相应 于 方程 Кр = 了 或 者 
算 了 于 在 类 中 的 典 则 丽 数 Z(t) 和 加 类 的 指标 х, 叫做 方程 
(99.1) 或 者 算 子 在 这 同一 个 类 中 的 典 划 画 数 和 指标 . 


2° 正如 在 § 97 中 那样 ,我们 用 К 表示 由 公式 
Ку А" (0) (0) 一 В* 02 (2) |, 02 5) (99.5) 

所 确定 的 算 子 ;这 个 记号 与 $97 中 的 是 相同 的 . 

现在 把 在 $97 中 所 指出 的 精 果 应 用 到 (99.4) 上 ,容易 导出 下 
述 的 车 果 : 

假定 要 找 的 是 方程 (99.1) ЖЕ = (01, cs,…, Cat1) 类 中 所 有 
的 解 , 又 假定 2() 和 x 裘 示 对 应 的 典 则 画 数 和 指标 那么 : 

当 x=0 时， 方程 (99.1) (在 类 中 找 解 的 意义 下 ) 等 价 于 
Fredholm 方程 


Ф(®) +К"Ко = (®), (99.6) 
其 中 
Р) = КВ") Z(to) Pe_1(to) , (99.7) 
Р. о) ЭСТ к 1 的 任意 页 下 信人 一 0) ; 


оо 
ооо 


ae 


ро ова, 1=0, 1, .”, 一 % 一 工 . (99.8) 


起 源 于 条 件 (97 .16) 的 条 件 (99.8) ,显然 还 可 以 改写 成 形式 
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[00а || 0, 1—0, 1, ""”, 一 % 一 十， (99.8a) 
其 中 


0 (0 | © | = = | Р “ а. оаа (99.9) 
ПА, РЕНН ВАТ Но ЗЕ. 
我 们 指出 , 55 (99.17) НЕ УЖ (10) 是 属于 h(e1, са, 
…, ел) А0, 此 外 , "ЕЛЕ А АБ Ру ЛЕА Hs 类 的 , ЗЕН. 
在 ук+ 0 的 那些 车 点 之 邻 域内 是 保持 有 界 的 ; 在 уь = 0 М) В А Ск 
的 邻 域内 , 它 可 能 象 In (一 cx) 那样 是 无 办 的 这些 粘 果 都 可 以 从 
j 区 是 属于 Н, 类 的 条 件 导 出 ， 


$100. 奇异 积分 方程 К 0 的 正则 化 


在 上 一 节 中 所 指出 的 正则 化 方法 ,可 以 应 用 于 方程 
К'= Ко 0. (100.1) 

我 们 把 方程 Ко з К 对 应 的 特殊 车 点 和 普通 
精 点 中 做 方程 Кор у 或 者 算 子 区 ' 所 对 应 的 特殊 车 点 和 普通 灶 
А, 而 这 些 点 正 是 算 子 к НЕЕ В. 

我 们 把 算 子 了 "或 者 方程 "Y=g 的 已 给 类 А А (ааа, 
Cg12，…， Cm) 的 指标 x', ПИКЕ К' 或 者 方程 Кф-9у МЕЖ 
的 指标 . 

为 了 简单 起 见 , 我 们 假定 画 数 g 是 属于 Н, ЕЈ, 利用 与 上 一 
节 中 类 位 的 方法 , ЕН 8 98 中 的 结果, 我 们 便 得 出 下 述 和 结论 : 

当 w 之 0 时 ,方程 (100.1) ДЕМ = баня, бана» …， бы) 类 中 找 
解 的 ; ТУТ, 等 价 于 Fredholm 方程 

т р) + КЕ рд"), (100.2) 


б) Еу в о, (100.3) 
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了 ,1i(to) 表示 次 数 不 超 过 x' 一 1 的 任意 多 项 式 (P_i(to) =0), 而 


и ОЕ БЕ ыы ит 
了 ОМ НИИ j=0, 1, 5, м1, 
(100.4) 

к 


оз = ВЕР (0) В (001 ==, во, двд Br (hi) Hdh (100.5) 


是 Но 类 中 完全 确定 的 画 数 . 

正 象 在 $98 中 [公式 (98.11)] 那 样 ,此 处 区 ”表示 算 子 КУ 的 
相 联 算 子 ; В" (0) Н (97.10) Е. 

我 们 注意 到 , 一 般 讲 来 , 方程 (100.2) 不 是 方程 (99.6) 的 相 联 
方程 ,这 是 因为 Кк 的 相 联 算 子 是 КК", ПКЕ К". 

最 后 , 我 们 指出 , 画 数 g'(to) 是 属于 (oa Сава, "5, Са) 类 
的 ,此 外 , 它 在 特殊 精 点 的 邻 域内 是 属于 五: 类 的 ,并 晶 在 ys 天 0 的 
那些 特殊 结 点 的 邻 域内 是 保持 有 界 的 ; 在 ys=0 的 那些 特殊 烙 点 
с, 的 分 域内 , 它 可 能 象 In (to 一 cx) 那样 是 无 界 的 .根据 9 区 属于 
Но 类 的 假定 , 便 可 以 得 出 这 些 辕 误 . 


$ 101， 和 经 正则 化 后 而 得 出 的 方程 的 确 究 


1° 在 研究 前 面 两 节 中 所 得 出 的 方程 之 前 ,我 们 先 在 与 852 中 
稍为 不 同 的 条 件 下 输出 有 关 Fredholm БК Е РЕЖ. 
亦 就 是 ,我 们 考虑 Fredholm 方程 


о) | mdo dp a (to) (А) 
及 其 相 联 方程 


工 “ 一 般 情 形 下 的 奇异 积分 方程 449 


фо) + | nk, away (А7 


р у РЭТ НЕ, Е (о, 0) 是 有 界面 数 , 对 如 及 1 
所 有 的 值 (与 结 点 所 对 应 的 值 可 能 除外 ),， 它 都 是 连 和 车 的 .我 们 用 
了 (to) 及 g(to) 表示 答 定 在 上 .上 的 有 界 画 数 ,它们 在 工 上 可 能 除了 
糙 点 外 处 处 都 是 连 秆 的 ;对 未 知 夯 数 p() 及 业 (t) 亦 要 求 适合 这 同 
样 的 条 件 ，、 

所 计 论 的 西数 ОКЕ ВИНО ВЕДЕНИЯ НО ЖЕНЯ ГЕ 
点 处 可 能 完全 没有 定义 . 与 此 相应 , 我 们 井 不 要 求 对 于 烙 点 所 对 
应 的 值 刀 满足 方程 (A) 或 者 (A'). 

几乎 逐 池 逐 句 重复 8 52 оаа, 我 们 可 以 导出 下 述 精 论 . 

如 果 和 (А) 对 应 的 齐 次 方程 有» 个 六 性 无 关 解 (此 时 它 的 相 
联 齐 次 方程 杰 有 同样 个 数 的 狼 性 元 关 解 ) ,那么 , 总 可 以 把 核 m(to， 
信用 另 一 个 核 


тб, 及 一 mo D+ Ув (=) 
来 替代 , 其 中 5, , и ЕЛЕ 二 上 属于 五 ЖМЖ, 它们 具 
有 下 列 性 质 : | 
对 应 于 方程 
рО) то, D9 (At=f (to) (в) 
及 
р) тб, в) фа 965) (в) 


的 齐 灵 方 程 没 有 非 雳 解 ,从 而 , 非 齐 次 方程 (В), (В) 总 是 单 值 可 
解 的 . | 
如 果 方程 (A) 是 可 解 的 , 亦 就 是 说 ,如 果 它 的 右 端 适合 条 件 : 


| (DFO =0, dl, 2, 0, (0) 
其 中 由, $=1, 2, …, > 是 和 (А) 对 应 的 齐 次 方程 的 所 有 钱 人 性 
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元 关 解 , 那么 , 方程 (B) 的 解 同 时 又 是 方程 (A) 的 解 (更 确切 地 说 
Ж, 的 一 个 解 ) ;对 于 方程 (.B') 及 (A') 亦 是 类 似 的 . 
йу, 四 是 方程 (B) 的 珠 解 式 , 环 就 是 认 ,y (io, 站 是 具有 下 
列 性 质 的 画 数 :方程 (8) 的 (唯一 ) 解 都 可 以 由 公式 
р) Л) + | з, DF Ot CY 
给 出 ;那么 , у, 如 ) 便 是 方程 (B”) 之 瑰 解 式 . 从 Fredholm 方程 
的 一 般 理 论 可 以 推 知 , у (如 , В 是 一 个 有 界 画 数 , 写 对 变量 如 与 t 
之 中 每 一 个 都 是 可 积 的 。 由 Fredholm 方程 理论 中 的 众所周知 关 
жэ Ф 
(6, От, = тб, 5) (6, дв GD) 
及 
у (6, #) (20, В = -| у (№, ты, Бан (р 
ЖН, НС 7 (如 , 2) ЖЭ то (00, $) РОННИ , 亦 就 是 
80, УВЕ Г ТЛУ НОЕ, РУ 如 5 2 ВТАА реа 
і. 
当 方 程 (4) 可 解 时 , 亦 就 是 , 当 条 件 (0) 满 足 时 ,方程 (4) 的 所 
有 解 都 可 以 由 公式 
plo) =) + уб, 070+ 0б) (0) 
给 出 ,其 中 ре (Р) т (А) ЛУ ЭРЕ ВЕНЕ ЭСЭ, Пт C 是 
任意 常数 . 
类 似 地 , 当 方 程 (A') 可 解 时 ,方程 从 0 的 所 有 解 都 可 以 由 公式 
(в) оба) | 7 в) авч Оди) СЕ) 
ан и ра) 是 和 (A') 对 应 的 齐 次 方程 的 米 性 无 关 解 ,而 Оз 是 
任意 常数 . | 
Ф Жжжж, 
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而 数 у (如 ,人力 是 方程 (A) 的 广义 的 Fredholm ВНК; ЭМИ 
地 ,而 数 у (6 癌 是 方程 (A') 的 广义 的 Fredholm ВУ. 
注释 “例如 ,可 以 这 样 来 得 出 关系 式 (D) 和 (0). 将 由 公式 
(se) 所 确定 的 р (6 之 表示 式 代入 方程 (B) 之 左 映 ， 所 得 出 的 等 式 
应 该 对 每 一 个 选 定 的 画 数 了 必 ) 都 是 成 立 的 ; 从 这 一 个 要 求 我 们 就 
可 以 得 出 关系 式 (D) .类似 地 ,把 自 公式 (B) 所 确定 的 (的 表示 
式 代 大 等 式 (*x) 之 右 映 ,我 们 可 以 得 出 关系 式 (D). 
2。 我 们 转 回 来 研究 在 $ 99 中 所 得 出 的 方程 (99.6) , 它 现在 
可 以 改写 成 
р) рер (0) + | М, др 
=} (4%), (101.1) 
其 中 根据 公式 (99.7)， 疡 (bo) 是 在 特殊 烙 点 的 邻 域内 属于 Н 类 的 
Мез, ea …; о) 类 的 画 数 ， 它 在 那些 yx 大 0 的 特殊 精 点 的 邻 域 内 
是 有 界 的 ,在 那些 ys=0 的 特殊 精 点 0% 的 邻 城内 可 能 象 ш (to 一 ob) 
那样 是 无 界 的 ,而 
М (ю, 2) = А“ (00) Е (io, #) 


В*(1)2 (в) (6, ран 
-— я | оа-2ь 0029) 


和 这 个 方程 一 起 ,我 们 讨论 它 所 对 应 的 齐 次 方程 
(и) + Kkp=0 (101.3) 
以 及 宪 的 相 联 齐 次 方程 


ук (в) + мо, 50-0, (101.4) 


这 里 根据 (101.2) 有 
NU, to) =А* (РЁ, to) 


ВЕ k(t, to)at 
Е Е ( |, о 2.1): (101.5) 


ДЕ $ 99 中 ,我 们 把 方程 (101.1) 叫 做 Fredholm 方程 , ЖАРЕ 
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的 核 (в, 引 和 并 不 属于 通常 所 谓 的 正则 型 核 . 
虽然 是 这 样 ， 所 有 Fredholm 基本 定理 只 需 用 适当 的 形式 来 
ЗО, 它们 仍然 都 能 适用 于 方程 (101.1). 我们 证明 这 一 点 ,只 要 
将 方程 (101 .1 了 ) 归 千 为 具有 有 界 核 的 Fredholm 方程 就 可 以 了 . 
根据 公式 (97.13) ,有 
了 的 一 ao 全 ПІ (0—0), (101.6) 
其 中 оо (2) Е Но ЕДЕ Т, БАЖОВА А де ВОВЕ , ПТ 
0<Вө у;<1, j=1, 2, `.., Ч, 
—1<Веу,<0, ј=9+1, 9+2, …, "| (101.7) 
Rey;=0, j=m+1, m+2,…, п. ; 
ЗА сна, 0419, --°, ©, (2%) 表示 ?一 0 的 那些 特殊 车 点 ， 
又 全 
т0= П, 4-0)" П, 0-0) +91, (101.8) 
其 中 с 是 这 样 选 定 的 常数 , 使 得 表示 式 П (2—0) о ТЕ Г БАБ 
处 都 不 取 值 需 而 不 受 别 的 限制 . 
其 次 ,我 们 引用 代 换 
ФФ =Т@Фф@. (101.9) 
那么 ,方程 (101.1) 具 有 形式 


po 的 十 | лв, 020) pol ајы), (101.10) 


这 里 ,我 们 采用 了 记号 


л0-Го, (101.9а) 
mo 0 0 


В) 206) [ #8 _ 
= Ро A Ф) (ts 二 to) 4. (101 . 11) 


@” 亦 容易 直接 研究 形式 为 (101.1) 的 方程 ;参照 Е. Goursat[1], 561 $. 
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根据 $26, 3° БНН, УЖИН, n(to, ЭН. Н 
次 ,根据 同一 节 (6° В), 画 数 n(to, 0) 当 确定 i 值 时 对 于 
变量 к 是 属于 НЕ 类 的 , 它 在 所 有 普通 精 点 的 分 域内 是 属于 Ho 
类 的 ， 当 确定 6 值 时 , n(to, 引 对 于 变量 РКА. 
讲 到 n(to, 办 当 确 定 上 值 时 对 于 变量 如 是 属于 Но 类 的 , 我 们 
是 指 : 1 不 与 结 点 重合 ， 但 是 它 可 以 和 这 些 结 点 任意 接近 ， 此 时 
n(to, ) 对 于 变量 如 的 有 条 件 所 对 应 的 系数 和 指数 可 以 选 得 和 
的 位 置 无 关 ; 对 属于 Н: 类 亦 作 类 似 的 了 解 ， 对 取 定 的 如 和 变动 
的 1 的 情形 亦 作 同 样 的 了 解 . 
再 在 方程 (101.10) 中 将 积分 变量 + 换 成 T, 合 
Т(#)а=ат, (101.12) 
或 者 为 了 确定 起 见 , 置 
т TO 在 五 上 , 1-=1 2 .…, р, (101.128) 


рсн с: Г, НН —. ЗН, 24 РКАН [4 时 ,与 它 对 应 
的 点 УЗ: 250 Дь. А Д 的 双 体 我 们 将 用 Л 表示 . 

90 A 可 能 彼此 相交 , 也 可 能 自身 相交 , 但 是 这 并 不 重要 . 只 
ПНА, Ак БН т Вр Р 值 所 对 应 的 7 值 不 表征 着 它 的 几 
何 位 置 ; 换 句 庄 襄 ,应 读 认 为 , 利用 ( 复 的 ) 参 数 纪 用 参数 方程 把 弧 
Аз. 

2+5 ЕЕ И, ВИТЕ НО НН ГЕ ВСН Д 
上 和 这 些 点 对 应 的 点 ,而 不 是 4 可 能 有 的 其 他 (在 几何 意义 下 的 ) 
ВХ. 

按照 上 面 所 指出 的 , 下 面 用 we(r) 或 潮 п (то, т) 等 等 表示 的 
画 数 是 当 作 上 或 者 如 夺 等 等 的 画 数 来 考虑 的 ， 因此, 我 们 有 时 把 
0o 人 ,wm(to 四 等 等 写成 фо(т), (то, 7) 等 等 , 当 讲 到 图 数 po(z) ， 

Ф 亦 可 以 认为 ; 纸 dx 是 分 布 在 对 应 的 Riemann 面 上 的 ,或 者 更 简单 地 用 分 布 


在 彼此 可 以 相交 着 且 构 成 一 个 环 的 平面 上 的 某 些 态 来 表示 客 例 саайта 
Зд Lk 上 的 一 个 点 ) 。 
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п(то, т) 等 等 是 属于 Н 类 , Ho 类, Н" ж, Нз 类 的 时 , 我 们 是 指 
它们 在 工 . 上 对 于 变量 #1 如 等 等 是 这 样 的 . 

按照 上 面 所 指出 的 ,现在 把 po 人 改写 成 go (т), Чи, ВВК 


ро(®) + no т) фот =). 001.18) 


еп (то, т) НЕ НОННА ЗК (101.11) 后 面 所 指 
出 的 那些 性 质 。 (101.18) ИЖ Го (то) 亦 是 有 界 的 ,是 属于 如 : 类 
的 , 此 外 , 在 所 有 普通 精 点 的 令 域 内 它 是 属于 Но В; 这 是 从 公 
式 (99.7), (101.98) 以 及 内 $ 26 的 结果 得 出 的 . | 

为 了 我 们 的 目的 ,我 们 应 该 在 (ez, cs, …, co) 类 中 来 找 方程 
(101. 了 ) 的 解 ， 但 是 ,今后 我 们 把 这 个 方程 (101 .了 ПЕЛИ ЯВ 


ee 


Ср, …，co) 类 的 . 事实 上 ,假定 要 找 的 丙 数 p (0) ахти; 
那么 , 画 数 go(z) 亦 具 有 这 个 性 质 四 ， 另 一 方面 ,从 方程 (101.13) 
本 身 容易 看 出 , 它 的 每 一 个 移 对 可 积 的 解 都 是 Н: 类 中 的 有 界 画 
数 ,并且 在 所 有 普通 半点 的 邻 域内 都 是 属于 Но 类 的 ;再 根据 公式 
(101.9) ,每 一 个 这 样 的 解 都 可 以 葵 出 方程 (101.1) 在 %(01, ca, …， 
co) 类 中 的 解 ,而 这 亦 就 证 明了 我 们 的 糙 论 . | 

РЕК, ЖЕ А (е, с, …，o) 类 中 方程 (101.1) 的 求解 等 价 
于 在 绝对 可 积 画 数 类 夫 找 这 同一 个 方程 的 解 ， 亦 等 价 于 在 通常 音 
义 下 找 Fredholm 方程 (101.13) 的 解 ， 亦 就 是 , 在 有 界 画 数 类 ( 当 
然 , 亦 是 可 积 的 ) 中 找 出 它 的 解 . 

我 们 现在 转向 诗 论 与 (101.1) 相 联 的 齐 次 方程 (101. 人 入， 如果 
我 们 在 这 个 方程 中 作 变 量 代 换 (101.12) , 那么 , ЕЖЕ ТА (Е 


四 “容易 看 出 ,在 这 个 假定 下 ， 方程 (101.1) 左 端的 积分 在 普通 意义 下 仍然 是 有 意 
义 的 ; 正 象 通常 那样 ,假定 在 这 个 方程 中 ,点 То ИАН. 
Ф 事实 上 ,依据 (101.9) 及 (101.12) ,有 
фо (т) =Ф Ht) й, 
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前 面 的 记号 下 ) 
фо [| абе, тат =0, = (101.14) 


亦 就 是 说 , 它 变 成 了 一 个 具有 有 界 核 的 , 间 且 和 方程 (101.13) 相 联 
的 Fredholm 方程 ， 依据 上 述 有 关 画 数 mw(r，m) ОКЕ, 容易 看 
出 , (101.14) 的 每 一 个 绝对 可 积 的 解 是 有 界 的 , 属于 五 * 类 的 , 在 
所 有 普通 精 点 的 邻 域内 是 属于 Мо 类 的 。 由 于 这 个 原因 ， 当 我 们 
讲 到 方程 (101.4) 的 解 时 ,我 们 所 指 的 是 有 界 的 解 . | 

现在 回 到 有 关 相 联 的 齐 次 方程 线性 无 关 解 个 数 相等 的 和 有 关 
非 齐 次 方程 可 解 性 条 件 的 Fredholm 基本 定理 . 

这 些 定理 中 的 第 一 个 可 以 直接 应 用 于 (101.13) 所 对 应 的 齐 次 
方程 以 及 和 这 个 齐 次 方程 相 联 的 方程 (101.14) ,这 是 由 于 这 些 方 
程 的 核 都 是 有 界 的 . 

把 这 个 定理 应 用 于 方程 (101.3) 及 (101. 多 时 ， 它 显然 可 以 航 
жй: 

КЕ 

p(to) -К* Ер=0 
НМ ЕН АО oo а) 


оо ооо ох 
ооо 


ео ее ооо е 


由 (fo) + К" 0 
СВ ЯНИЕ (зода НТ 类 的 , 在 所 有 普通 
千 点 的 邻 域内 是 属于 Но 类 的 ) 的 个 数 ， 

我 们 转 到 第 二 个 定理 ， 在 应 用 到 方程 (101.138) 和 (101.14) 


时 , 宅 可 以 写成 :方程 (101.18) 可 解 的 充分 和 必要 条 件 是 


хх офф ооа ао аа 


ооо ‚ ў=1, 2,59, », (101.15) 


Я о; (т) ЭРУ (101.14) ИИ Ж. 如果 改 回 
到 老 的 变量 tf, 那么, 上述 条 件 可 以 写成 形式 
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{Ff Wo a=0, j=1, 2, +. у (101.16) 


这 样 一 来 , 当 直 接应 用 于 方程 (101. 必 和 (101. 信 时 ,这 个 定理 
可 以 叙述 成 
为 了 使 得 性 各 


y(to) + К*Ко = f° (to) (101.1) 
(ЕЯ окр) 是 可 解 的 ， т Н п Е 


oo 0 0。 0 0 6 0 90 + ооо оо ¢4 о 
оо о оь вео 


Не ия) 解 的 完备 系 . 方程 (101.1) 的 所 有 (条 对 可 积 


БОЛЫН Аба ты аа ир, рро 


ыы Р) о (сл, Єз, "=, ба) 类 中 的 责 数 ， 
提 且 它 在 特殊 精 点 的 邻 域内 是 属于 А. 类 的 . 

如 果 Fredholm 方程 (101.18) 的 可 解 性 条 件 满足 ,那么 ,根据 
1° 段 中 所 指出 过 的 烙 果 , 它 的 一 般 解 可 以 写成 形式 


фо(то) ЈС) [| 9 (ть 7)fo( d+ бб), (101.17) 


其 中 ?7y (то, т) 是 广义 的 瑰 解 式 , yo (то), 7=1, 2, …， 2 是 对 应 的 
齐 次 方程 的 禾 性 无 关 解 的 完备 柔 ,而 0; 是 任意 常数 . 

从 1° 段 中 所 导出 的 泛 画 数 方程 D) 和 (D”) 容 易 推出 ,在 精 点 
的 邻 域内 , 珠 解 式 у (то, 7) 具有 和 核 %n(To, 7?) 同样 的 性 质 , 亦 就 是 
说 , 它们 对 每 一 个 变量 是 属于 Н. 类 的 有 界 画 数 , 此 外 , 在 所 有 普 
通 和 结 点 的 邻 域内 , 它们 都 是 属于 Мо 类 的 ， 

现在 利用 公式 (101.9) 及 (101.12) 回复 到 老 的 未 知 画 数 p (Р) 
以 及 老 的 变量 t, 我 们 得 出 方程 (101.1) 的 一 般 〈 纸 对 可 积 的 ) 解 ， 
而 正如 我 们 知道 的 , 这 个 解 是 属于 (Са, ce，…， са) 类 的 , ВН 
式 


plto) 一 了 广 十 > Сз №) (101.18) 
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答 出 ,其 中 д, 是 齐 次 方程 (101.3) 的 米 性 无 关 вх) 解 
的 完备 系 , 我 们 知道 ,这 些 解 都 是 属于 (0а, Са, …, са) 类 的 ; АГ 
表示 由 公式 | 


If=j (二 | Г FDAd (101.19) 


所 确定 的 算 子 ,其 中 
T(to, 9 =T(0) Y(to, D. (101 .19а) 
根据 上 面 所 指出 过 的 画 数 y (20, 0) ВО Е Л, 容易 得 出 : Г 把 
о 0 са, …， 拉 类 中 每 一 个 面 数 有 /() 都 变 成 这 同一 类 中 的 一 个 画 


ооо 


r'g=g(to) + [, T(t, to)g (tat (101.20) 


ДЕНЕНИ Г’, 把 А (бант, Сана, ^^, Сн) АО 


Г (2, 52 ун, №). (101 .20а) 
”完全 类 似 地 可 以 研究 上 一 节 中 的 方程 (100.2) , 亦 就 是 ,由 
方程 Кр = 9 正则 化 后 得 到 的 方程 


V(to) 十 及" 下 由 一 六 (to)， (101.21) 
和 (101.21) 的 相 联 齐 次 方程 
w(to) -ЕК'о=0; (101.22) 


由 于 完全 是 类 似 的 ,我 们 在 这 里 不 再 求 时 论 它们 


8 102 .方程 Kp 一 及 К-Ж. ЕЖЕ. 


12 现在 我 们 加 到 在 已 给 类 А(ез, 0, 5-5, е) 中 找 奇 异 积分 方 


程 六 
Кр=Кор+Ер=ў (102.1) 


的 解 的 问题 。 利用 在 $ 99 中 介 亲 过 的 方法 将 上 述 方程 正则 化 后 ， 
我 们 得 出 Fredholm 方程 
p+K'ky=f° (6) (102.2) 


и. 


{ 


э, 
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和 补充 条 件 


|та) ВО, 1=0, 1, …， 一 zx 一 1 (102.3) 


原来 的 奇异 积分 方程 , 在 找 А (ел, ces,…, ба) 类 中 的 解 的 意义 
下 ,等 价 于 方程 (402.2) 和 条 件 (102.3) 的 全 体 . 

在 此 处 我 们 应 用 8$99 中 的 记号 ; 特别 是 , ВА В о, (Ф) 由 公式 
(99 .9) 确定 ,而 . 

РО) = КУ В* (to)Z (to) Р»-1(®), (102.4) 

其 中 Pi(tio) 是 次 数 不 超 过 % 一 1 的 任意 多 项 式 ,我 们 可 以 把 它 写 
и Pilto) = Аа А8 А, (102.5) 
这 里 Ва, Ко, 57, Ё, ЖОК О, 1，…, x 一 1 按照 某 一 种 次 序 排 刘 的 
НПИ Аа, Да, е, А, 是 一 些 任意 常数 . | 

在 x 之 0 的 情形 下 ,没有 补充 条 件 (102.3) ,在 x<0 的 情形 下 ， 
我 们 应 该 假定 Px_1(to) =0. 

我 们 考察 方程 (102.1) 的 求解 园 题 ,首先 从 x 之 0 的 情形 人 手 . 
在 这 种 情形 下 ,方程 (102.1) 在 hte1, сз, …，ca) 类 中 找 解 的 音义 
下 等 价 于 方程 (102.2). 方程 (102.2) 的 可 解 条 件 为 (参看 上 一 节 ) 


|, oF OA=0, j=1, 2,.…,», (102.6) 
其 中 о (2): (102.2) 的 相 联 齐 欢 方程 | 
wt+k'K*w=0 (102.7) 


的 入 性 无 关 解 的 完备 系 ;我 们 知道 , 画 数 оу (Р) 是 属于 五: 类 的 ,在 
普通 千 点 的 邻 域内 它 是 属于 Но 类 的 . 
把 产 (如 ) 的 表示 式 (102.4 代 天 (102.6) ,并 引进 导 号 
д, [| (Ка, (102.8) 
可 以 断言 ,条 件 (t02.6) 有 具有 形式 
5 уд, 6—1, 2, :-,», (102.9) 
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其 中 уу 是 完全 确定 的 常数 , 它们 与 画 数 РОР) 是 无 关 的 .常数 д, 
还 可 以 表 成 形式 
а= (, «ОЎО, 4-1, 9, 4,» (102.10) 
ЛЕЙ 
о (0) = Ко, (В). (102.11) 
夯 数 wr (0) 是 届 于 № (сл, 62, +, ва) 类 的 相 联 类 № (бала, бала, 
<, сл) = № 类 的 ; 这 一 点 可 以 从 画 С оо (2) 在 普通 结 点 的 邻 域内 
居于 Н, 类 以 及 由 公式 (98. 11) 确定 的 算 子 К 的 形式 而 导出 .此 
外 ,容易 看 出 ， ВАЗА @ (6) 是 线性 无 关 的 ， 事实 上 , 依据 (102.7) 我 
们 有 а К’ К” О, ННН, о — Кох; 因此 , ИН 
数 ау 是 线性 相关 的 , 那么 , 画 数 а ль :线性 相关 的 , 但 是 这 与 它 
们 的 定义 相 矛 盾 . 
БЕ у КАР plp<v, ря). ЖА, 可 以 
Е, 1 
191, 5, 3—1, 2, …, р 
的 行列 式 不 等 于 需 ， ЖА, Л, ҮЭ Аа, Да, +, А, 的 方 
РЕК (102.9) 的 可 解 条 件 为 
Уз Ур 55 Ур 6: 
Ул 72 6 Ур 85 
… 一 0 (102.12) 
Ул Yr … уь 0 
Yorp1l Ура, 2 ^^ Тр+ьр бр 
j=1, 9, ++, р-р 
或 考 把 它 简 写成 
8st Sandi=0, j=1, 2 уә, (102.18) 


-其 中 ан 是 完全 确定 的 与 画 数 (р Зе 
把 2; 的 表示 式 (102.10) 代 大 上 述 等 式 之 中 , ВИЧЕ, 


460 аж Ж-ка. жа 
方程 (102.2) 的 可 解 条 件 具有 形式 
| Фано, ј=1, 2 ---, р-р, (02.14) 


其 中 和 s(t) 是 h' =h (база, Co+9， "”*, Ст) 类 的 完全 确定 的 贸 性 无 关 
НОЕ, ЛЙ Е, 


№0) =; + Залы HO, )=1,2,--,»—р. (102.15) 


我 们 假定 条 件 (102.14) 是 适合 的 ,那么 ,方程 (102.2) 是 可 解 
的 .我们 来 作出 它 的 一 般 解 。 因 为 已 假定 了 条 件 (102.14) 是 适合 
№, 于是, 条 件 (102.13) 亦 是 适合 的 , 因此, 方程 租 (102.9) 对 于 
А1, Аз, 5", А. 是 可 解 的 ;把 Ара, Арно, 7, А, 当 作 任意 常数 ， 
从 方程 粗 (102.9) 前 p 个 方程 解 出 А, Аз, …，4, 我 们 便 可 以 找 
出 它 的 一 般 解 .方程 租 (102.9) 的 一 般 解 因此 具有 形式 
A;= Ва А.В» А-В „А, 
+Глба+--+Г»д,, 1=1,2, ++, р (102.16) 
其 中 Bn, Г. ЕЕ, РИ У (Р) 是 无 关 的 . 
现在 我 们 如 果 把 常数 Аз, А5, …, 4, 的 上 述 值 代 和 天 方程 
(102.2) 的 厂 端 ,那么 ,所 得 出 的 积分 方程 对 于 任意 常数 Ааа, 
4p+13，…，4x 的 任何 值 都 是 可 解 的 .利用 公式 (101.18) 求 解 这 个 
方程 , 且 双 注意 到 公式 (102.4), (102.8), 我 们 容易 断言 , 方程 
(102 .2 的 一 般 解 具有 形式 
ф (1) =ГКР Сз. Соха Од, О, алча 
Ооо + Оль, Хх+ь-ру (102.17) 
其 中 Хз, Хэу" х КО, Сз, .", С, 所 表示 的 与 在 公式 (101 .18) 
中 的 相同 ; 为 了 一 致 起 见 ， 久 OO，…，O. ЕВЕ 
数 А р-а, Ал, .., А, 而 用 Xvt1ly Ky+a, “**, Nxt+v—p 表示 一 些 完 全 
确定 的 , У 7 (Р) 无 关 的 画 数 , РОК Аз, Ха, "+", д» 那 
样 是 属于 (cs, es,…, оа) 类 的 ; РУБЕН. ВОН, 
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用 Г* 来 表示 由 公式 


Fef =f (6) +| T(to, DF OO (102.18) 


所 确定 的 算 子 ,其 中 画 数 T*(to, 0 БА ж (101.19) зв 
Го, 妇 相 差 某 些 项 ,容易 把 这 些 项 写成 明显 的 形式 ;实际 上 ,如 果 
把 这 些 简 单 的 计算 都 做 了 ,那么 ,显然 便 可 以 知道 , 算 子 具有 在 
上 一 节 末 昆 所 讲 到 的 算 子 工 的 性 质 ; 亦 就 是 膏 , 算 子 了 把 h(e1， 
Сз, ++", ба) 类 的 画 数 变 成 这 同一 类 中 的 画 数 , 而 它 的 相 联 算 和 子 I 
М =А (база, бака, …， Ст) 类 中 的 夯 数 变 成 这 同一 类 中 的 画 数 . 
.特别 是 ,我 们 考察 当 原 来 的 奇异 积分 方程 (102.1) 是 齐 次 方程 
(2кЁр, 24 Х(® =0 时 ) 的 情形 .在 这 种 情形 下 , 方程 (102.1) 等 价 
于 下 述 ( 一 般 讲 来 是 非 齐 次 的 ) 方 程 
p(to) + ERK’kyp=B*(t0)Z (6) Pr-1 (to). (102.19) 
在 现在 的 情形 下 ， 所 有 的 д,=0, 而 方程 (102.9) 的 可 解 条 件 
(102.18) 是 适合 的 . 关系 式 (102.16) 具 有 形式 
А,= BadoritBidprst + В»А,, 1-1, 2, <", р. (102.16а) 
` 如 果 将 4 Аъ, …， А, 的 这 些 表示 式 代 人 (102.19) 的 右 端 ， 
那么 , (102.19) 可 以 表 成 形式 
+ К*Ко= Caaori 十 Caoors 十 十 Oo oaxuro p; (102.20) 
我 个 仍然 把 os Ара, А, ВИЕ Съз, Ca "7", См о ЗИМ 
用 орла, 0542，…，0wts-p ЧЕК (61, cs，…，0o) 类 中 的 线性 无 关 
的 画 数 ,它们 的 表示 式 是 容易 写 出 的 . 
根据 一 般 公式 (102.17) ,对 任 党 的 Сз, +6, Ско 等 价 于 方 
程 (102.20) 的 齐 次 方程 Kgp=0 的 一 般 解 ,具有 形式 
p(to) 一 Caya(io) Съз (№) +*** + ых» (to) 
была (0) 十 二 Ooso p Xrto-p (№), (102.21) 
其 中 OQ1, 0s,…， Оль, 都 是 任意 常数 ， 这 样 一 来 , ВК, 都 
是 齐 次 方程 9p ==0 ЖЕ В и 个 同时 又 是 方程 
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ф-+-К*Еф=0 
的 米 性 无 关 解 ， 当 >z ВР, 98 0,00) 显然 是 方程 
фъК"Ер=о;, 1=ь+1, +9, .…, x+v—p (102.22) 
的 解 ,而 方程 (102.22) 是 从 方程 (102.20) 取 0; 一 1 且 所 有 Ci;=0 й 
得 出 的 . 现在 容易 看 出 ,所 有 的 函数 (0), ј=1, 2，…， x 十 py 一 p 


所 确定 的 函数 9 恒 等 于 需 , 那 么 ,显然 便 有 
0= p+ К"Ер = О, 10а +0, ас, +аі м. инь ричи р ? 
因为 函数 cy 是 缕 性 无 关 的 ,因此 ,这 个 等 式 仅 当 


Cr 一 Ca 一 и 一 Co 一 0 
时 才 有 可 能 . 但 是 ,此 时 从 (102.241) 取 2 一 0 推出 
1 一 (0 一 … 一 0 一 0. 


这 样 一 来 , 齐 次 方程 p=0 恰 好 有 x 十 v 一 p (е, сз, … 
са) 类 的 贸 性 无 关 解 . 

其 次 ,因为 v 之 p, 因此 ,我 们 可 以 断言 : 当 #220 时 , 章 次 方程 
Кро 至少 有 x 个 (10s，…, сд) НЕ ЗО, 

现在 我 们 转 和 计 论 x 是 贡 的 情形 ， 在 这 个 情形 下 , 在 方程 
(102.2) 中 应 该 认为 P。x(to) =0, 并 且 这 个 方程 的 可 解 性 条 件 归 
ЕЖЕ 60(j 一 1, 2,…, 2) , 亦 就 是 说 ,再 一 次 归 业 为 形 如 


3 


| NDF A=0, j=1, 2, ++, и (102.23) 


的 条 件 ,其 中 为 () А = (база, бана, "77 Сп) КРАЕ 
性 无 关 的 画 数 .. 

假定 条 件 (102.28) 是 适合 的 ;那么 ,方程 (102.2) 是 可 解 的 ;但 
是 , 这 还 不 能 襄 明 原来 的 方程 (102.1) 在 已 粹 类 h(61, е, +, ба) 
中 亦 是 可 解 的 ,因为 在 现在 的 情形 (x<0) 下 ,还 要 求 满足 一 x 个 补 
充 条 件 (102.3) .我 们 把 一 般 解 (102.17) 代 入 关系 式 (102.3) 的 左 
端 ; 当 然 , 在 (102.17) 中 我 们 应 该 假定 
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С 一 Cs 一 = Ор =0, 
这 样 一 来 ,我 们 得 出 为 了 确定 C Са, 5-6, О, Ш 一 % 个 线性 方程 
的 方程 租 , 这 个 方程 租 与 方程 家 (102.9) 是 类 似 的 , 它 的 可 能 性 条 
性 仍然 可 以 写成 一 定 个 数 的 下 述 形 式 的 条 件 : 


| (Фа -0, j=v+l, ра, г.) ьо, (102.24) 


这 里 oo 一 x。， 如果 完成 了 对 应 的 完全 初等 的 计算 ,叉车 注意 到 了 
公式 
| omEKTd-| ， ЕГ", (102.25) 
И НИЯ НЕ Г* 的 性 质 ,那么 ,容易 断言 , 画 数 
А (=ь-Ь +, ро) 

亦 象 在 公式 (102.23) 中 的 画 数 入 (2) 那样 是 属于 А = А (база, … 
с„) М. 

条 件 (102.28) 和 条 件 (102.24) — аш М № (102.1) 在 
= (ез, Са, …, са) 类 中 为 可 解 的 一 粗 充 分 和 必要 条 件 . 

2° 如 果 把 $100 中 所 指出 的 正则 化 方法 应 用 到 方程 (101.1) 
的 相 联 方程 


四 
了 


К'р= Кою (102.17 

上 ,那么 ,完全 类 似 地 可 以 求解 方程 (102.17), ， 由 于 几乎 完全 是 类 
位 的 ,我 们 不 再 求 叙述 它 . 

37 从 上 面 的 推导 直接 导出 : УРА Kp 一 0 的 (任何 类 中 
的 ) 粮 性 无 关 解 的 个 数 是 个 有 限 数 ， 对 于 方程 Ер 0 亦 有 类 似 

42 现在 我 们 转向 莽 明 与 $ 53 类 似 的 定理 , 亦 就 是 ， 

定理 工 方程 区 p=f ТЕДИ А А0, 0s,…, о) 中 为 可 角 
НЕХ 


Ф ЛЖИ — РЕДИ И. Н. Векуз 对 于 若干 条 封冻 园 炉 和 
违 畦 系数 情形 所 答 出 的 证 明之 推广 。 
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мато j=1, 2, 0, (102.26) 


1 003—1, 2, …, В) ХВОРА K' 一 0 在 相 联 类 и = 
(eur Са+2, ^^", Cm) 中 嫉 性 无 关 解 的 完备 系 . 


oo 0 0 ооо 
ох 
о оь ое ее а 


ВоВ, (102.27) 
如 果 交 换算 子 К 与 К', А 类 与 и 类 以 及 指标 % 与 所 处 之 


воо оао оа оо 


Е га 的 证 明 容易 看 出 ， кк (96.10) 对 现在 的 情形 是 适用 
ВУ, ЗЕНА (96.10), 条 件 (102.26) 的 必要 性 是 显然 的 .我 
们 来 证 明 这 个 条 件 的 充分 性 .我 们 公关 指 出 过 ,方程 Kp = 六 在 天 
类 中 可 解 的 必要 和 充分 条 件 具 有 形式 


| МО) 0-0, j=1,2,.., N, (102.28) 


其 中 ^,(Ф) д РН № 中 确定 的 画 数 , 而 М 是 某 个 正 整 数 
或 者 雳 . 如果 我 们 能 够 证 明 由 条 件 (102.26) 可 以 导出 条 件 
(102.28) ,那么 ,显然 便 证 明了 定理 I. 

假定 (ФЕ 五 类 中 的 任意 一 个 画 数 , 它 在 所 有 烙 点 处 都 取 值 
25, РЕЖ Kg 是 属于 Но 200. У Ко=- Кот (其 至 
ЖЕН Ж) 中 是 可 解 的 ,因为 它 有 解 9 一 9， 从 而 ,必然 有 


о- | А Куй | Ко. 
РА Е 


根据 夯 数 9 (0) 的 任意 性 ,从 前 一 个 等 式 得 出 , К’, 0. Е 
一 来 , м 是 齐 次 方程 Кр 0 А ЖЖ, Ш, у, 
由 ，…， фы 的 线性 租 合 ;这 意味 着 ,条 件 (102.28) 是 条 件 (102.26) 
的 推荐 ,这 就 证 明了 定理 I， 交 换 与 K', АЫ М ЗРНА 
得 出 的 定理 完 双 类 似 地 可 以 加 以 荐 明 ， 
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定理 IT 的 证明 首先 讨论 х0 的 情形 ， 在 这 种 情形 下 , 在 
h 类 中 可 解 的 充分 和 必要 条 件 具 有 形式 (102.14), 其 中 А», 
ее, А8 Ы ЖЕ. 另 一 方面 , 正如 刚才 所 证 明 
过 的 那样 , (在 同一 类 中 ) 可 解 性 的 充分 和 必要 条 件 是 条 件 
(122.26) .这 样 一 来 ,如 果 万 。 类 中 任 一 个 汞 数 适合 条 件 (102.14), 
那么 , 它 亦 适合 条 件 (102.26) , 反之 亦 然 ， 由 此 可 以 知道 (参天 本 
书 未 昆 的 附录 三 ) , 印 数 Аа, Аа, …, hp ВИЖ фа, рь, …, фь 的 
ВЕНА, БОКА. 因此 ,有 

И =р-р. 

再 者, 正如 已 痉 指 明 过 的 那样 ,根据 (102.21) ,方程 Кр=0 的 
ЕЕ ЗЕ ВЕ р-р, 因此 
. | Ё= х4» о; | 

从 上 面 所 得 出 的 两 个 等 式 就 可 以 推 得 等 式 (102.27). 

我 们 转向 讨论 x<0 的 情形 ， 交 换算 子 及 与 К 以 及 及 类 与 
类 所 处 的 地 位 ,我 们 便 可 以 把 这 种 情形 归 业 为 上 面 的 情形 . 

进行 和 前 面 完全 类 似 的 推导 ， 我 们 导出 关系 式 妨 一 1 一 其 
中 ‰ 是 算 子 К’ 的 妨 类 的 指标 ; 我 们 知道 , x 一 x， 因 此 , 我 们 
重新 得 出 了 等 式 (102.27) . 

ЖЖ НЕА ТИ. 交换 КУК 以 及 与 如 所 处 
的 地 位 而 得 出 的 定理 亦 同样 可 以 证 明 . 

注释 1 рн Г 不 属于 Нож, 而 是 属于 h(es, ca，…， 
со), ЕН "ЕЛЕНА ИНН ЈА Р НЫ: 类 的 , 那么 ， 
容易 看 出 ,定理 I 和 工 以 及 别 的 糙 果 都 仍然 是 有 效 的 ， 在 画 数 f() 
属于 h(c1, ca …， co) 类 , 在 特殊 精 点 的 邻 域内 双 是 属于 Б" 类 的 
情形 , 亦 不 必 作 任何 重大 的 变更 ;特别 是 ,在 这 情形 下 ,上 述 定 理 仍 
然 :有 效 。 

对 交换 区 与 区 ', 玉 与 及 所 处 的 地 位 而 得 出 的 定理 , 亦 可 以 作 
类 以 的 注释 . 
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注释 2 如 果 在 用 适当 方式 引进 了 实 变 量 (例如 , ЕН АЕ 
. 8) 后 ,所 讨论 的 奇异 积分 方程 变 成 了 实 方 程 , 那么 , 双 若 在 实 的 范 
轿 内 求解 方程 ， 则 上 面 已 证 明 过 的 基本 定理 在 这 个 情形 仍然 是 有 
效 的 , 它们 和 和 在 $54 中 所 指明 过 的 是 完全 类 似 的 . 此 时 应 把 已 给 
方程 的 相 联 齐 次 方程 理解 为 已 给 方程 化 成 实 形式 后 的 相 联 方程 ， 
_ ЯН НЯ СВ $54). 


$103， 重 要 的 特殊 情形 
在 上 面 几 节 中 ,我 们 讨论 了 形式 为 
Ky=A(to) 9 (to) 十 В (№) | ФО 


my JI Ёо 
+21 ыа Dp) ао.) 
А | 
Куел) р) — | 20004 
+ во 504-96) (108.2) 


的 方程 ,其 中 假定 了 Г АЕ ОРЕСТ, 
亦 象 在 $ 83 中 那样 ， 我 们 现在 讨论 两 个 重要 的 特殊 情形 : 工 
是 一 条 断 炉 的 光 户 曲线 的 情形 和 工 是 一 条 简单 的 、 封闭 的 逐 段 光 
正 象 在 前 面 范 样 ,我 们 引进 记号 


0 
1 断 续 的 光滑 曲 芒 的 情形 中 
ЗЕЛЕНИ ВНЕ Да аа Be, 6 一 1, 2, 

=, 浅 所 构成 的 曲 态 .在 我 们 的 情形 下 , 端点 ак, Въ БЕН Г М 
Ф ЛЕН. И. Мусхелишвили 的 葵 区 [6] 中 以 及 五- И. Мустелишвили Ж Д.А, 

Kanecexasa 的 窒 交 [1] 中 直接 研究 了 这 个 情形 ,参看 本 章 的 引 早 ， 
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Жел. НОННА Г НЕ ВУИ КИЕВЕ АХ, 但 是 , 这 一 次 
我 们 将 不 这 样 做 ， 我 们 用 664, 4=1 2,…, Эр 表示 喘 点 (和 结 点 ) 
ак, Бъ 的 某 一 种 排列 的 结果 . . 

根据 上 面 所 加 的 条 件 , 我 们 假定 , ВАК А020), B04) ЧЕ Г ЕЕ 
ЖЭ Н 类 的 , 画 数 b(to, 人 引 在 上 上 对 两 个 变量 如 和 水 是 属于 匡 
类 的 (在 现在 的 情形 下 А 类 与 Но 类 是 同样 的 ). 

我 们 把 在 L; 上 的 In G (2) 理解 为 在 Г, 上 连 苇 变化 的 任何 一 
个 值 . 对 应 于 端点 的 数 yz 由 公式 


确定 ,其 中 
о-в, 51. In Gon ， (103.5) 


ЕН. оъ а) 时 取 上 面 一 个 符号 , 当 о, 时 下 下 面 一 个 符号 , 耐 
整数 Mx АЕ 

—1<оъ А1, b=1, 2,.., Әр (103.6) 
选择 ， | 

特殊 端点 сьФ (在 现在 的 情形 下 , 灶 点 归 业 为 端点 ) , 亦 就 是 ， 
Re yi 一 0 的 那些 句点 ,在 现在 的 情形 下 ,它们 由 条 件 : G (ex) 是 实 
的 坟 数 (因为 在 并 且 只 有 在 这 个 情形 下 оь 才 是 整数 ) 表 征 着 ， 

ЖИХ Re ys=0 的 特殊 端点 , 而 且 ys=0 的 特殊 端点 都 由 条 件 
@(сь) =1, 亦 即 В(сь) = 0 表征 着 . 

在 897, 2° 段 中 所 指出 的 有 关 特 征 方程 Kp 一 f (假定 /是 
ЖЗ Н 类 的 ) 的 解 的 结果 , 在 现在 的 情形 下 可 以 补充 成 这 些 解 在 
yx-=*0 的 那些 特殊 端点 оь 的 邻 域内 亦 是 有 界 的 , Е НЕМ 
Н ау; 这 一 点 可 以 从 公式 (97.1D) 和 (97.12) 导出 ,因为 在 现在 
的 情形 下 , 当 yx 二 0 时 ,我 们 有 В" (сь) =В(сь) =0. 


Ф ИЕ, 性 殊 笑 点 和 普通 结 点 中 做 特殊 缮 点 和 兽 通 端点 。 一 一 让 者 


注 
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再 者 ,如 果 方 程 K%p =f 的 解 p ( 在 任 一 个 普通 端点 о, 的 邻 
域内 是 有 界 的 ,那么 , p(t) 在 这 个 端点 的 邻 域内 必然 是 属于 五 类 
的 ,并 且 在 那 一 点 处 它 应 该 取 值 条， 正 象 在 $97, 2° ВНР, 
可 以 证 明 解 gp( 人 是 属于 五 类 的 . 其 次 , 如 果 9 (ок) +0, 那么 ,在 
等 式 (108.1) 中 左 端 的 第 二 项 在 cs 附近 象 In (一 o) 那样 是 无 界 
的 , 这 是 不 可 能 的 ， 因 为 在 cs 附近 这 个 等 式 的 其 余 各 项 都 是 有 界 
у. Фе) = 0 亦 可 以 直接 证 明 . 

我 们 再 补充 一 点 ,在 现在 的 情形 下 , 由 公式 (101.2) 所 确定 的 
核 М (в, 为 在 所 有 特殊 端点 的 邻 域内 都 是 有 界 的 ,而 因此 ,在 8101 
中 由 公式 (101.8) 所 引进 的 画 数 了 (), 可 以 由 更 简单 的 

TO= -om (108.7) 
代替 . | 

最 后 ， 我 们 指出 ， 如 果 在 所 有 端点 处 В (е) =0, 那么 , 方程 
(103.1), (103.2) 的 理论 与 在 第 二 章 中 所 叙述 的 当地 由 一 些 治 请 
ЗРЕО, С 4(t), В(® ТЕ 2 ЕВ ЕАН 
类 的 ) 情 形 之 理论 ,并 没有 什么 区 别 . 

实际 上 ， 如 果 В (6,) =0, 8 一 1 2, ---, р, ЖА, yx 一 0, 下 一 
1,2, ---, 2р, 并 且 所 有 端点 都 是 特殊 业 点 ， 因 此 , 解 的 类 的 概念 
失去 意义 .方程 (103.1D) 或 者 (103.2) 的 所 有 解 都 是 属于 五 类 的 ， 
甚至 我 们 可 以 在 Н" 类 中 来 找 这 些 解 ; 此 处 我 们 假定 f(t) 6000) 
是 属于 万 ЖМЖ (в, Р) 亦 是 如 此 . 

在 所 有 端点 处 Reyz= 0 的 情形 下 , 亦 就 是 , 在 所 有 端点 处 
G (cee) 都 是 实 的 正 数 的 情形 下 ,我 们 亦 不 必 作 任 何 重大 的 变更 . 

2 ИРИНЕ. 

我 们 现在 假定 Г 是 一 条 简单 的 、 封 阴 的 、 Бр 


Ф 把 解 9 人 在 端点 ck ДИ осо Рось 时 ФФ 所 趋 于 的 极限 、 
© Ф. Д. Taxoat, 册 雪 接 娃 论 了 这 一 种 情形 (还 特别 假定 了 工 是 一 条 光滑 图 
Ж). ШЕТ Н. И. Мусхелишвили 和 Д. А. Квоселава ВУЗА АЈ. 
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В 05 (完全 类 似 地 可 以 讨论 卫 由 一 些 这 样 的 园 芒 而 构成 的 情 
形 ). 

我 们 可 以 沿用 在 § 83, 2° 段 中 的 记号 ,特别 是 ,我 们 以 61, са, 
…, в, 表示 曲 总 工 的 结 点 ;在 现在 的 情形 下 , 结 点 是 角 点 和 分 布 在 
ВНЕ Г 的 光 浓 部 分 上 的 某 些 点 . 

正 象 在 整个 这 一 部 分 中 那样 ,我 们 可 以 假定 А(0), ВО, 
В (№, 2) Г Е Но ЖЖ. 

ИЕ А (0), ВОЕН Жи, 从 而 G0) 亦 是 属 
于 互 类 的 (而 不 仅 是 属于 0 类 ), 那么 , 按照 在 8 88, 2° 段 中 的 
记号 ,对 于 所 有 的 “ 结 点 ” ,我 们 可 以 有 

9 (сь – 0) =G (crt0), (108.8) 
由 此 可 以 得 出 ,所 有 数 yz=0( 参 看 公式 (83.7)), 因此 ， Вт 
ЫЕ АХ. жэн, тета ав ЕИ К, 2 (108.1), 
(108.2) ВЕЖ БУТЕ Р Г д АУЗ РТ 
ЕСА РЕНА — С) 的 情形 下 所 叙述 的 
理论 没有 什么 区 别 . 唯一 的 区 别 在 于 : Фф (2) 或 者 对 应 地 按 上 一 节 
中 所 指出 的 一 般 方 法 所 确定 的 由 ( 的 ， 当 上 与 角 点 重合 时 个 ， 可 能 
不 适合 方程 (103.1) 或 者 相应 地 不 适合 方程 (108 .2)， 
如 果 假 定 4 办 和 了 的 是 属于 Но 类 的 ,但 是 在 点 6 处 有 
аго С (er—0) =arg G (е,4-0) (108.9) 
(精确 到 差 一 个 2w 的 整数 倍 的 数 ) ,那么 , 在 这 个 情形 下 , Е 
生 重 大 的 变更 . 插 且 在 这 种 情形 下 ,所 有 千 点 都 是 特殊 结 点 , 面 解 
的 分 类 失去 音义 . 

反之 ,如 果 形 式 为 (103.8) 或 者 (103.9) 的 等 式 不 成 立 ,那么 ， 
项 至 在 当 工 是 一 条 光 请 国粹 的 情形 下 , 比 之 当 卫 ЕВ 
光 请 的 曲线 的 情形 而 首 , 我 们 不 能 作出 任何 本 质 的 简化 . 

但 是 , 我 们 指出 一 个 事实 , 它 有 时 有 重要 的 意义 。 亦 就 是 襄 ， 

Ф ”关于 这 一 点 还 可 以 寡 看 Д. А. Квеселава [7]. 
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我 们 可 以 证 明 , 如果 方程 (103.1) 的 解 (0 在 已 输 的 普通 粘 点 的 

领域 内 保持 是 有 界 的 , БА, ФФ 必然 在 这 一 点 的 邻 域 内 是 属于 

Н 类 的 (而 不 仅 是 属于 Но ЖИ). 事实 上 ,如 果 。 是 上 述 的 粘 点 ， 

又 车 pg(e 一 0) #р (6+0), ЯВА, (103.1) 左 端的 第 二 项 就 全 
2209) [ple—0) —p (e+0)]In (6—0) 


那样 是 无 界 的 @ ,而 这 是 不 可 能 的 ,因为 左 端的 其 余 各 项 以 及 右 映 
在 ¢ 附近 都 是 有 界 的 . 

对 于 方程 (103.2) , 亦 有 同样 的 情况 . 

注释 ”在 数学 物理 的 边 值 问 题 (例如 ,在 势 论 的 问题 中 ) 中 , 边 
界 上 角 点 的 存在 ， 通 常会 使 得 所 归结 的 奇异 积分 方程 之 求解 大 大 
复杂 化 . 

这 与 .上面 所 指出 的 并 不 是 矛盾 的 ,因为 在 上 壕 的 一 些 癌 是 中 ， 
角 点 的 存在 通常 会 影响 到 画 数 (to, #) ,为 了 直接 应 用 上 面 所 叙述 
的 理论 ,可 能 需要 再 要 求 4(io, 如 具有 正规 性 质 . 


$104. 应 用 于 第 一 类 的 特征 方程 
在 886 中 以 及 在 $90 中 的 更 一 般 的 假定 下 ,求解 了 方程 


1 pbat _ 
а | 9008-50), (104.1) 
现在 可 以 把 这 个 方程 叫做 第 一 类 的 特征 方程 ; 从 在 $ 97 中 所 讨论 


过 的 方程 Rp 了 取 A4(o) =0, Blto) 一 1, 便 可 以 得 出 这 个 方程 ， 
тА, те Аа Г д ДГ ААЭ 
的 情形 (如 辐 在 § 86 中 那样 ) ; 处 理 一 般 的 情形 亦 是 没有 困难 的 
(206 $90). 
对 应 于 方程 (104. 了 的 联结 问题 (97.6) 在 天 (ca са, +, ва) 类 
中 的 典 则 画 数 Х (2), НА (88 86 及 85) 


Ф 我 们 指出 , 量 (0-0), BCe+0) 中 至 少 有 一 个 是 不 等 于 窑 的 ;否则 蒜 点 6 就 
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УВ, (2) 
Х (2) =0 1 . 
бт) (104.2) 
Н, ЯО 是 一 个 异 于 零 的 任意 常数 ,而 


B=- в®- П 6—0): (104.8) 


根 式 按 照 $ 85 中 球 样 理解 , 亦 就 是 说 ， 
VEG /BEG) МЕ») у. [В @) 
МЕ, (2) В›(2)’ УВ: (2) В, (2)? 
工 且 右 端 的 根 式 理解 为 在 沿 着 区 而 割 开 的 平面 上 是 全 炖 的 一 村 
为 了 确定 起 见 , 如 同 在 8$ 85 中 那样 , 我 们 可 以 假定 , 对 很 大 的 |z|， 
有 


(104.4) 


Ver 


在 目前 的 情 况 下 ,所 有 撕 点 都 是 普通 精 点 ， 由 于 及 (2) 在 无 穷 远 外 
的 阶 数 等 于 gq 一 p, 因此 , А (са, ca, …, Cg) 类 的 指标 
% 一 力 一 0 。 (104.6) 
方程 (104.1) 在 h(c1, ca， …， ca) 类 中 的 典 则 夯 数 4 (ОЕ 
式 (97.9) 取 4=0, В=1 тті, 92, 


~ 1 1 
(= Х+0) = =0 YR с а (104,7) 


其 中 后 一 个 根 式 理解 为 画 数 V В: (2) ГЕ (2) 从 工 的 左 侧 所 取得 的 
Ви. 
与 此 同时 ,根据 公式 (97.12)， 
K*f= V Plto) [00а 
mi Вю) IN В.В (6—0) 
根据 $ 97 Ауе, ИЕ (104.1) ДЕ А (сз, са, …, ба) 
类 中 的 解 可 以 表 成 形式 : 
УВ.) [УФА +. Ур 
п У (6) УЕ, 0) (0-6) МВ) 


(104.8) 


p(to) = 


рез (№), 


(104.9) 
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其 中 РЕК оо 1 ЖИЕ АС ро, 
Рьа-1(ю)=0), #824 р<9 时 ,为 使 解 存在 的 充分 和 必要 条 件 是 


В, (® и О | 
ннн 0, 3=0, 1, -.., 9—p—1. (104.10) 
(404 了 是 自身 相 联 的 并 且 可 和解 竹 条 件 404 10) 折 六 的 并 不 此 


把 $102 中 定理 I 应 用 于 这 一 个 特殊 情形 所 得 出 的 多 ， 


8 105 .第 一 类 方程 的 正则 化 和 求解 
我 们 现在 讨论 一 般 形 式 的 第 一 类 方程 


| рр =), (105.1) 
为 了 入 单 起 见 , 亦 象 在 上 一 节 中 那样 ,认为 二 仍然 是 一 条 断 续 的 光 
滑 曲 入, 并且 引 用 同样 的 记号 . 

这 个 方程 可 以 改写 成 


Blto) [2 ДОХА 
лё Jr i—ito 


+t | „006, 0р0) а= 0), (105.2) 


其 中 
B(to) = К (to, to) И в (№, #) 一 
象 通常 那样 ， 我 们 将 假定 所 考虑 的 方程 是 正则 型 的 ; 在 现在 的 情 融 


т, 这 可 以 归 精 为 在 工 上 处 处 都 成 立 в(д +0 的 条 件 . 因此 , 不 
失 一 般 性 ,我 们 可 以 假定 


К (to, р К а= to) 


(105.3) 


В(2) =1. (105.4) 
与 此 相对 应 ,所 考虑 的 方程 具有 形式 
Ko= ОИ ра, dF) dt =f Co) (105.5) 


我 们 仍然 假定 , (00, 驯 对 如 及 i 是 属于 匡 类 的 ; 此 外 , 我们 
暂时 还 假定 7 是 属于 Н 类 的 . 
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方程 (105.1) 是 方程 (96.11) 的 特殊 情形 ,因此 ,我 们 可 以 把 在 
上 一 节 中 所 得 出 的 所 有 精 果 应 用 于 方程 (105.1) 。 如 果 我 们 直接 
应 用 8 99 中 所 指出 的 正则 化 方法 于 方程 (105.5), 埋 且 利用 在 上 
一 节 中 所 指出 的 特征 方程 04.1) 的 解 , 那么 , 我 们 亦 可 以 得 到 同 
样 的 精 果 和 公式， 我 们 简单 地 重复 这 些 糙 果 中 的 某 一 些 结 果 . 
#2 (105.5) ЖЕ А(ез, са, …, са) 类 中 对 应 的 典 则 画 数 由 公式 


УВ. (0) 
-OY 105. 
ZO 7,0) (105.6) 
н, Нер О ЯРАН: А (0а, са, 5-5, со) 的 指标 
кх=р-— 0. (105.7) 
24 х=р-- 920 时 ,方程 (105.5) 在 (сз, 62, *>-, ср) 类 中 找 解 
的 意义 下 等 价 于 Fredholm 方程 | 
9 (to) ъкъреКу+У 0 Pps 1i(to), (105.8) 


其 中 Pp_o_1 (io) 是 次 数 不 超 过 Dp 一 9 一 1 的 任意 多 项 式 ( 当 pg 时 ， 
Руа (to) =0) . 
4 х=р— 9 <0 时 ,方程 (105.5) 等 价 于 (在 同一 个 意义 下 ) 5 


程 
p(to) +К*Ко=К* (105.9) 
连同 形式 为 
[УФУ и с оъ 
|, вё |, УВ. 0) йв, J 0, 1, 2, ›9—Рр 1 
(105.10) 
的 条 件 的 全 体 . 
在 上 述 这 些 公 式 中 


куе УВ | VE 
ліх Roo) 1: УВ. (0 (2—4)? (105.11) 


_ 1 
кре 60, ЭрФ@, 
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与 此 相对 应 


Kekp |, Ti Poa, (105.19) 
这 里 
__ A Ri (to) В, (£1) А (+1, 2) ан А 
№ (№, 0) лё м] г М В, (4) (h—to) (105.18) 


вонь, ран 
mo J м ВН) . 
ЗИЧ Г ИИ: ЗА (105.5) ТЕЕ а д с 附近 保持 
有 界 的 所 有 人 解 ,都 应 该 在 c ДЬЕ. | 
ДЕ $ 86 中 全 对 一 个 特殊 情形 , 亦 就 是 , ХА (104.1) 05 
” 程 ,指出 过 解 的 这 一 个 性 质 ， 由 于 方程 (105.5) 可 以 改写 成 


2] PO p(t) – К, 


Wor 一 加 
因此 ,一 般 博 形 可 以 妇 桔 为 上 述 的 特殊 情形 ;如 果 解 p 在 端点 c 附 
近 是 有 界 的 ,那么 , ky 在 这 个 端点 的 邻 域内 , 正 象 /那样 ,是 属于 
妃 类 的 ;由 此 便 可 以 导出 我 们 的 结论 ， 
最 后 , 我 们 指出 , 如 果 假 定 画 数 /4) 是 属于 Л (са, са, …*, 6а) 
类 的 , 面 不 一 定 是 属于 НЫ 类 的 ,那么 ,上 述 所 有 公式 和 精采 都 仍然 
是 有 效 的 . 


0,00 = (105.14) 


§ 106， 和 研究 奇异 积分 方程 的 其 他 方法 


在 $55 中 我 们 熟悉 了 由 И. Н. Векуа 提出 的 @ , 用 来 研究 在 
下 列 情 形 下 的 奇异 积分 方程 的 一 个 有 效 方 法 : ЧН 
ЗЕНА ЕН ЛХ, 而 特征 部 分 的 系数 是 迷 秆 的 情形 ， 类似 
的 方法 亦 适用 于 积分 路 径 是 任 仿 一 条 逐 段 光滑 曲名 ,而 所 考 感 的 


Ф ”这 里 我 们 所 措 的 是 И. Н. Векуз 论 交 [7 中 所 讲 再 的 方法 , 这 个 方法 与 同一 
个 著者 丛 交 [4] 所 讲 到 的 方法 是 不 同 的 . : 
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奇异 积分 方程 是 属于 在 $ 96 中 所 讲 到 的 类 型 之 一 的 情形 在 这 
种 情形 下 Е Жан, 因为 在 选择 正则 化 算 子 时 必须 考虑 
到 ,要 使 得 释 正 则 化 后 而 得 出 的 ,并 且 等 价 于 原来 的 奇异 积分 方程 
的 Fredholm 方程 之 核 的 性 质 在 端点 附近 是 十 分 简单 的 。 
由 下 面 的 考虑 出 发 ,不 难得 出 这 样 的 正则 化 算 子 。 
我 们 知道 , 当 沿 用 8$ 97 的 记号 时 ,特征 方程 
Kp=f 
ДЕБ ^ ЈЕ, ТЕ 220 时 ,由 公式 
ф (to) = 及 ?十 . В* (6) 2 [to) Р, (6) 
н, Р, (ЕК ЖА x 一 工 的 任意 多 项 式 . 这 样 一 来 ， 
24 x 之 0 时 ,我 们 有 恒等式 
К°К”/ =, 
因此 КК'-Е, 其 中 卫 是 单位 筑 于 .我们 看 出 , 在 日 前 的 情形 
т, АКВ К" 的 正则 化 筑 子 ,并且 正则 化 的 车 果 是 非常 
вм. 
因此 ,不 难 想到 ,如 果 交 换 及 " 与 К" 所 处 的 地 位 , 当 x<0 时 ， 
Ес Е ,通过 一 些 不 复杂 的 推导 ,可 以 建立 
Kop (6) + 8 В* (0260) to) Е: wi (to, ФО), 
KEKr*p (6) – вар | Qi ч Эр фе , 


І 


И ф(0) 2 НЕ 而 Р, 102, 0) А 9,1, t) 分 别 
是 次 数 不 超 过 x 一 1 和 *w' 一 1(x 一 一 x) 的 完全 确定 的 多 项 式 , ЕН. 
4 м0 1, Р, (0, 0) =0, 26 х'< 0 В, Qw-1i(to, В =0. 特别 是 ， 
и х= 0, ЖА, К*К=КК*=Е И, НУ Е 5 К" 
此 互 为 道 算 子 . 在 xz0 的 一 般 情 形 下 , 这 些 算 子 虽然 彼此 着 不 五 
Е, 但 是 , 它们 具有 这 样 的 算 子 的 实质 的 性 质 . 此 外 ,不 难 
证 明 算 子 К 的 下 烈性 质 : 


di 
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34 #220 时 , 齐 次 方程 Ко 0 Е А НЕ. 

当 x<0 时 ,方程 区 "oo 一 六 对 于 属于 丈 类 的 每 一 个 右 端 7 ТЕ Љ 
类 中 都 是 可 解 的 ; 对 应 的 齐 次 方程 恰 有 x'= —х КАЖ Е 
关 解 . 

因此 , 算 子 KK’ 可 以 起 着 与 HI. Н. Begya 等 价 性 定理 (在 $55 
中 证 明 过 的 ) 中 的 算 子 М 同样 的 作用 ， 这 样 一 来 , 在 现在 的 情形 
下 ,我 们 得 出 一 个 与 8 55 中 的 定理 类 似 的 等 价 性 定理 . 

正 象 在 8 55 中 那样 ,利用 这 个 定理 , 可 以 得 出 在 5 102 中 用 另 
外 的 方法 省 明 过 的 那些 基本 定理 .在 目前 的 情形 下 , 其 推导 比 之 
ДЕ $ 55 中 所 做 过 的 要 稍为 复杂 些 , 因为 在 这 里 我 们 还 需要 进一步 
研究 解 在 灶 点 附近 的 性 质 . 

在 这 一 节 中 所 用 到 的 研究 方法 是 属于 Д. А. Квеселава ру, 
在 她 的 论文 [中 ,读者 还 可 以 找到 这 里 所 指出 的 精 论 之 证 明 Ф. 

利用 这 方法 可 以 得 出 一 和 柔 列 新 的 车 果 ， 这 些 车 果 与 第 二 章 
$855, 59 中 所 指出 过 的 那些 结果 是 类 似 的 , 部 分 是 由 Д. А.. 
Квеселава 本 人 完成 的 . 


П. 应 用 于 Dirichlet РЕ 


在 前 面包 个 部 分 中 所 关 述 的 结果 可 以 有 成 效 地 彼 用 来 求解 数 
学 物理 中 的 很多 重要 问题 . 

在 这 一 部 分 中 ,我 们 要 给 出 一 个 既是 最 简单 的 ,同时 又 是 典型 
的 应 用 , 挛 就 是 ,用 来 求解 沿 着 有 限 条 任意 形状 的 弧 而 制 开 的 平面 


Ф Д. А. Квеселава 考虑 了 更 特殊 的 情形 , 亦 就 是 , 当 积 分 粮 是 一 条 光滑 的 封 并 
图 机, 而 特征 部 分 的 柔 数 , 正 象 在 §103, 2° 段 中 那样 ,可 以 有 第 一 类 的 间断 点 的 情形 . 
但 是 ,这 个 方法 是 容易 移植 到 一 般 情形 上 的 . 

四 ”在 这 一 部 分 所 叙述 的 精 果 ， 特 别 是 ， 有 关 一 条 国米 情形 的 若 果 ($$ 107, 108) 
是 著者 在 他 的 论文 [6] 中 得 出 的 , 在 这 篇 论文 中 齐 实 上 仅 解 决 了 8 107 中 的 问题 Аз, 
Н. П. Векуаш 锥 出 了 对 于 任意 多 条 转 米 情形 的 推广 ($ 109) ; агра асва 
54161, 
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上 的 Dirichlet 问题 以 及 它 的 某 些 变态 半 题 ,这 些 回 题 在 空气 动力 
学 中 (例如 ,在 机 构 理 论 中 ) 起 着 重要 的 作用 . 


$107， 在 沿 着 一 条 任意 形状 的 缴 而 割 开 的 平面 上 
的 Diriehlet 问题 及 其 类 似 的 问题 


1° Бл Га жок А, ВОИНА. 此 外 ,我 们 
还 假定 工具 有 适合 Н 条 件 的 曲率 2. 

假定 5 表示 沿 着 Г. ПИРУ. ЗАРЕ РЕНА. 

问题 А 要求 根据 边界 条 件 

Re Ф+ (1) = Бө Ф`(&%) =}(%) 在 卫 上 ， (107.1) 

来 找 一 个 在 5S 内 是 全 纯 的 ， 在 无 穷 远 处 取 值 零 的 , 可 以 从 工 的 左 
倒 及 右 侧 连 苇 拓 展 到 曲 业 忆 的 所 有 普通 点 〈 不 是 端点 的 点 ) 上 的 ， 
而 在 端点 附近 是 适合 下 列 不 等 式 的 画 数 更 (2) : 


1$(2|< т, 0<a= 常 数 <1 (e=a 或 人 )@， 


ЗН У (в) ЖЕЛЕ Г БН Н 类 中 的 实 画 数 . 
И А 可 以 分 成 下 列 情 形 来 讨论 : 
问题 A， 附 加 要 求 画 数 $B(%) 在 两 个 端点 а ЯП О 附近 是 有 界 


的 . 

问题 A， 附 加 要 求 面 数 BG&) 在 端点 4 和 “之 中 的 一 个 附近 
是 有 界 的 . 

ТЕ А. Ф (2) 在 两 个 端点 a 1 附近 都 可 以 是 无 界 的 ， 

25 我 们 先 关 明 与 问题 A 对 应 的 齐 次 问题 ( 亦 就 是 , 辣 题 A 在 
fQ =0 的 情形 ) 之 非 雳 解 的 存在 性 问题 , 我 们 把 这 个 齐 次 轩 题 叫 
做 问题 Ао, 而 把 对 应 于 问题 Аз, Аз, Аз 的 齐 次 问题 分 别 叫 做 加 
ВИ АЗ, А3, 43. 对 于 问题 А°, 边界 条 件 (107.4 具 有 形式 


= Ф “这 意味 着 : Т жі Маа уу 对 弧 坐 标 具 有 适合 Н д. 
© НЕ 6(2) 是 一 个 在 无 穷 远 处 取 值 零 的 具有 跳跃 曲 糖 己 的 分 区 会 
Е. | 
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КөФ+ (5) =Ве$- (&)=0 ФА Б. (ж) 

我 个 首先 讨论 一 个 特殊 情形 : С=аб 是 实 轴 上 的 一 段 , ЗЕ А. 
用 更 一 般 的 条 件 (2) =0 求 替代 条 件 @ (оо) =0, 这 里 2 是 不 在 
卫 上 的 某 一 个 点 (特别 是 ,可 尽 取 z= оо) ;我 们 所 指 的 是 画 数 下 (2) 
在 无 穷 远 处 是 有 界 的 . 

在 研究 中 引进 在 无 穷 远 处 是 有 界 的 〈 具 有 跳跃 曲线 Г 的 ) 分 

0() =Ф(0) –Ф(2); 

此 处 ,我 们 应 用 了 $39, 1° реу, У, В Ф (2) 理解 为 由 
公式 


Ф (2) 一 五 (可 
所 人 确定 的 画 数 . ЕЕ ГДЕ Г ЕЯ 
Ф*(0)=Ф-(0), Ф-(0 =Ф*(2), (6) 


依据 (9) 及 (x*x) АЯН ТЕГ БО (0) 0-00) =0, вм 
得 , 0(0) = 常数 =2C， 这 样 一 来 , Ф (0) =Ф6(2) 一 20, 这 里 0 是 一 
个 常数. 因此 ,根据 (*) 及 (x*) ,容易 看 出 
$ +$-(=20 ФЕТ Е, 
这 样 一 来 ,为 了 确定 Ф(2) , 我 们 有 一 个 最 简单 的 联结 间 题 ,这 
个 轩 题 在 无 穷 远 处 是 有 界 的 一 般 解 ,由 公式 


_ А-В ки 
Ф (2) 一 C 十 EE (жже) 


给 出 ,其 中 4 和 了 都 是 任意 常数 

现在 如 果 要 求 画 数 5 应 该 适合 问题 Аб 的 边界 条 件 (*) , 那 
么 , 容易 断言 , 常数 4, В, С ЖЕНИ, |, ЕН 
在 问题 A? 和 АЗ 中 所 要 求 的 补充 条 件 ,以 及 条 件 Ф (20) =0, ЖА, 
ЗНАЯ, Зип гана: 


式 
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Ф(2) =Ео(2), 
ЗЕ ИО 而 со (2) 是 在 无 穷 远 处 为 有 界 的 . 完 


ae 


ee 


РЕ ВЕН АННЕ 0, 
那么 ， 根 据 同一 个 公式 (жеж), АН, НЕЕ 
D(z) =, 其 中 是 一 个 实 常数 ,从 而 ,有 Re Ф(2) =0. 

我 们 已 好 计 论 了 当 工 =a2 БЕР ВО ЭРЕ. 利用 
将 区 域 S 映射 成 人 РВ ЕР ЕЕ а8 而 项 开 的 区 域 
的 保 角 映射 《假定 这 个 映射 同时 把 句点 а 与 5 分别 映射 成 端点 a 
589), и ЕЕ БИ. Еж, БТЕ 8 
出 的 有 关 问 题 A? 的 解 的 结论 对 于 一 般 情形 仍然 是 有 效 的 ， 

82 我 们 现在 着 手 于 问题 А 的 求解 。 我 们 将 找 形式 为 (参照 
$ 65) 


Ф(2) -| 200 (207.2) 


的 解 , рш) 是 豆 '* 类 中 实 的 未 知 夯 数 ;今后 ,我 们 暂时 把 问题 
А ЯНА, 问题 A1, As, As 的 解 ) 理 解 为 可 以 表 成 形式 为 
_ ао. ®. 


ЛЖЕТ ЕН НУ 

ноту, pO) 902214. 0. df (io) , (107.8) 
这 里 , 正 象 在 8 64 РОЖЕ, (в, 四 一 | 一 0|, 而 alto, 0) 表示 在 # 
处 的 正切 粮 方 向 和 向 量 说 之 问 所 夹 的 角 .， 上 还 方程 还 可 以 改写 
成 (参照 § 6 泡 形式 : 

Ф 根据 保 朋 映射 已 知 的 性 质 (例如 , 参看 В. Warschawski [1]) , 容易 看 出 ,在 
我 们 村 二 所 加 的 条 件 下 ,在 端点 2 附近 适合 条 件 

162) |< 74. ‚ 0<ш-<1 

Ву Ф (2) , ЖЕЕ ВАЗАРИ С 平面 上 在 对 应 的 端点 附近 亦 适 合同 祥 条 件 的 
这 个 限制 在 下 面 (7° но. 
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1), сЕ + 1. | KO) 2 ds—f (to) , (107.4) 


其 中 必 =arg(t 一 0) ， 在 我 们 对 工 所 加 的 条 件 下 ,这 个 方程 是 属于 
我 们 在 $ 105 中 已 研究 过 的 那 一 种 类 型 的 @ 
因为 方程 (107.3) 是 实 方程 , 因此 , 整个 研究 我 们 可 以 在 实 变 


方程 (107.3) 的 相 联 齐 次 方程 


| ро Gt 4—0 (107.5) 


县 有 简单 的 物理 意义 ， 亦 就 是 , ВЕЛ Г ЕВ. 
在 上 取 常 数值 的 单 层 势 之 密度 v0) ,部 | 


|, „(№ насе ds 二 常数 (107.6) 


(电容 器 工 上 的 “电荷 分 布 辣 题 ”) .将 上 述 方 程 两 边 对 зо 微分 ,我 
АХ ЯЙЗН Я (107.5). 

我 个 现在 分 别 考 虑 问题 Al А», Аз 中 的 每 一 个 ， 

47 为 了 求解 问题 A1， 显 然 要 求 在 h(a, Б) 类 中 找 方程 
(107 .3) 的 解 , ЕЕ, 要 求 找 出 在 两 个 映 点 4a 和 ?8 处 是 有 界 的 
解 @@。 依 据 在 $105 所 指出 的 千 果 ,这 一 类 的 指标 等 于 —1®. 

与 方程 (107.8) 对 应 的 齐 次 方程 没有 类 h(a, 6) ЗЕЕ; 这 
可 以 从 问题 A9 没有 非 雳 解 导出 ， 因 此 , 相 联 齐 次 方程 (107.5) № 
好 有 一 个 (4a, 56) 类 的 相 联 类 bn 中 的 入 性 无 关 解 ,我 们 用 vo) 表 
示 这 个 解 . 

容易 看 出 ， | 

| vo (fdsz0. (107.7) 

事实 上 ,在 相反 的 情形 , 画 数 


Ф 事实 上 ,根据 $7 未 尾 所 指出 的 ,2 对 于 + 以 及 如 是 适合 НАМ. 
© 根据 在 $105 (45 РНЕ ЗОНЕ ЛЕРА. 
图 “在 目前 的 情形 下 2 一 1, 9 一 2、 
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008, 0) = 0 ру 


是 一 个 在 内 为 调和 的 ,连续 拓展 到 工 上 (包括 端点 ) 的 ,又 在 上 上 
ЗЕЕ СВУ ‚Е ВЖЕ БЕНИН. 因此 , U(w, у) =0, 从 
而 由 此 有 在 工 上 , 2о(#) =0Ф ,而 这 与 条 件 (107.7) 是 矛盾 的 . 

为 使 方程 (107.8) 可 解 必须 而 且 只 须 


| уфа -0. (107.8) 
如 果 这 个 条 件 不 适合 ,那么 ,总 可 以 选取 这 样 的 常数 0, 使 
[УФ +0100; (107.9) 
这 可 从 (107.7) 导 出 . 因此 , 找 出 问题 
ReGr (如 ) = КөФ- (1) 一 广 to) +С (107.10) 
的 解 以 后 ,分 | 
| 0=БКөФ (2) С, (107.11) 
我 们 就 得 出 普通 Dirichlet 问题 
| 0+=0-=у(һ) (107.12) 


РЕЗ ЕДН ОЛЕНИ О 的 解 

5: 为 了 求解 固 题 As, 要 求 找 出 方程 (107.3) 在 h(a) 类 中 的 
解 ;为 确定 起 见 , 我 们 假定 , 解 应 该 在 端点 a 处 是 有 界 的 。 ha) 类 
的 指标 x 等 于 0 @， 与 方程 (107.3) 对 应 的 齐 次 方程 没有 h(a) 类 
的 非 零 解 ; 这 可 从 问题 A 没 有 非 需 解 推出 因此 , 相 联 方程 
(107.5) 在 相 联 类 (8) 中 没有 非 雳 解 ， 这 意味 着 ,方程 (107 .8) 总 
有 一 个 而 且 仅 有 一 个 类 h(a) УЙЕ, ЕВИЯ А, 总 是 单 值 可 解 的 . 

67 为 了 求解 问题 As, 要 求 找 出 方程 (107.3) 在 ho 类 中 的 解 
这 一 类 的 指标 等 于 19 、 因 为 ,由 上 一 段 的 精 果 可 以 知道 , 相 联 齐 
大方 程 (107 .加 甚至 在 更 大 的 类 АСБ) 中 都 没有 非 雳 解 ,因此 ,方程 


Ф 参看 $65 中 公式 (65.11) 。 
® 8105; 在 目前 的 情形 下 2 一 1 4 二 1. 
图 8105; 在 目前 的 情形 下 ?一 1 9 一 0、 
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(107.5) 在 相 联 类 h(a, Б) РУКЕ. 于 是 ,方程 (107.8) 总 
是 可 解 的 , 井 且 它 的 解 各 性 地 包含 一 个 任意 常数 С (因为 对 应 的 齐 
次 方程 只 有 一 个 灵性 无 关 解 ). 

这 样 一 来 , НИ Аз 总 是 可 解 的 , 井 且 写 的 一 般 解 线性 地 包含 
А (З) ЕЕ К. 

7. 到 目前 为 目 ， 我 们 总 是 把 问题 А 的 解 理解 为 可 以 表 成 形 
式 (107.2) 的 解 ， 我们 还 需要 证 明 , 在 问题 的 求解 过 程 中 我 们 所 加 
的 上 述 补 充 条 件 , 实 际 .上 并 不 影响 到 所 得 的 结果 之 一 般 性 . 

在 问题 As 的 情形 下 ,这 是 显然 的 ,因为 我 们 已 绝 证 明了 总 存 
在 可 以 表 成 形式 为 (107.2) 的 解 ; 同时 又 由 于 问题 Аз ВЕНЕ 
知道 ,问题 А, 没有 其 他 的 解 . 

在 问题 Аз 的 情形 下 , 仅 可 能 产生 下 述 的 疑问 : 如 果 我 们 抛 去 
表述 为 形式 (107.2) 的 解 ， 条 件 (107.8) 是 否 对 间 题 的 可 解 性 仍然 
是 必要 的 ， 容 易 证 明 , 条 件 (107.8) 在 这 种 情形 下 亦 是 必要 的 . 事 
实 上 ,假定 


[оао 


虽然 如 此 , 双 假 定 问题 Al 有 在 无 穷 远 处 取 值 零 的 解 51(z)， 现 在 
选取 这 样 的 实 常数 С, 使 得 条 件 (107.9) 成 立 , 并 且 正 象 上 面 (在 
4° 段 中 ) 所 证 明 过 的 那样 ,我 们 可 以 作出 问题 
Re $; (to) = Re Bz (to) =Х(%) 

的 解 Bs(2) ,日 ReGs(co)= 0+0. 但 是 ,此 时 ,处 处 都 是 有 界 的 
画 数 $(2) 一 Gas(z) 一 Bi(z) 适合 条 件 : RegG+(f) = Re $-(to) =0, 
而 因此 ,根据 前 面 所 做 的 注释 (2° 段 的 ) ,处 处 都 有 Бө Ф(2) =0, 而 
这 与 Reg@(co) = Re Ф, (со) Кеф, (оо) ~ 一 C0*0 是 矛盾 的 . 

在 问题 As 的 情形 中 ， 只 可 能 产生 这 样 的 疑问 : 找 出 形式 为 
(107.2) 的 解 以 后 , 我 们 找 不 出 更 一 般 的 解 ， 但 是 , 如 果 我 们 把 在 
6° 段 中 得 出 的 粘 果 和 在 2” 段 中 所 指出 的 有 关 齐 次 问题 АЗ 的 解 
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之 结果 作 一 比较 ,那么 容易 看 出 ,这 个 疑问 是 容易 解决 的 . 
注释 ”对 于 方程 (107.3) 的 相 联 非 齐 次 方程 


ый „(0 ааыа А ds—g (to) (107.13) 


的 研究 与 方程 (107.3) 的 研究 应 该 是 完全 类 似 的 : 只 需 交 换 方 程 
(107.8) 55 (107.13) 所 处 的 地 位 就 够 了 . 

一 个 非常 重要 的 水 力学 问题 可 以 归 千 为 方程 (107.13) , 这 个 
水 力学 辣 题 是 要 找 出 黎 过 已 知 形状 的 弧 的 水 流 ， 从 应 用 角度 来 
Я, КАЛЕ (а) Же, НАНА (6) 类 的 
ИФ. М. А. Лаврентьев 的 论文 [2] (1932 1) 3 ЭИ 
题 的 ,在 他 的 研究 工作 中 没有 用 到 奇异 积分 方程 的 一 般 理 论 ,他 得 
出 了 一 系列 有 具有 较 大 次 义 的 车 果 ， 特 别 是 ， 他 指出 了 一 个 近似 解 
法 ， 在 著者 看 来 , 对 这 个 近似 解法 和 奇异 积分 方程 类 似 的 近似 解 
法 的 进一步 的 研究 ， 可 说 是 这 些 方 程 理论 中 一 个 重要 而 期 确 的 固 


$ 108. 化 为 fredholm 方程 . 例 


在 上 一 节 中 所 得 出 的 奇异 积分 方程 (107.4) ,可 以 改写 成 


1( фе 1 | sin а (10, toe Dp (Pde _ 
2}, 一 加 3 г 2—0 f(to). 


(108.1) 
按照 在 $105 中 所 指出 的 方法 ， 这 个 方程 可 以 归 精 为 这 种 或 
者 那 种 Fredholm 方程 ,而 这 是 与 在 哪 一 类 中 找 解 有 关 的 , 亦 就 
是 说 ,与 应 该 找 国 题 Аш, В А 或 者 问题 As 中 之 一 个 的 解 是 有 
英 的 .在 这 种 情况 下 ,当然 ,决定 于 所 感 兴趣 的 县 体 情 形 的 需要 和 
可 能 来 变更 这 个 方法 . 
为 确定 起 见 , 我 们 停留 在 国 题 Аз Е, 亦 就 是 , 讨论 到 要 求 在 


Ф БЫ О. А. Чаплыгин КИБЕР М. А. Лаврентьев [2]. 
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h(a, Б) 类 中 找 方程 (108.1) 的 解 的 情形 ， 如 果 我 们 正好 按照 在 
_$ 105 中 所 指明 的 规律 来 进行 ,那么 ,在 现在 的 情形 (指标 x 一 一 1) 
”下 ,我 们 正则 化 的 精 果 ,可 以 得 出 一 个 Fredholm 方程 以 及 一 个 形 
. 式 为 (105.10) 的 补充 条 件 . 

但 是 , 我 们 假定 , 我 们 所 感 兴趣 的 是 普通 提 法 下 的 Dirichlet 
间 题 的 求解 , 亦 就 是 ,要 求 根据 边界 条 件 


0*=0-=}() 在 地上， (108.2) 
确定 一 个 在 8 内 是 调和 的 ,处 处 都 是 有 界 的 画 数 U(x, у). 全 
U=Re 5(2) 一 C， (108.3) 


其 中 更 人) 表示 在 无 穷 远 处 取 值 零 的 积分 (107.2), 而 С 是 事先 没 、 
有 答 定 的 常数 ,我 们 就 得 出 一 个 积分 方程 ,这 个 方程 可 以 从 (108 .了 
中 把 f(to) 换 万 f(to) 十 C 而 得 出 , 亦 就 是 说 ,我 们 可 以 得 出 方程 


二 | и (2) т 二 1| и(Р% 
ль (0, Ф) г 1—0 


. іа, t) 
+ 1. | sin a (№, а. рф = (6) +O. (108.1а) 


mVJL 


我 们 现在 提醒 一 下 ,根据 8 87 末尾 所 指出 的 ,方程 


ш(2) 
[2 0 д) +0 (108.4) 


(其 中 C НЯН ВОЛЕ h(a, 3) 类 中 ( 亦 就 是 ,在 如 类 
中 ) 的 (唯一 ) 解 具有 形式 


_ Ма) ©—t) 90% 
и) та атчуу» 908.5) 


НС 完全 由 


21 gt) at 
0= а Баи а) (2—4) (108.6) 


确定 . 在 这 里 我 们 已 利用 了 沟 过 稍 加 变更 后 的 公式 (87.16) 和 
(87.17) ; 亦 郎 ,假定 

VGC-a G0 =ivV 0а) 0—0), (108.7) 
我 们 用 根 式 V (Еа) (2—6) 来 末代 祖 式 V(t 一 4) (0—0); аһ 


П. 应 用 了 于 Dirichlet 问题 及 其 类 似 的 问题 485 
是 实 示 上 一 自 的 情形 下 ,、/ @-а) (2—6) 在 工 上 取得 实数 值 ， 

现在 先 把 公式 (108.1a) 左 端的 第 二 项 移 到 右 端 ， 再 把 所 得 出 

的 方程 的 右 端 当 作 已 知 画 数 (精确 到 差 一 个 常数 ) ,利用 上 面 那些 

公式 来 求解 这 个 方程 。 本 就 是 说 , 完全 类 伺 于 我 们 在 一 般 情形 下 
正则 化 奇异 积分 方程 那样 进行 推导 ,我 们 便 得 出 Fredholm 方程 

поа) 21] моо, а)ба) бы јод), 08.8) 


这 个 Fredholm 方程 在 互 类 中 找 解 的 意义 下 等 价 于 原来 的 方程 
(108.1a)， 振 且 它 不 包含 任何 未 确定 的 常数 ; 我 们 还 鲁 引 用 了 下 
面 的 记号 : 


__М%-а6-ю) sin a(t, не“ 
М 0) 2 |, реон 


(108.9) 
及 
(ю—а) (2—1) Фа 
70) = аст стазу 
(108.10) 


容易 看 出 , 在 我 们 所 加 的 条 件 下 , 方程 (108.8) 是 一 个 普通 的 
正则 型 Fredholm 积分 方程 , 它 的 每 一 个 (Е 0) Е ЈА РН ж 
的 ,而 在 端点 处 都 取 值 零 . 

容易 证 明 , 与 (108.8) 对 应 的 齐 次 方程 不 可 能 有 hh(g, 5) 类 的 
ЗЕЕ. 事实 上 , 假定 (0) 是 这 个 齐 次 方程 的 解 ， 那 么 , 根据 
(108.1a) 有 


Ц ОГО (x) 


т ІТ (в, $) у 
我 们 可 以 假定 (0) 是 一 个 实 曾 数 ,因为 否则 , 我 们 可 以 分 别 
讨论 и ПУЛИ. 由 上述 方程 可 知道 , 根据 ь(Ю 由 公式 
(107.2) 所 确定 的 、 在 无 穷 远 处 取 值 零 的 夯 数 8(2) Ф 之 实 部 从 也 


Ф 这 个 西数 可 以 从 左 侧 及 右 侧 连 档 拓展 到 工 上 ( 亦 包括 端点 在 内 ,因为 &G) 在 
и АНИ, 
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的 左 倒 和 右 侧 而 取 的 边 值 董洁 于 零 , 它 在 端点 & 及 8 ДЬУО, 
但 是 ,这 样 的 画 数 必 然 等 于 雳 ,因此 , и (0) =0. 

但 是 ,这 样 一 来 ,容易 证 明 ,方程 (108.8) 只 可 能 有 实 解 ; 当 然 ， 
我 们 假定 f(to) ЕСА. 事实 上 ,容易 证 明 , 解 的 此 部 适合 方程 
(*) ЕН. ВИЖ. 

因为 与 Fredholm 7748108. 8) ЗУЕВ, 
因此 ,方程 (108.8) 总 是 可 解 的 ; 解 u(t) 是 实 画 数 ,， 与 这 个 解 对 应 
的 画 数 避 =ReG(2) 适 合 边界 条 件 

Ur+ UV 一 (to) 十 常数 ， 

井 且 我 们 的 并 题 可 以 通过 Fredholm 方程 解决 . 

当 方 程 (108.8) 具有 复数 形式 , 而 Dirichlet 问题 是 在 实 变 夯 
数 范围 内 来 考虑 时 ,产生 某 些 盾 烦 . 

但 是 ,这 些 麻 烦 是 容易 克服 挤 的， 事实 上 ,在 (108.8) 中 分 出 
实 部 和 看 部 (假定 了 人 人 СВАО ,我 们 便 得 出 两 个 分 别 是 第 二 
类 和 第 一 类 的 实 的 Fredholm 方程 ,它们 是 


№ (80) +|, М (во, 81) Ws81) ds1=F (0) , (108.11) 


[, М, (во, si) Ww (81) ds1 = Е, (в), (108.12) 
其 中 so 和 8 是 点 如 和 所 的 弧 坐 标 , Ш 
(M+iMi) = = М, Бан, РР. 

容易 证 明 ,方程 (108.11) 的 每 一 个 ( 实 ) 解 亦 是 方程 (108.8) 的 
ДЕ ки: ВЕ, 方程 (108.12) 是 方程 (108.11) 之 推荐 ,而 这 样 一 来 ， 
原来 稍 题 就 归结 为 求解 实 的 Fredholm 37 #2 (108.11). 

事实 上 ,如 果 假 定 ш 是 方程 (108.11) 的 任 一 个 实 解 ,又 若 假 
定 到 仍然 是 方程 (108.8) 的 解 , и 必然 是 实 解 ， 那 么 ,jp" еш ш 
显然 适合 齐 次 方程 


ш" (зо) 十 人 М (зо, 81) ш" (81) 1 ==0; (+=) 
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容易 看 出 , р” 是 属于 НН 类 的 并 且 在 中 点 处 都 取 值 震 . 
现在 我 们 含 
二 | ш" OF х(®). (===) 
ЗИЧ ЗОНЕ (108.1 а) 正则 化 为 方程 (108.8) 的 同 
样 的 正则 化 过 程 应 用 到 上 一 个 等 式 上 ,并 且 注 意 到 (x*) ,我 们 便 得 
出 


Ма) 2) «(ра 
> 7 р Ga) (0-0 0—0) 
= р (Ф) 2 
其 中 (6) 是 Н 类 中 某 一 个 实 画 数 ; 由 此 , 根据 等 式 (108.4) 和 
(108.5) 之 等 价 性 ,我 们 可 以 断言 


,0 1| SO 
mjJr Ф to 


在 积分 中 分 出 点 部 , ЗЕРЕН ХФ 是 一 个 实 画 数 , 我 们 可 得 出 
ат та 
Феи 常数 ， 

由 此 知道 ,>( 夫 =0， 因 此 ,xy 人 的 一 常数 , 而 最 后 , 根据 (***)， 
Ш" (0) = 0, 而 这 就 证 明了 我 们 的 精 论 ， 

实例 . 

1. 假定 Г=ађ 2—48. 这 时 

віпа (2, А) =0, М(&, В) =0, 

ЗН, Е (108.8) № (108.10) 


Ма) 0) НОГ: 
№ (№) = т |, таа): (108.18) 


ооо 
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$ 109， 在 沿 着 有 限 多 条 任意 形状 的 王 而 庆 开 的 
平面 上 的 Dirichlet 问题 


没有 困难 地 可 以 把 $ 107 中 的 问题 A 的 解法 推广 到 当 工 由 
意 (有 限 ) 多 条 没有 公共 点 的 绝 一 aj5; 构成 的 情形 , 亦 就 是 ， 
了 一 ab 十 Gaps 十 … 十 GoDo 一 了 十 Za 十 … 十 7 
的 情形 ; 正 象 在 $ 107 中 那样 ,我 们 假定 Zi 有 适合 互 条 件 的 曲 榨 . 
用 8 ЗВ Г ЕВЕ. 
为 了 明确 起 见 , 我 们 讨论 普通 提 法 下 的 Dirichlet 问题 , 亦 就 
是 ,讨论 下 述 园 题 :根据 边界 条 件 
Ut+t=U-=f(to) ЕЁ, (109.1) 
要 求 找 一 个 在 8 内 是 禧 和 的 ,在 无 穷 远 处 是 有 界 的 , 可 以 从 工 的 
左 个 和 右 侧 连 凌 拓展 到 Г, 上 ( 亦 可 以 速 续 拓展 到 端点 上 ) 的 画 数 
О (2, у) ,这 里 f(to) Н ре йо. 
ТЕТЕ РЕТ ЕЕ АЕ ТОВЫ А ВА ЭД, ЭР 
从 求解 变态 的 Dirichlet 问题 开始 , 亦 就 是 ,首先 求解 下 列 问 题 : 要 
求 根据 边界 条 件 
Re $+ (&) =ВеФ- () =f (0) +0ь 
在 Ls 上 ，%=1, 2,…, р, 
来 找 一 个 在 内 是 全 纯 的 ,在 无 穷 远 处 取 值 需 的 , 可 以 从 工 的 左 
侧 和 右 侧 连 苇 拓展 到 工 上 ( 亦 可 以 连续 拓展 到 端点 上 ) 的 画 数 
Ф(2) ,这 里 外 (t 弘 是 五 类 中 已 知 的 实 画 数 ,而 Cx 是 一 些 实 的 常数 ， 
Cx 是 事先 并 没有 答 定 而 是 需要 确定 的 常数 、 
这 个 问题 不 可 能 有 多 于 一 个 的 解 (容易 看 出 ,8 60 的 证明 可 以 
适用 于 目前 的 情形 ) ， 正 象 在 107 中 那样 , 我们 可 以 找 形式 为 
下 (2) -| LL (109.3) 


五 也 一 区 


的 画 数 @(z) , 其 中 上 的 Е Н т Я К. 边界 条 件 


(109.2) 
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(109.2) 可 以 归 糙 为 积分 方程 (参照 上 一 节 ) 
1 | и (Ра 4. 1 | віп а (to, Ве 6 (t) й 


mJr t—ito 25% +5 
=f (0) +0), (109.4) 
当 加 EL j=1, 2，…， р, | 
这 些 方程 包含 了 未 定常 数 0;. 


我 们 现在 回想 一 下 ,根据 在 8 88 中 所 指出 的 结果 ,积分 方程 
Тв ра) +0), BED, }—1,9, p (109.5) 


1 ! 一 加 
(其 中 0; 是 事先 没有 答 定 的 一 些 常 数 ) 的 解 由 公式 名 


__VBRG){( ФТ 
Po) = 2—6 Е ЗЕ 


р ан 
+ 50,0 |, У а (109.6) 
给 出 ,其 中 wj 人 人 是 次 数 不 超 过 Pp 一 1 的 确定 的 多 项 式 , 而 
RO = Ц 0-4) 8-0); (109.7) 


ЖЕНЕ ВЕЗУ 00). 

正好 和 我 们 在 108 中 所 做 过 的 完全 类 似 , 利用 反 演 公式 
(109.6) ,可 以 将 方程 (109. 省 归咎 为 (在 互 类 中 找 解 的 意义 下 ) 等 
价 的 Fredholm 方程 (此 方程 已 经 不 包含 未 定常 数 0)) , 我 们 认为 
写 出 这 个 方程 是 多 余 的 ， 正 好 如 上 一 节 中 那样 ,容易 证 明 , 这 样 所 
得 出 的 Fredholm 方程 总 有 且 只 有 一 个 解 ,这 个 解 必然 是 属于 也 
жд, Е НЕЕ КАБИНА. 这样 一 求 , 可 以 认为 变态 的 
Dirichlet 问题 是 解决 了 . 

在 这 以 后 , 亦 容易 得 出 Dirichlet 问题 (109.1) 的 解 U(%, у). 
此 时 ,当然 ,只 需要 找 出 一 个 适合 边界 条 件 

Ut=U-=f(i0) +С (109.1а) 


Ф 参看 公式 (88.9)， 
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的 解 就 够 了 ， 其 中 C деж. 为 此 ， 例 
如 ,可 以 这 样 来 进行 。 分 


0-и ры аз шщ, (109.8) 
заа И.Я 
加 1( во 
ш= Ве 1 |804. (109.9) 


АСВ 6, р ш СФ) Е Н 类 中 实 的 未 知 画 数 ,o ЈЕ 
定 的 常数 ,而 人 急 是 一 些 展 布 在 忆 上 的 单 层 势 : 
w=|, oj(t)In 1 ds, (109.10) 
ЕН. о, (р 理解 为 任意 取 定 的 这 样 的 实 画 数 ,使 怒 在 石上 的 值 
МаН 09 НК 
а= |, 180, (109.11) 
为 了 保证 如 ЛЕЗЬ Ч ЯН Е а, 必须 适合 条 件 
За, (109.12) 
(于 是 , 0 显然 是 一 个 在 无 穷 远 处 到 值 堆 的 面 数 ) . 
我 们 现在 可 以 通过 求解 与 边界 条 件 
М ==} (0) -5 аль (р) +6, 
在 L; 上 ， ј=1, 2, ``, Р 
对 应 的 变 坊 的 Dirichlet 问题 来 确定 и, 其 中 о, 是 任意 选 定 的 一 
些 常数 。 А и 
求 出 后 一 个 变态 的 Diriehlet 同 题 的 解 以 后 ,我 们 便 得 出 常数 
0; 的 确定 的 值 ,并 且 容 易 看 出 , С; 都 是 常数 о, 的 线性 夯 数 . 


Ф 容易 看 出 ,为 此 只 需 使 得 醒 数 oj (1) ЕН, НЕМ ЧЕН 
НИ) ЕТ, Я, ТИХ 030) =1. ЕЖА [6] 中 ,不 恰当 地 提出 了 画 数 翅 
Сна вае о) 的 一 个 不 正确 的 选 法 ; 那个 选 法 仅 能 适用 于 当世 НН 
线 息 构成 的 情形 。 


(109.18) 


ним 1 
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我 们 现在 如 此 选取 这 些 常数 %, 使 得 条 件 
1 一 Cos 一 … 一 Op (109.14) 
成 立 , 同时 使 得 条 件 (109.12) 亦 是 成 立 的 , 因为 条 件 (109.12), 
(109.14) ЗЕЕ а; 的 p 个 米 性 方程 的 方程 租 ,并且 不 难 了 验证 这 个 
方程 组 总 是 唯一 可 解 的 ,因此 ,用 上 法 总 可 以 了 唯 一 地 选 定常 数 ау, 
在 这 样 选 定常 数 ау 的 值 后, Dirichlet 问题 的 解 就 由 公式 
(109.8). 


ПІ. т Н ЕЗИ 
РНТ 


前 面 用 过 的 类 似 的 方法 亦 可 以 用 来 求解 其 他 类 型 的 奇异 积分 
方程. 

在 这 一 部 分 中 ,我 们 来 考察 这 样 类 型 的 一 种 方程 :这 种 方程 包 
含 了 未 知 画 数 p 办, 同时 又 包含 了 gp ФИН ФО. 
如 果 把 痊 定 的 方程 以 及 由 这 个 方程 取 复 值 共 塌 而 得 出 的 方程 联 
立 , 那 么 ,这 样 形式 的 方程 可 以 直接 归 精 为 包含 两 个 未 知 画 数 p03)， 
ФО 的 两 个 奇异 积分 方程 的 方程 粗 ， 

但 是 , 事实 上 在 求解 上 述 类 型 的 方程 时 , 可 以 发 法 用 上 述 ( 形 
式 作 了 适当 修改 后 的 ) 方 法 ,而 不 把 给 定 的 方程 归 精 为 奇异 积分 方 
РНН. 

在 这 一 部 分 中 ， 我 们 来 考察 一 种 在 应 用 上 具有 重要 意义 的 情 
Ж. 

我 们 还 是 要 利用 到 积分 方程 粗 的 理论 ,但 是 ,这 个 积分 方程 租 
不 是 奇异 积分 方程 租 ， 而 是 众 所 熟 悉 的 Fredholm 方程 租 ， 在 
$110 中 ,我 们 引进 这 种 类 型 的 方程 租 对 于 我 们 来 讲 是 必要 的 一 些 
性 质 , 在 叙述 时 和 通常 的 讲法 略 有 些 不 同 . 

这 一 部 分 其 余 各 节 (88 111—114) 所 叙述 到 的 精 果 基本 上 是 
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Я Г. Ф.Манджавидзе [1 ~ [3] №. 


$110. Fredholm 方程 组 


在 这 一 节 内 ， 我 们 要 回忆 有 关 Fredholm 积分 方程 租 的 某 些 
竺 果 , 这 些 辕 果 我 们 在 以 后 各 芷 以 及 在 第 大 章 ( 在 稍 有 不 同 的 条 件 
下 ) 中 要 用 到 .在 此 处 我 们 只 讨论 包含 两 个 未 知 画 数 由 两 个 方程 
构成 的 方程 租 的 情形 ,但 是 ,这 种 限制 完全 不 是 实质 的 . 

15 我 们 来 规定 一 些 在 最 近 儿 节 中 要 用 到 的 术语 和 训导 . 

我 们 来 考虑 某 个 变量 t 的 一 对 对 有 确定 次 序 的 画 数 (一 般 讲 
来 , 宅 们 都 是 复 的 )。 如果 px( 和 фа (0) 是 这 样 的 一 对 男 数 ,我 们 
便 把 这 一 对 责 数 叫做 是 以 Ф1(#) 和 Фа (в) 为 支 最 的 向 量 ; 我 们 用 Ф 
或 9 (来 表示 这 个 向 量 ， 并且 写成 

#(#) = (фз, фә). 
向 量 g (2) 是 变量 上 的 画 数 .为 了 和 向 量 有 区 别 起 见 ,我 们 有 时 把 
普通 的 画 数 (Жи, Фа (2) 和 ps (四 ) 叫 做 数量 画 数 或 绩 量 画 数 ， 如 
果 两 个 向 量 的 对 应 支 量 是 相等 的 ,那么 ,我们 就 把 它们 看 成 是 相等 
#). РАМН Ф (0) = (ра, Фа) ЖП 4 (9 = (а, Фа) ЕЯ Ф ФФ) 
(或 简单 地 用 фф 来 表示 ) 是 指 由 下 式 所 确定 的 数量 函数 (有 时 把 
这 种 乘积 叫做 内 积 ): 
| Фф = фафа- Фаз; 
可 以 看 出 , фр рр. 我 们 不 拟 停留 在 与 向 量 有 关 的 另 一 些 初 等 
运算 和 概念 (向 量 的 加 法 ,向 量 和 芳 量 的 乘积 ) 上 ЕВА ЖЕ 
我 们 已 熟悉 的 . 
-有 时 我 们 所 考虑 的 向 量 不 仅 依 右 于 一 个 变量 ， 而 是 依 顿 于 两 
个 变量 ,但 是 ,这 当然 不 致 会 引起 任何 变化 . 
现在 假定 
| [А 43 
Ал Аза 


= | Аз -| 
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ЖЕ А, ($, у=1, 2) УЛ (В) ЕВЕ. 
在 这 里 我 们 所 感 兴趣 的 是 元 素 此 为 两 个 变量 如 和 +t 的 (数量 ) 
画 数 矩阵 的 情形 , Вр А; = 40, 2); 与 此 对 应 , 我 们 有 时 可 以 写 
ДА= А(%0, 办 .我 们 认为 和 矩阵 的 初等 性 质 以 及 与 此 有 关 的 概念 是 
ЖЕН. 
我 们 仅 指 出 ,正如 往常 一 样 , КН А 1 В ЗЕ АВ 是 
НЫ 0—5) А,В З в Е С [0,1 6, j=1, 2), бу 
В А Ат В 的 一 НИЦИ 把 АЕН 
Ви Е 4’, ЖА, ВИР А' = |41, 其 中 А’, = 
ЗЛ АН ЕР А ПЕНА 
= Anpit Ала фз, а= Аза Дзафа, 
这 个 变换 把 向 量 p = (91, Фа) ЕВЕ ф = (фа, 42); 我 们 可 以 把 
这 个 变换 记 作 | 
ф=Аф. 
如 果 同 时 双 有 ф= Во, Ни о АА, В 为 某 一 个 
Ж, А, 9 = Со, 其 中 C=4B, 因此 ,有 w=4Bo, 
假定 o 与 由 是 某 两 个 向 量 , 而 4 与 B 是 某 两 个 矩阵 .我 们 
用 由 49 来 表示 向 量 由 和 Аф 的 乘积 .那么 ,容易 腑 证 : 
| фАф- Ар, 
其 中 尹 是 矩阵 4 的 转 置 矩阵 ， 
最 后 ,若干 个 向 量 
= (фі, 1), p= (9, ф8), "9, Фф” = (рї, 92) 
(ЕЗЕН ЖЕНУ, 而 右 下 角 的 字 码 1 与 2 
我 们 用 来 表示 向 量 之 支 量 的 标号 ,这 两 种 字 码 是 不 相同 的 ) 的 禾 性 
租 合 是 指向 量 


ф= О.о О. «+0, = Я Ср", 
其 中 0。 此 为 常数 ,一般 讲 来 , 它们 都 是 复数 ,这 亦 就 是 指 支 量 为 


494 第 五 章 ”在 一 般 博 形 下 的 吞 蜡 积分 方程 。 某 些 应 用 
а= 210.9 Фа 5) С.ф? 
的 向 量 ф= (фа, 42); 与 此 对 应 ,我 们 可 以 定义 向 量 的 线性 相关 和 


线性 无 关 的 概念 ， 亦 就 是 , 如 果 存 在 不 全 为 雳 的 常数 О, 使 对 所 
考虑 的 向 量 之 自 变 量 的 所 有 值 均 有 
Хо, 
或 者 同样 地 有 
B01=0， Зоо, 
那么 , 我 们 便 称 所 考虑 的 向 量 р" 是 米 性 相关 的 .在 相反 的 情形 ， 
我 们 便 襄 向 量 ре 是 禾 性 无 关 的 。 
2° 为 了 避 驶 重复 起 见 , 我 们 再 作 下 述 的 规定 ， 此 处 我 们 所 考 
虑 的 是 一 个 或 者 两 个 变量 (用 如 与 来 表示 ) 的 责 数 , 持 且 如 与 t 
表示 已 输 的 逐 段 光滑 曲线 荆 上 的 点 ， 我 们 可 以 假定 , 此 处 所 考 
ЗЕНОН 如 与 圭 所 有 的 值 (与 曲 禾 工 之 精 点 所 对 应 的 值 可 能 除 
和 外) 都 是 有 界 的 和 连 藉 的 ;在 糊 点 处 所 考虑 的 夯 数 甚至 可 以 是 没有 
定义 的 . | 
АРН ТН АВЕО. АЕ ЗАПА СИ ЕВ: 
ЭН а акау, аа ЧАО ЗЕ ВЕН ЯН), ЕВН ЧЕХ 
35 我 们 来 考察 下 列 包 含 两 个 未 知 画 数 由 两 个 (第 二 类 的 ) 
Fredholm 方程 所 构成 的 (正则 型 ) 方 程 粗 : 
91(to) +| ns (to, 2) Фа (at+ | пы (и, 9 фа(0) d=f1(to), 
. (110.1) 


р» (в) + [| паь, 002000 | паа, дра Уз), 
Ж АОРТЕ, 如 与 孔 都 是 这 一 条 曲线 上 的 
点 ;而 (бо, 0) 及 РБ), Ја (о) 都 是 已 输 定 的 画 数 ; 对 如 所 有 的 
值 ,除了 精 点 所 对 应 的 值 可 能 例外 外 ,都 应 该 适合 这 些 方程 . 

利用 在 这 一 节 1 段 所 采用 的 妈 号 ， 我 们 显然 可 以 把 方程 
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(110.1) 写成 形式 ; | 

+ |, р-у), = (10.2) 
其 中 Ф(® = (91,，9s) 是 未 知 向 量 , т У (О = (5, ная, 
双 其 中 m(o, 0) ВНЕ 
N11 (to, ғ) ni (to, Э) 
n{to, б) = |, (6, В |= пн (to, В nos(to, 0) 
我 们 把 这 个 答 阵 叫 做 方程 (110.2) 或 方程 租 (110.1) 的 核 . 

这 样 一 来 ,我 们 看 到 ,Fredholm 方程 组 可 以 写成 一 个 方程 的 
形式 ,我 们 把 后 一 种 形式 的 方程 叫做 向 量 方程 (因为 这 个 方程 的 两 
揣 都 是 向 量 ) , 宅 和 普通 一 个 求知 责 数 的 Fredholm 方程 (我 们 现 
在 把 它 吓 做 数量 方程 ) 在 形式 上 并 没有 什么 区 别 。 这 种 相似 之 处 
不 仅 是 表面 上 的 ; 有 关 普 通 的 (数量 的 ) Fredholm Уе, 
果 , 几乎 不 必 作 任何 改变 , 便 可 以 移植 到 由 方程 租 (110.1) 改 写 而 
得 到 的 方程 (110.2) 上 ， 因 此, 我 们 把 形式 为 (110.,2) 的 向 量 方程 
亦 吓 做 fredholm 方程 ， 

我 们 提醒 一 下 以 后 要 用 到 的 一 些 基本 命题 。 

д: М 是 由 下 述 公 式 所 确定 的 算 子 : 

N p=9(t) [| t) g(t) dat. (110.4) 
那么 , 方程 (110.2) рен М ре ji)， 我 们 把 由 下 述 公 式 所 
确定 的 算 子 了 叫做 了 的 相 联 算 子 : 

| реф) +| (а (110.5) 
宅 是 由 算 子 МОЕ mn(to, 2) ЛЕА, 同时 交换 
变量 如 与 而 得 出 的 . 

对 于 无 论 怎样 的 右 端 f(to) 与 g(t) , 我 们 都 把 方程 М у= 
9 (to) 叫做 方程 卫 p 一 了 (to) 的 相 联 方程 ; 我 们 提醒 一 下 , 它们 的 右 
端 和 左 端 同时 都 是 向 量 ， 与 向 量 方程 Мр у ЖАН БЕН Фи 

Ф 在 方程 租 (110 .1) 对 应 于 方程 (110.2) 的 同样 意义 下 。 


‚ (10.3) 
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做 方程 租 (110.1) 的 相 联 方程 租 . 


容易 验证 ,如 果 9 (0) ,小 的 是 变量 上 的 两 个 任意 向 量 , 那 么 ,有 
[е0 | рола, (010.6) 

再 者 , 与 一 个 普通 的 数量 Fredholm 方程 有 关 的 精 论 完 全 类 
似 的 下 述 命题 都 是 成 立 的 。 

齐 次 方程 村 p 一 0 只 有 有 限 多 个 粮 性 无 关 解 ， 与 它 相 联 的 齐 
次 方程 N' 小 =0 亦 具 有 同样 个 数 的 和 缕 性 无 关 解 ， | 

ЭЕ М ф-0 没有 非 需 解 , 那么 , 方程 Np 一 了 对 于 
每 一 个 右 映 都 是 单 值 可 解 的 。 但 是 , 如果 齐 次 方程 了 pg=0 有 
非 雳 解 ,那么 , 仅 当 适 合 下 型 条 件 : 

[50 yr dt=0 (a=1, 2, ---, 0) (10.7) 

时 , 方程 p= 才 是 可 解 的 ,其 中 类 ( 引 (a 一 1, 2,…,v) 是 相 联 
齐 次 方程 了 ' 光 =0 的 帮 性 无 关 解 的 完备 条 ， 我 们 提醒 一 下 ， 
Ў) Че) нЕ ГО = (Р, а) Яп 0 = (Ш, 42) 的 乘积 , 因 
ж, РО) (0) = р DD Р NE). 

зу 0 时 , 亦 就 是 ,在 齐 次 方程 没有 非 雳 解 的 情形 下 ,存在 着 
叫做 方程 (110.2) 或 者 方程 租 (110.1) 的 珠 解 式 的 答 阵 
Yulto, В у (to, і) 
"Уз (Ёо, 4) Yaalto, Ё) 
这 个 方程 的 (唯一 ) 解 可 以 通过 它 表 成 

ра) =) +[ уб, DF Os (110.9) 

的 形式 ,或 者 如 果 注 意 到 , 9 (0) = (Фа, Ра), 70) = (С Л») ,那么 ， 
可 以 把 它 写 成 另 一 种 形式 


pil) (+ | зо, DF Out, ть, ЭФ, 
(110.9а) 


galto) = [зыбь Олфа әзаб, ӘР, 


у (to, р = | Vy (#,0) | = 3 (110.8) 
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НЯНИ y(to, 0) ЖЕЕ Н СЗ ЗР Баия 
y'(t, 4) 是 相 联 方程 М' рео К, МИ, Л Мру 的 解 
可 以 由 公式 


фо) = 9) + у, уфе (010) 
ќаш. 

例如 ,利用 Fredholm 本 人 所 提出 的 下 述 简 单 的 方法 ,可 以 得 
出 这 些 命题 的 证 明 :把 形式 为 (110.1) 的 方程 粗 妇 精 为 一 个 普通 的 
(数量 的 ) 井 且 积 分 曲 狼 由 两 条 同样 的 曲 各 工 而 构成 的 方程 来 考 
虑 ;我 们 认为 这 个 方法 是 众 所 熟 悉 的 @ ЭЛЕ. 

如 在 >>0 的 情形 , 亦 就 是 , 在 齐 次 方程 时 pgp 一 0 及 №0 
有 非 需 解 的 情形 ,正如 在 一 个 Fredholm 方程 的 情形 下 那样 (参照 
$52 及 $101, 1° 段 ) ,存在 广义 的 环 解 式 ,我 们 仍然 用 y (to, 0) 来 
表示 它 ,这 样 的 广义 移 解 式 y (6, 0) 具有 下 烈性 质 : 仅 当 适 合 条 件 
(110.7) 时 , 由 公式 (110.9) 所 确定 的 向 量 р (to) 才 是 方程 (110.2) 
的 解 (更 确切 地 襄 , р (Б) 是 这 个 方程 的 一 个 解 )， 这 个 广义 的 瑰 解 
式 可 以 仿照 一 个 方程 情形 的 广义 豫 解 式 ($ 52 № $ 101, 1° 段 ) 那 
样 来 构造 . 

这 就 是 ,假定 

Фф" (2) = (рї, рз) 及 EE)= (ут, у), a=1, 2, ,9 
(110.11) 
БЕК Мо-0 Мумия. и 
外 ,又 假定 

6°0) = (51, 62) Е а= 0, 13), а=1, 2,5, ь (110.12) 

是 两 组 具有 性 质 


| оба = dg, | (ое 8, (110.18) 
的 向 量 (# 的 画 数 ) ， 其 中 да =1, 当 аз В 时 ， дав = 0. 这 样 的 两 


Ф 例如 ,可 以 参看 В. И. Омирнов[4], т. ГУ, $14; Ё. Goursat[1], n° 562. 
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粗 向 量 总 可 以 用 无 穷 多 种 方法 来 作出 ;特别 是 ,可 以 要 求 使 得 这 些 

向 量 的 支 量 在 上 是 属于 五 类 的 了 ， 

ЗЕ ЕН 

78 (%)51(4) (58 (8) 

(к, 1) = |2) Es) |= 

п ( ) 19 ( 25% ) | 12 (20) (2) НОНО 
(110.14) 


РА 


a=1, 2,.…, 0, 

如 果 9 (9) = (фа, Фа) 是 某 一 个 向 量 , 那 么 , w(to, ЭФ 是 以 

ТЕС) [ЕР (0) + (9 а (01 

08 (во) ГЕ (2) фа (0) Е фз (01 
为 支 量 的 向 量 , 亦 就 是 说 , 它 是 由 向 量 Y(to) = (0, 78) 和 数量 机 
数 290) Ф (В) 相 乘 而 得 出 的 向 量 ， 这 样 一 来 ,可 以 有 

п, 2) (0) = ГЕ" (о). (110.15) 
我 们 现在 代替 积分 方程 (1L0.2) 而 考察 另 一 个 积分 方程 


М р=р(а)+| mdo Dp (Dat 76), (110.16) 
它 和 方程 (110.2) 的 区 别 在 于 : п, ВЕЛИ 


及 


mlto, 及 一 mt Эй, 0) (110.17) 
来 替代 . 
依据 上 面 所 讲 过 的 ,容易 看 出 
M p(t) = (а) + Урал (в), 


其 中 
| а. 0007 а=1, 2, ---, 0, 

在 这 以 后 , 便 变 成 了 和 在 8 52 中 所 时 论 过 的 差不多 完全 类 似 
的 情形 ,我 们 不 停留 在 证 明 (这 个 证 明 几 乎 完全 重复 在 $52 中 所 讲 
过 的 ) 上 ,就 可 以 写 出 下 述 最 后 的 车 采 . 


Ф ”参看 本 书 来 尾 的 附录 三 ;那里 只 谈 到 了 数量 画 数 ,而 没有 寻 论 到 向 量 画 数 , 但 
是 ,其 辆 果 和 推导 不 作 任何 修改 都 可 以 移植 到 我 们 这 里 的 情形 . 
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与 方程 (110.16) 对 应 的 齐 次 方程 站 8=0 ИЗМ, 从 而 
方程 (110.16) 对 每 一 个 右 端 f(to) 是 单 值 可 解 的 。 只 要 f(to) 适 
合 方程 (110.2) 的 可 解 性 (充分 和 必要 ) 条 件 (110.7) ,那么 ,方程 
(110.16) 的 解 同时 文 是 方程 (110.2) 的 解 (更 确切 地 就 ， 是 它 的 一 
Л). 

把 与 方程 (110.2) 对 应 的 齐 次 方程 之 解 фе (а= 1, 2,…,v) 的 
多 性 租 合 加 到 上 迟 解 上 ,我 们 便 可 以 得 出 方程 (410.2) 的 一 般 解 . 

2768 (110.16) 078 У (20, 2) 亦 是 方程 (110.2) ГУ 
解 式 . 

正 象 在 一 个 方程 的 情形 那样 ， 方 程 (110.16) 的 瑰 解 式 适 合 下 
列 СЛЕ н Ау) жп $ 101, 1° 段 中 的 关系 式 (D) 与 (D') 完 全 类 
似 的 关系 式 : 


у (io + (#0, #) = -| т (10, 1) у(Н, Вай, 
и (110.18) 


уо Эт, 0 у, тб, ды 
在 现在 的 情形 下 ,积分 号 下 因子 的 次 序 , 井 不 是 无 关 紧 要 的 。 
АНУ" (bto) 是 方程 (110.16) 的 相 联 方 程 的 珠 解 式 , 又 是 方程 
(110.2) 的 相 联 方程 的 广义 物 解 式 ， 对 鸳 解 式 y'(t, t0), 而 建立 的 
类 似 于 关系 式 (110.18) 的 关系 式 ,并 不 答 出 任何 新 的 东西 ,只 要 在 
关系 式 (110.18) 中 都 用 转 置 答 阵 来 代替 原来 的 矩阵 ， 便 可 以 得 出 
这 些 关系 式 来 


& 111. 一 个 了 redholm 型 积分 方程 
1. 更 在 我 们 讨论 下 述 (数量 ) 方程 : 
N рер) + mto, D) pCO d+ | пб, DOD 


=} (to), (111.1) 
其 中 工 是 一 条 逐 段 光滑 曲线 , т. (10, 0), по (20, В, f(to) 都 是 曲线 
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卫 上 点 加 与 二 的 已 知 画 数 ,而 ФФ ЖЖ. 

我 们 把 上 一 节 (2° 段 ) 中 的 同样 的 条 件 加 至 在 这 一 节 中 所 计 
论 的 西数 上 . 

因为 , 正 象 我 们 现在 要 指出 的 那样 ， 可 以 把 方程 (111.1) 的 理 
论 直 接 归 精 为 Fredholm 方程 的 理论 , 因此 , 我 们 把 方程 (111.1) 
列 人 Fredholm 方程 同一 类 型 之 中 。 

因为 我 们 常常 要 利用 到 与 前 一 个 方程 对 应 的 齐 次 方程 ,因此 ， 
我 们 在 这 里 把 它 写 出 来 : 


М p=9(t) + | mto, Do (Datt | зыбь, 0000-0. 
(111.1°) 
我 们 指出 ,在 上 式 第 二 个 积分 中 ， 
0—9 ти А 
Е 1 АЕО. 
我 们 把 方程 
Nap) + [м к) (0-0 паб, i) 0а 
=9(®), (111.2) 
叫做 方程 (1 了 的 相 联 方程 , ЗЕ (О 和 g(t) 分 别 是 未 知 画 数 
和 已 知 画 数 。 在 此 处 我 们 再 来 写 出 与 方程 (101.2) 对 应 的 齐 次 广 
т 
Мр) + [ль 0а вы, &) 5-0. 
(111.2°) 
Ф 公式 (111.1) 中 的 算 子 了 与 上 节 中 的 算 子 村 是 不 同 的 . 


@ 改变 记 呈 后， 我 们 可 以 把 公式 (111.3 与 (111.1e) 中 的 第 一 个 积 俘 改写 成 形 
式 
[, 0, деа, 
但 是 ,用 本 书 中 所 条 用 的 表示 法 (信用 了 . Ф. Манджавилво [3] 中 的 ) , 可 以 得 出 更 为 
对 称 的 公式 来 。 
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我 们 把 算 子 № 和 贡 ' 叫 做 相 联 的 算 子 ， 相 联 算 子 的 这 样 定义 
之 合理 性 显然 是 基于 公式 


Беј, (0) Мо (Р) Во [| ФОРМ" ()ағ (111.8) 


对 于 任意 两 个 画 数 9 (0) яп (Р) 都 是 成 立 而 作出 的 ,公式 (111.3) 
的 成 立 是 容易 直接 验证 的 @ . 

现在 把 另 一 个 由 方程 (111.1) 取 复 值 共 地 而 得 出 的 方程 和 广 
(111.1) В, 井 在 这 两 个 方程 中 用 ф" ЖЕ. ЖА, 
我 们 便 可 以 得 到 由 两 个 方程 构成 的 方程 粗 : 


9 (to) +| т. (к, 1b) 9 (1) dt 


+|, т еа), 
(111.4) 
Ф“ (№) +, т. (0, ор 


+| Wrath 0р0). 

如 果 再 加 上 一 个 补充 条 件 : 要 求 未 知 夯 数 9g 与 НЕВЕ 
的 , 亦 就 是 ,要 求 

000) =Р0, (111.5) 

那么 ,上述 方程 租 显然 与 单个 方程 (1 1) М. 

但 是 , 我 们 芹 且 不 考虑 这 个 条 件 , 而 把 8 与 9* 当 作 是 适合 方 

程 粗 (111.4) 的 两 个 未 知 丽 数 ; 那么 , 后 一 个 方程 租 应 该 是 一 个 普 

通 的 Fredholm 方程 租 ， 提 且 还 可 以 把 它 写成 一 个 向 量 方程 的 形 
式 ( 参 看 上 一 节 ): 

S(to) +1, n(to, OBO A= Pt), (111.6) 

Ф ЛЕ, Й =0 的 情形 , 亦 就 是 , 在 Fredholm 方程 的 情形 下 ,公式 (111.3) 


等 价 于 已 知 的 公式 
[0 ра рому а, © 


事实 上 ,在 所 讨论 的 情形 下 , № Мф. 因此 ,在 公式 (111， 99800 #00 ФИ, 
并 将 所 得 出 的 公式 和 公式 (111.3) 相 加 , 便 可 以 得 出 公式 (*) . 
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其 中 _ 
Ф(0) = (р, 9), Е@Ф=(ф, Р) 
分 别 是 未 知 向 量 和 已 知 向 量 , 而 
А т (20, t) 12, (0, 0) 
nlto, 0) | та (бо, Ф) #2 (20, е 
是 一 个 已 知 和 矩阵 (方程 (111.6) 的 核 ). 
和 方程 租 (111. 少 或 方程 (111.6) 同 时 ， 我 们 讨论 对 应 的 齐 次 
方程 组 


(111.7) 


(十 | па, Эра 


т 


| 0, 0р 0-0, 
Я (11.4%) 
gp* (to) + (, т (45, Po Dat 
+| нь, Во, 
或 者 方程 
Ф (0) + n(to, EH =0, (111.6°) 


和 方程 (111.6) 或 者 (111.6°) 相 联 的 齐 次 方程 是 方程 (参看 上 


了 和 


—#) 


X(t) + | т (2, to) Х(0)0=0, (111.8) 
хо 是 未 知 向 量 , 而 
А Е т (2, to) тз ($, to) 
в) рю (111.9) 


Ви 0 дег И, 


我 们 用 向 量 XX (2) 来 表示 支 量 分 别 为 水 人) 和 ч (Р) ОАТ, 
ёр 
Хх = (Ш, #20"), (111.10) 
再 引进 记号 
VO=, уе). — (111.11) 
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那么 ,容易 看 出 ,方程 (111.8) 可 以 化 为 方程 
Bo) | и (ао, (111.12) 
i 


其 中 
mlf, to) Tinslt, в) 
nolt, to) #2, to) 

方程 (1L.12) 和 方程 (11.1?) 的 相 联 方程 (1 .22) 之 问 的 联 
系 正 好 与 方程 (tt.6?) 和 (1tl.12) 之 问 的 联系 是 一 样 的 . 

25 我 们 转 到 讨论 方程 (111.1) 以 及 与 它 对 应 的 方程 租 (111.4)， 
我 们 证 明 , 从 方程 (111.1) 的 解 直接 可 以 得 出 方程 租 (111 .4) 的 解 ， 
反之 亦 然 . 

我 们 首先 指出 ,方程 (1.1) 以 及 方程 组 (111.4) 或 者 由 宪 归 
苦 得 到 的 同样 的 向 量 方程 (1 .6 的 解 的 一 些 几 乎 十 分 明显 的 性 
质 ， 亦 就 是 ,显然 ,如 果 gp (是 方程 (11.1) 的 解 ,那么 ,向 量 $BQ) 
= (р, р) 是 方程 (111.6) 的 解 。 其 次 ,如 果 向 量 G6() = (р, 9") 是 
方程 (1L.6) 的 解 ,那么 ,向 量 旬 = (ф*, р), 以 及 向 量 


000-1000) +001- (0, 5) 


п (2, 5) = (111.13) 


亦 都 是 这 同一 个 方程 的 解 ,其 中 
0=00) =. D+]. 


因为 向 量 Q() = (о, 可 ВОЗЕ ЕГИ Е, 因此 , ВА 
一 @() 是 方程 (i111.1) 的 解 ， 

85 我 们 现在 讨论 齐 次 方程 (111.1°) 以 及 与 之 对 应 的 方程 粗 
(111.4°) 或 者 同样 的 方程 (111.6°). 

ПЕНИ ОНИ. 如 果 р (Р) 是 方程 HH.1?) 的 解 , 那 
么 , Ср) 亦 是 解 ,这 里 C 是 一 个 实 的 常数 ; 当 О 是 复数 时 ,一 般 
讲 来 ,这 并 不 正确 . 

因此 , 今后 我 们 把 方程 (111.1°) 之 解 的 六 性 租 合理 解 为 解 的 
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实 系数 之 线性 粗 合 ; 我 们 亦 将 这 样 理解 解 的 次 性 无 关 性 或 者 米 性 
相关 性 . 

为 了 避 召 混 淆 起 见 ， 我 们 有 时 把 这 种 情形 叫做 狭义 的 继 钼 粗 
合 .条 性 相关 性 或 者 线性 无 关 性 . 
”但 是 ,对 于 (向 量 ) 方 程 (111.6°) 的 解 ,我 们 把 疙 性 组合 的 概念 
仍然 按照 通常 的 意义 来 理解 ( 亦 就 是 说 ,可 以 尤 许 系数 为 复数 ) ,把 
炎 性 无 关 性 或 者 入 性 相关 性 亦 作 同样 的 理解. 

现在 我 们 证 明 : 齐 次 方程 (111.1°) 的 炎 性 无 关 ( 狭 义 的 ) 解 的 
个 数 和 方程 (111.6°) 的 各 性 无 关 ( 通 常 意义 下 的 ) 解 的 个 数 是 相同 
的 . 

假定 方程 11.1°) 有 vw 个 六 性 无 关 ( 狐 义 的 ) 解 pg*( 引 ,a=1， 
2, …, vy， 那 么 , 方程 (111.6°) 有 和 解 于 (= (р, р"); 这 些 解 在 
通常 音义 下 是 米 性 无 关 的 .实际 上 ,如 果 

х ОФ) =0, 
其 中 Cu 为 复 的 常数 , 即 如 果 
Хо. -0 УС) -0, 

那么 ,把 第 二 个 等 式 取 复 值 共 二 后 , 和 第 一 个 等 式 相 加 , РАН 
g*(t) 在 狭义 下 的 各 性 无 关 性 可 以 知道 , 实数 С.О, 都 应 该 等 于 
а=; 类 位 地 可 以 得 到 , Cs 一 6s。=0, 从 而 由 此 可 以 推出 ,所 有 的 О, 
жере. 

8, ш А (111.65) НЕ ЗВ (ВЗ) ЕНУ, 
那么 , узи. 

现在 假定 

本 (从 一 (ge，pre) ， а=1, 2, ,nh 

是 方程 (111.6°) 的 粮 性 无 关 ( 通 常 意义 下 的 ) 解 。 

我 们 施 明 : 利用 这 些 解 可 以 造 出 方程 (111.1°) 的 同样 多 的 
( 狗 义 意义 下 的 ) 杀 性 无 关 解 . 
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事实 上 ,我 们 知道 , 向量 
Ф" (В = (gE, р^), а=1, 2 用 
уу. нА (111.6°) иж. ми, 它们 是 向 量 Ф (1) МНЕ, 
Вр 


00) = ОФ), а-1, 2, ~, и, (9) 
现在 指出 , 支 量 为 彼此 复 值 共 幅 的 向 量 
Ce (6) = 66° (0) НФ“ = (or, 6") (**) 


环 是 方程 (11.6°) 的 解 ,其 中 为 异 于 需 的 一 个 任意 常数 ,而 
об = о) (В) =", а=1, 2,.…, ш, 

Раи, ВИЗА со (0) 是 方程 (111.1°) 的 解 。 总 能 这 样 选取 常数 b, 使 
ЯН со (2) ЕВЕ ЭЭС) (在 狭义 意义 下 ) 。， 事实 上 , 如果 画 数 
az (0), а=1, 2, +, ш 可 以 用 由 不 完全 为 零 的 实 系数 之 线性 关系 
式 相 互联 系 ,那么 ,这 样 的 关系 式 ( 具 有 同样 的 系数 ) 亦 可 以 把 丽 数 | 
4" ($) 相互 联系 ,在 这 种 情形 下 ,向 量 2 (0) 是 黎 性 相关 的 .但 是 ， 
此 时 ,联系 向 量 0* (7) 和 Ф (7) 的 线性 变换 之 行列 式 应 该 等 于 震 ， 
НН (ж) 及 (x*) 知道 ,这 个 行列 式 等 于 


ЕС + Е ЁС ... Оли 
ВО ВО 十 Е ... ЕО, 
ВО а Оз CO 十 天 
Cuts Cas CO 
一 本 С О.в С А 
Сл С 2 О +8 


其 中 se= 于， 然而 ,显然 总 能 这 样 取 定 А, 使 得 这 个 行列 式 不 等 于 


需 . 对 于 这 样 的 大 值 , 画 数 wo (0) ,а=1, 2 м (Р ОЈ) НЕЕ 
无 关 的 、 特 别 地 , 由 此 推 知 , w<v, 由 此 连同 上 面 所 得 出 的 不 等 
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式 ,可 以 得 出 шу, 我 们 的 精 论 得 证 了、 

与 此 同时 ,我 们 诅 明 了 , 求 得 齐 次 Fredholm 方程 (111.6°) 的 
米 性 无 关 ( 在 通常 意义 下 的 ) 解 的 任何 完备 条 (9", р"), а=1, 2, 
ке, 2 以 后 ,我 们 立即 可 造 出 同一 方程 的 这 样 的 完备 系 : 在 这 个 完 
ФА р" = р“, р, рр НОИ (ре, р"), а=1,9,:--,и 的 完 
ЖЖ, ЭНН ДЖ (11. 1°) РВЕ ОЮ) 
解 的 完备 系 ф",а=1, 2,…,v， 反 之 ,确定 了 方程 Мо-О ПНЕ 
无 闫 (狭义 的 ) 解 的 完备 系 gr 以 后 ,我 们 亦 可 以 得 出 方程 (111.6°) 
的 粮 性 无 关 ( 在 通常 意义 下 的 ) 解 (p*, yr) 的 完备 系 . 

由 上 述 可 知道 , 正 象 前 面 已 指出 过 的 , 解 出 了 Fredholm 方程 
(HH.6) 或 者 同样 的 方程 粗 (1 .4 以 后 ， 我 们 便 可 以 求解 方程 
(111. 了 1) ,反之 亦 然 . 

转 到 齐 次 方程 的 情形 .把 上 面 已 炙 得 出 的 灶 保 应 用 于 方程 
(111.1°) 的 相 联 齐 次 方程 (111.2°) 以 及 与 它 对 应 的 方程 (111.12) ， 
并 有 也 注 沪 到 由 公式 (111.10) 所 确定 的 这 后 一 个 方程 的 解 和 方程 
(111.6) 的 相 联 方程 (111.8) 的 解 之 问 的 联系 ,那么 ,可 以 得 出 下 述 
8. 

如 果 好人 ,а=1, 2,…,» а (111.29) ИЕ ВХ 
的 ) ЖЕ 48 ЗНА. А (рар), 4 一 1,2,…,v 是 方程 (111.12) 
的 次 性 无 关 ( 在 通常 意义 下 的 ) 解 的 完备 系 ; 而 向 量 (ye, РД) 是 
а кротов в (HT1.19) 变 成 了 普通 的 Fredholm 方程 

р) +, рО) а 


(ВИНЕ тр 5 п). 在 这 种 情形 下 , 引进 狭义 的 禾 性 租 合 的 概念 是 不 恰当 的 ; 但 
是 , 原 交 中 所 有 叙 逃 当然 仍然 适用 于 这 个 情形 ,如 果 фа (0), а=1, 3，… ИЕ ЕЖУ 
程 在 道 常 意义 下 的 入 性 元 关 解 的 完 各 条, 那么 ,例如 ， 

ФИО, ф2(2), +, Фи, ФИО , ip2(t) ,oo фи 
НЕЖИН. НЯНЯ (111.42), цоло (бо, #) =0 而 得 出 的 方程 
组 具有 同样 个 数 的 粮 性 无 关 ( 在 通常 意义 下 的 ) 解 ;例如 ， 

(фт, Ф), ($2, Ф?) 0%. (Ф, Фи) , (ip!, 40), «~, @фв, 7) 
便 是 这 种 解 的 完备 系 。 在 目前 的 情形 下 ,在 本 书 中 用 > ЕАН 2и, 
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778 (111 .6) з (111.6°) ВНЕ Е (111.8) КЕ СЭС 54 
Ж. 

根据 Fredholm 方程 已 知 的 性 质 ， 相 联 的 齐 次 方程 (111.6°) 
与 (111.8) 有 同样 个 数 的 六 性 无 关 解 ， 因 此 , 相 联 的 方程 (111.1°) 
5 (111.9°) НЕЕ ВОВЕ (ХНУ) 解 。 在 这 两 种 情 
形 ， 我 们 用 ”来 表示 这 个 数 . 

4° 我 们 已 沟 建 立 了 方程 dt.1) 的 求解 问题 和 Fredholm 方 
程 粗 (1.4 或 者 同样 的 Fredholm 向 量 方 程 (111.6) 的 求解 问题 
之 阅 的 完全 等 价 性 .但 是 ,可 以 陈 迟 出 标志 着 方程 (111.1) 的 基本 
性 质 的 这 样 命题 ， 使 得 在 这 些 命题 的 令 述 中 不 出 现 Fredholm 27 
Н. 

这 些 命题 和 Fredholm дл Ну, НЕ ЕЛИТЕ ЖЕН 
过 , ВИО: 

Г. 齐 砍 方程 (111.1?) 的 线性 无 关 (狭义 的 ) 解 的 个 数 是 有 限 
的 ,并 且 这 个 个 数 等 于 相 联 和 齐 次 方程 (111.2°) 的 米 性 无 关 ( 亦 是 儿 
义 的 ) 解 的 个 数 . ， 

П. 如 果 齐 欢 方程 (111.1?) 没 有 非 雳 解 ,从 而 ,方程 (111.2”) 
亦 没有 非 需 解 ,那么 , 非 齐 次 方程 (111.1) 对 每 一 个 右 端 都 是 单 值 
可 解 的 . ` 

ПІ. юз (111.19) 有 非 需 解 , 从 而 , 相 联 齐 次 方程 
亦 有 非 堪 解 ,那么 , 非 齐 次 方程 (i111.14) 当 且 仅 当 适 合 下 列 条 件 : 


Re| f(y (d=0, а=1, 2, 4.» (111.14) 


时 可 解 ,其 中 小) ,a 一 1,2,…,» 是 相 联 齐 次 方程 (111.2°) 的 条 
性 无 关 ( 狭 义 的 ) 解 的 完备 系 . 

在 3° ВЕН ЕЖЕ УРА І, 命题 П ГРА ЕЖЕ 
过 ,这 是 因为 如 果 齐 次 方程 (111.1°) 没 有 非 堵 解 , 那么 , 与 方程 粗 
Gd .分 对 应 的 齐 次 方程 组 亦 没有 非 雳 解 . 但 是 , 此 时 , 方程 粗 
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(111.4) 对 每 一 个 画 数 (о) 都 是 单 值 可 解 的 ， 如 果 (ф, Ф") 是 这 
个 方程 租 的 解 , 那么 , (9*, 9) ЖЕН. 根据 解 的 唯一 性 , 应 
该 有 9*=9; М р=р(0) ЕН М реу 的 (唯一 ) 解 . 

ГЕНИЯ IT， 为 了 要 使 方程 (1 坟 . 二 是 可 解 的 , 必需 而 
且 只 和 需 方 程 租 (111.4) 或 者 同样 的 (向 量 ) 方 程 (111.6) 是 可 解 的 . 
由 上 一 节 的 等 式 (110.7) 可 推 知 , 方程 (111.6) 可 解 的 (充分 和 必 
要 ) 条 件 由 等 式 | 


|, 0 хао, a=1,2, ,vy (111.45) 


жок, Жи Х(0),а= 1,2,6, 是 方程 L111.6) 的 相 联 方 程 (111.8) 
的 米 性 无 关 ( 在 通常 意义 下 的 ) 解 的 完备 系 . 但 是 , РО) = (У, Л), 
并 且 由 上 一 段 未 尾 所 述 ， 我 们 可 以 取向 量 ХФ = (ре, 25р) 当 
ЕХ (0) З ре (0) ,а=1, 2,…, и 是 齐 次 方程 (111,2°) 的 
粮 性 无 关 (狭义 的 ) 解 的 完备 系 ， 再 者 ,因为 

POR" = +7, 
因此 ,有 


то хфа=| удан т 


-2Re| Фа, 


ПОВ ЕН РЕ (111.14) 和 (111.15) 的 等 价 性 , 这 样 一 来 ,命题 
Ш НЕ. 

5° 正如 在 Fredholm 方程 的 情形 那样 , Я АНЕ, 或 者 当 
对 应 的 齐 次 方程 角 非 零 解 吕 时 利用 广义 的 瑰 解 式 ， 可 以 把 方程 
(111.1) 的 解 天 出 .我 们 立 可 考虑 齐 次 方程 有 非 堪 解 的 一 般 情形 . 
假定 9* 扩 与 如 ( 扩 ,a 一 1,2,…,v 分 别 是 相 联 的 齐 次 方程 (111.1°) 
和 (111.2°) 的 米 性 无 关 ( 狭 义 的 ) 解 的 完备 系 ， 我 们 作出 两 粗 属 于 


Ф ”此 处 所 用 的 广义 稳 解 式 的 造 法 ,是 上 一 节 4° 段 中 所 指出 的 Fredholm 方程 
组 情形 的 造 法 之 特 丈 情 形 。 
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НЖАТ ЕВА (0), 1"), а=1, 2, 6.6, и: 
Re| 9" (OE (Dad Re| у“, 
Ж 8,.=1, ат 时 д.0, Ж (111.1) — 6, 我们 同时 
来 考虑 另 一 个 方程 
p (№) +, тд (20, Dut] ma (10,1) р (tdt= f (to), 
(111.16) 
其 中 
та (в, В =, 9+ У) 28 (В), 
~ (111.17) 
тъз (to, 1) = па(0, #) + 2) 1° (00) 6% ($). 
完全 类 但 于 在 $ 52 中 所 做 过 的 (参照 $ 101, 1° 段 ) ， 容 易 证 
НН, Уле (111.16) 对 应 的 齐 欢 方程 没有 非 需 解 , 因此 , 方程 
(HT1.16) 对 于 每 一 个 右 映 РСР), 都 是 单 值 可 解 的 ; 如 果 适 合 方程 
(111.4) 的 可 解 性 (充分 和 必要 ) 条 件 (l111.14), 那 么 ,方程 (111.16) 
的 解 同 时 又 是 原来 方程 (111.4) 的 解 . 我 们 把 证 明 留 答 攻 者 . 
我 们 现在 号 出 和 方程 (111.16) 相 联系 的 Fredholm 方程 组 ， 
这 种 联系 正 象 方程 组 (1 和 和 方程 (1 了 的 联系 那样 ,或 者 ,要 
写 出 和 方程 (111.6) 类似 的 Fredholm 向 量 方程 
(to) + | mlto, BH aAt= FY), (111.18) 
К Ф( = (Ф, Фф"), Е(0) = ($, Р), ЎЕН. 
тп, (№, t) ть КЫ 
malto, tf) Ра, HN 
假定 у (to, #) = | yy (to, і) |, $, 7=1,2, 是 方程 (111.18) ВЈ 
解 式 ,于 是 ,这 个 方程 的 (唯一 ) 解 可 以 由 公式 


Ф 在 构造 广义 移 解 式 时 并 不 用 到 五 АЕ. 但 是 ， 在 以 后 的 推荐 中 是 要 用 到 这 
个 条 件 的 。 


т (to, В - (111.19) 
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Фи) =F (to) +}, у (6, РО 
答 出 ,或 者 把 它 写 成 数量 形式 
ра) 70) | 0, 070+ | у», 97GJet， 


Ф (ю) = f(to) +| Уз (бо, ВУ d+|, Уза (to, В (4. 


因为 方程 (HL.18) 有 了 唯一 的 解 , 因 此 ,正如 前 面 所 指出 过 的 那 
В, Ф" (0) =Ф@; 此 时 2( 妨 同时 是 方程 (1t4.16) 的 解 ， 注意 到 
上 述 画 个 等 式 的 右 端 对 所 选取 的 每 一 个 画 数 了 (彼此 都 应 该 是 
НЕ ЮГЕ, 
Y21(to, 0) = Ута (to, 07, 
. оз (о, В) = уза (0, 00, 
引进 记号 
Ynlto, #) =7Y1(to, 0), 
Yia(to, В = Уз (бо, 91; 
于 是 ,矩阵 у (о, ТАЗ 
7,0 1,8) 
Yalto, В Ру: 0) 
这 个 和 矩阵 与 矩阵 mr.(to, ЮЛЕ ЕЛЕ. 
与 此 相应 , 当 条 件 (111.14) 适 合 时 ,方程 (111. 了 的 解 (更 确切 
地 说 , 当 2z 之 0 时 , 宅 的 一 个 解 ) 可 以 由 公式 


ра) о +] у, 9700) Tom, DFO 
(111.21) 


у 0 ， (111.20) 


输出 . | 
我 倍 把 两 个 夯 数 ya (2, #) 及 уг(, 六 分 别 叫做 方程 а. 16) 
的 瑰 解 式 及 方程 (L111.1) 的 广义 阮 解 式 ， 
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Е ЕНиР (111.16) НЕЕ 


ра) + mt, а) 60064) таб, 690079200) 

(111.22) 
”上 ,并 注意 到 存在 于 相 联 的 Fredholm 方程 组 (或 者 相 联 的 Fred- 
holm 向 量 方 程 ) 的 〈 答 阵 ) ЕЕК ПО (参看 上 一 节 末 尾 ) ， 
容易 断言 ,方程 (111.22) 的 (唯一 ) 解 由 公式 


фев) =) + | Yale, 50000) уз, to) 000 
(111.93) 
ЖН Нов Ар СЗЯ) Е 


Ве | "0, (111.24) 


Іх ХЕ (111.1) НЕЕ (111.2) 的 解 , 其 中 9g*(?) ,a 
=1, 2, …, 2 是 齐 次 方程 (111i.1°) 的 黎 性 无 关 ( 狭 义 的 ) 解 的 完备 
Ж. 
ЖЕ ЖА (110.18) ЕВЕ РЕНН, ВНЖ та (0, 0), 
та (о, Ф), у (о, 及 及 Ta(to, 纺 之 间 存 在 着 关系 式 : 
Y(to, т, t) = -| m(to, t1) Y(t, Бан, 
“ (111.28) 
у (®, Р) + (20, 2) = -| у (№, ti)m (1, і), 
其 中 7y (4,0) т (о, БЕН АА (111.19) 35 (111.20) 
Вб ВН. Бр ЭС н КАЖ НИ АСЕ 
关系 ,但 是 , 这 四 个 关系 式 仅 有 两 个 是 独立 的 ; 另外 两 个 可 以 通过 


8 112， 在 特征 部 分 之 外 包含 未 知 图 数 和 它 的 
复 值 共 酉 画 数 的 奇异 积分 方程 


1% 瑰 在 我 们 转向 讨论 在 这 一 部 分 引 周 中 所 提 到 的 奇异 税 分 
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力 竹 , 杰 就 是 ,要 时 花 下 壕 形式 的 奇异 积分 方程: 
Коль) 200 | СОМ д, дра 


+|, blo, Do R= ў), (112.1) 


ЖФ ГЕН, А), В), (6, ,Ka(to, 0), 
Ро) Е ЕЛЕ С БАУ Но ЖЖ, Ш Ф (Р) ЕВЕ ЕН 
面 数 . | 

ЗЕ рен тоир ар РАЕН Э ВЕ, ДЕНЕВ 
有 两 个 我 们 后 面 将 要 讲 到 . 

利用 这 一 章 第 一 部 分 中 所 令 述 过 的 方法 (形式 上 作 必 要 的 修 
改 ) , Г. Ф. Манджавидве°' 研究 了 这 个 方程 .所 得 到 的 精 果 和 那 
一 部 分 中 的 糙 果 是 类 似 的 , 芽 且 是 它们 的 推广 了 ;因此 在 此 处 井 不 
会 遇 到 多 大 困难 , 我们 不 推导 赂 竹 的 证明 . 

我 们 把 方程 


Кра) -| + ha, Wh) 


+ һо i) TDR gt) (112.2) 
ива (112.1) 的 相 联 方程 ,其 中 К ВЖЕ 五 ,类 的 画 数 ; 


个 后 ,我 们 假定 导 画 数 是 属于 Но 类 的 ， 这 里 。 是 曲 
ЖЕ Г МДАА, Вр Г. ЕН Ляпунов ОХ ЭН. 

我 们 将 在 及 "类 中 找 方程 (112.1) 及 (112.2) Юр) 及 
+0. 


Ф Г. Ф. Манджавидзе МЕНА Г ЖМИТЕ) 
成 的 情形 СЕЗ ОВЕС УА Е, ЗБС ВЗА ВГ К) ; ЛАА, А Др ЕСЕ Тае 
弯 便 可 以 推广 到 本 书 所 讲 的 情形 。 

图 这 种 定义 的 合理 性 可 以 参 着 在 上 一 节 所 指出 过 的 。 
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我 们 把 由 公式 


Krp=A(i) g(t0) +В | деца dt (119.3) 


所 确定 的 算 子 叫做 算 于 区 的 特征 部 分 ， 算 于 ?的 相 联 算 子 (在 
这 种 情形 下 , 相 联 算 子 的 定义 与 前 面 是 一 致 的 ) 是 算 子 К, 它 由 
以 前 的 公式 


Koy= А) (6) — 赴 十 | , (112.4) 


确定 . 
ВВЕ, ВЕ Ер Ууу Г Е Н* 类 中 的 任意 两 个 
画 数 , 双 车 在 已 给 的 每 个 车 点 之 邻 域内 它们 之 中 有 一 个 是 属于 万 。 
类 的 ,那么 ,下 述 等 式 是 成 立 的 : 
Бәј Фра Кој, ФЕ' рй, (112.5) 


容易 看 出 ,在 hs(to, 0) =0 的 情形 ， 亦 就 是 在 所 讨论 的 奇异 积 
分 方程 妇 灶 为 在 第 一 部 分 中 已 计 论 过 的 方程 的 情形 下 ， 这 个 公式 
归 精 为 公式 (96.10) Ф. 

我 们 假定 算 子 К 与 及" 是 正则 型 的 , 与 此 相应 , 我 们 认为 方 
№ Ко - у КЕ р-у 或 者 算 子 区 М К' 是 正则 型 的 ， 

22 齐 次 方程 p=0 解 的 任何 实 (常数 ) ЖОРА АА К 
都 是 解 ,但 是 ,一 般 讲 来 , 当 系 数 是 复数 时 ,这 烙 论 措 不 戊 并 .对 于 
方程 K' 业 一 0 亦 是 类 似 的 . 

由 于 这 个 理由 , 亦 象 在 上 一 节 中 所 讨论 的 类 似 的 情形 那样 ,在 
жаа, ЗНАЯ СО 系数 的 楼 人 相合 
( 郎 狭 义 的 入 性 粗 合 , 不 再 特别 指出 这 一 点 ) , 匀 性 相关 性 与 入 性 无 

3° 我 们 可 以 利用 与 在 第 一 部 分 中 用 来 求解 方程 (96.1) 与 
(96.2) 完全 类 似 的 方法 , 来 求解 和 研究 方程 Kp=f 及 Крд. 

Ф 参照 第 501 页 的 脚注 、 


514 第 五 章 “” 在 一 般 情形 下 的 奇异 积分 方程 。 某 些 应 用 
亦 印 ,把 方程 及 VB= у А К’ 9 分 别 改写 成 


Kop= ~-kp (112.6) 
及 
К» y=g—k'y, (112.7) 
其 中 
кре 0, Do)ait| 20, 0р0 (12.8) 
及 


кре hl 名 由 (Gd 十 | 6, һу), (119.9) 


我 们 暂时 把 方程 (112.6) 及 (111.7) 的 右 端 考虑 成 已 知 画 数 . 

正如 在 第 一 部 分 ($$ 99,100) 中 那样 ,可 以 将 方程 Коре 及 
К-ж ЖЖ, НВ ХЕ А oo …， о) ЖМ 
(орал, биз", om) 的 概念 . 我 们 把 算 子 КО ие ва 
程 p 一 了 或 算 于 区 的 指标 ;同样 地 ,我 们 把 算 于 "的 指标 叫做 
Ув Крд 或 者 算 于 及 ' 的 指标 . 相 联 的 方程 相 联 类 的 指标 * 
与 w 由 关系 式 


联系 . 

АРНЕ К Е К? g 一 在 二 类 中 的 典 则 夯 数 全 
ПИТ К 或 者 方程 К реў оо Љ ЖА. 

4° 如 果 把 方程 (112.6) 的 右 端 视 作 已 知 泵 数 , 利用 8 97 中 的 
公式 求解 方程 (112.6) ,我 们 便 导 出 下 述 与 8 99 中 类 似 的 精 果 . 

3 х>0 时 ,方程 (112.1) 在 已 给 类 h(c1, cs,…, са) 中 寻找 解 
的 意义 下 等 价 于 Fredholm 型 方程 


N ф= Ф (№) +}, М: (®, 1) ф Фи+ |, Ns (to, BE (#) 92 
=), (112.10) 
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其 中 | 
№1 (00, В = А" (0) (6, 0) 


_ асло ki(t1, Ван 
тб 206) (二 一 加) ? 
Мэ (№, 0) = А" (to) ks (to, 8) 
2“ (to) 2 (to) | | йа (, Ва, 
тб в (в) (bi—to) 
РО) = КР) В" (0) 2 (6) Р, 1) (112.12) 
而 这 里 , 亦 象 在 8 97 中 那样 ， 


(112.11) 


керу А00) к ВО 
А (0 = ау деру В О-ва’ (112.13) 
K*f (io) =4*(t0) f(to) – 80) 2 (to) | 7 с ку: 012.10) 


Рив (№) 表示 次 数 不 超 过 x 一 1 的 具有 任意 复 系数 的 多 项 式 ; 当 
x 一 0 时 , Py_1(to) =0, 

当 x<0 时 ， 方程 (112.1) (在 同一 个 意义 下 ) 等 价 于 方程 
(112.10) (在 这 个 方程 的 右 端 应 该 认为 Pw_1(io) =0) 以 及 补充 条 
件 


|9000 | ьш | 20-а, ал215) 


` 3=0, 1, ”, —*«—1, 
其 中 
Я, 


24) (112.16) 


5, (6) | Еа 4, 

类 似 地 处 置 相 联 方程 (412.2), 亦 就 是 , 如果 把 右 端 当 作 是 已 
知 的 ,用 $98 中 的 公式 来 求解 方程 (112.7) ,那么 ,容易 得 出 与 前 面 
以 及 与 $ 100 中 同样 结果 相 类 似 的 结果 , 我 们 让 芒 者 来 进行 推导 ， 
55 如 果 假定 多 项 式 Px-1(to) 是 给 定 的 ,那么 方程 (112.10) 便 
关于 在 $111 中 所 考虑 过 的 那 -类 理 的 方程， 所 不 同 的 只 是 在 于 
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画 数 Na(to, 0), М. (в, ОВ ЖЖ 7" (0) 在 基 些 车 点 的 邻 域内 可 
能 是 无 界 的 . 但 是 ,和 在 $ 101 中 所 做 过 的 完全 类 似 , 这 个 方程 可 
以 化 为 另 一 个 形式 ,在 其 中 Ni(to, 0), М» (®, 0), №0) ННЯ 
$111 Ф (111.1) 内 т, (10, 0), п, 0), Л(%) 那样 的 有 界 画 

在 讨论 方程 (112.10) 的 同时 ， 我 们 还 计 论 它 的 相 联 齐 次 方程 
М 0-0, КМ 是 对 的 相 联 算 子 , 它 由 公式 (参看 $111) 


мр ра) + [Ме Oat | м t) VET 
(112.17) 
确定 . 

和 在 8101 中 所 全 的 类 似 ， 这 个 方程 的 讨论 杰 可 以 归 辣 为 这 
样 的 方程 的 讨论 , ТЕ РЕ ЛУЧ АНА п. (2, 如 ) 及 по (2, 加) ЖЖ 
代 М: , to) 及 Nalt, to). 

进行 和 §101 类 但 的 推理 ， 在 这 一 欢 并 利用 $ II ВОВ, 
我 们 便 可 以 导 得 下 述 千 给 . 

р М 9 一 0 МЕ Ф ( 存 对 可 积 的 ) 解 的 个 数 ” (这 
些 解 是 属于 及 类 的 ， 另外, 在 特殊 和 结 点 的 邻 域内 是 属于 А, 类 的 ) 
是 有 限 的 ， 它 等 于 相 联 章 次 方程 N' 0 的 线性 无 关 (有 界 ) 解 的 
个 数 (这 些 解 是 属于 下 类 的 ,并且 它们 在 所 有 普通 精 点 的 邻 域内 
是 属于 Но 类 的 ) . 

其 次 ,再 假设 产 全 是 表示 户 类 的 页 数 ,和 并 且 广 (9) 在 所 有 特殊 
车 点 的 邻 域内 是 属于 Н, 类 的 . 

方程 N рў" (在 经 对 可 积 的 画 数 类 中 ) 可 解 的 充分 和 必要 条 
件 是 


Re| "(4% (0@=0, j=1, 2, 9, и, (12.18) 


Ф 正如 前 面 所 规定 的 那样 ,线性 无 关 性 是 按照 狭义 的 来 理解 。 
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其 中 0,00), 1=1 2, …， 2 是 方程 N' 小 =0 黎 性 无 关 解 的 完备 条 . 

方程 可 pg = 产 的 所 有 ( 粘 对 可 积 的 ) 解 都 是 属于 户 类 的 ,此 外 ， 
爷们 在 特殊 千 点 之 邻 域 内 都 是 属于 Н. 类 的 . 

对 于 方程 再 pg= 产 的 相 联 方程 М0", 容易 得 出 类 位 的 结 
Ж. р 

6° 21$ 101 所 做 过 的 类 似 , 根 据 811,，5” 段 的 车 果 , 容易 断 
定 , 存 在 具有 下 述 性 质 的 夯 数 T(to, 汉王 Ta(io 0): НАХ 


гру) ло, ога + | Toth, DF CD 
(119.19) 


所 确定 的 算 子 TI, за А А р "ЗН — 6 Р Ву 
夯 数 ,而 由 公式 
PP 人 = 人 二 | tg Ot Ги Фе 
(112.20) 
ЗУ Г НЮ Г" н А" Е (% 类 的 相 联 类 ) 中 的 每 一 个 画 数 
纺 变 成 此 同一 类 中 的 琴 数 . 
再 者 ,如 果 适 合 条 件 (112.18) ,那么 ,方程 (112.10) 的 解 (更 确 
вине, Ау) НАЗ 
Ф) =T f° (to) (112.21) 
КН. ХОРЕ Мр" 亦 成 立 着 类 似 的 精 果 . 
72 РЕЖ, № x 之 0 时 , 方程 (112.1) (在 h 类 中 找 解 
的 意义 下 ) 等 价 于 在 右 端 中 包含 任 意 的 复 系数 多 项 式 Pw_1(to) 之 
方程 (112.10)， 现 在 我 们 把 这 个 多 项 式 表 成 画 数 刀 和 08, ј=0, 
1,…, x 一 1 的 实 系 数 的 焰 性 粗 合 的 形式 : 
Pi1(to) = Азаз (to) + Ааа (to) + --- + Аза, (to) (112.22) 
Е а, (№), аз (5), ---, аз (6) ВНЖ Ц, 96, 1=0, 1, ---, x 一 1 
按 某 种 次 序 而 取 的 一 个 排列 ,而 41，43,…，42w 都 是 任意 实 常数 . 
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其 次 ,我 们 再 引进 记号 
5, Во | оу й, 
6=1, 2, ---, м, 
其 中 区 "了 由 公式 (112.140 确 定 , О, 1,2, …, > 是 方程 
мр0 的 入 性 无 关 解 的 完备 系 。 在 这 些 记号 下 , 方程 (112.10) 
的 可 能 性 条 件 (112.18) 可 以 表 成 形式 : 


(112.23) 


5 4-8, k=1, 2, ..,, у, (112.24) 
ХАНИ | yw 的 秩 . 


仿照 102 中 那样 推导 , 可 以 断言 ,方程 粗 (112.24) 的 可 解 性 
条 件 ,因而 ,方程 Kg= 了 在 h 类 中 的 可 解 性 条 件 具 有 形式 


Re| (DF di=0, ј=1, 2, +. 0-р, (112.35) 


Не (О м ЖЕ ЕЕ ЕЕ, 又 齐 次 方程 Kp =0 
ДЕР М А 1 由 公式 
1 一 2x 十 2 一 p (112.26) 

确定 . 

在 x<0 的 情形 , БЕ Кор ў 在 六 类 中 的 可 解 性 条 件 亦 可 以 
归 缚 为 形 如 《112.25) 的 条 件 , 但 是 , 在 这 一 次 应 该 取 j 了 =1, 2，…， 
р, D2 十], …, оо, 其 中 0<o 志 一 2x. 

对 方程 p= 了 的 相 联 方程 К’ д 亦 成 立 类 似 的 结果 . 

特别 是 ， 我 们 要 指出 , 依据 上 壕 ， 齐 次 方程 &gp=0 的 效 性 
无 关 解 的 个 数 是 有 限 的 。 对 相 联 齐 次 方程 К 小 =0 亦 有 间 样 的 烙 
Ж. 

8° 现在 容易 证 明和 方程 Kp 一 了 及 KR'yW=g 有 关 的 基本 定 
理 , 这 些 定理 在 目前 的 情形 下 可 以 代替 在 $ 102 中 的 定理 . 

定理 зке Кру ВОР, о 
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В 

=). Ф) (90, 1-12, 9, (12.27) 
Ж р, 7—1, 2,…, 了 了 АВЕРС К'р=0 1л 类 的 相 联 


标 的 商 信 : о ооо оф @ г, | 
1 一 7 = 2x. (112.28) 
ШЧ Е Кре А Кр 所 处 的 地 位 ,那么 , 亦 有 同 
样 的 精 论 ， 
首先 证 明定 理 I， 对 于 方程 p= ДЕЛЕНИЯ ФО, 
据 公 式 (112.5), 可 以 得 出 
Re| FOW d=BRe| рдЕ рй 
-Re| рк, 
因此 ,由 公式 (112.5) 可 以 直接 导出 条 件 (112.27) 的 必要 性 . 
我 们 证 明 这 些 条 件 的 充分 性 .正如 在 7° 段 中 已 锤 指明 的 , 方 
程 有 gp=f 在 有 类 中 的 可 解 性 的 充分 和 必要 条 件 , 可 以 归 竺 为 某 
个 形式 为 
Re МО) 001-0, j=1, 2 .hb (019.99) 
的 关系 式 , 其 中 入 (是 如 ЖЕН, 如 果 我 们 能 够 证 明 
条 件 (112.29) 是 条 件 (12.27) 的 推荐 ,那么 ,条 件 (12.27) 的 充分 
性 便 得 到 了 旋 明 .为 此 目的 ,我 们 要 利用 傅 沟 多 区 利 用 过 的 方法 . 
亦 就 是 ,假定 g() 是 瑟 类 中 的 任意 画 数 . Ув Ко-КодЕЛЖ 
(其 至 在 五 类 ) 中 是 可 解 的 .因此 ,必然 有 
0- Ве | 240000) | ,9 EK'N (да, 
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再 此 再 依据 画 数 y 的 的 任意 性 , 易 见 КА, (0) 0. РЬ, ВКА, (0) 
ЕВА р 的 的 粮 性 组 合 ,而 这 就 起 明了 我 们 的 结论 

转向 考 明 定理 If， 首先 考虑 x 之 0 的 情形 . 在 这 种 情形 下 , 方 
程 y= 了 在 类 中 可 解 的 充分 和 必要 条 件 具 有 形式 (112.25), 
ЯА), 和 ( 提 ，…, ho( 旭 是 及 类 中 的 六 性 无 关 的 画 数 ， 另 一 
方面 ,在 为 类 中 可 解 性 的 充分 和 必要 条 件 是 条 件 (112.27). 

这 样 一 来 , 如 果 j 9 是 Ho 类 中 适合 条 件 (112.25) 的 任 音 本 
数 , 那 么 , 它 亦 适合 条 件 (112.27), 反之 亦 然 ， 由 此 , 容易 断言 @ : 
ВАС А. (0), (В, +=, А (Р) ВВ р (0), а (0), …, и @® 的 
( 实 系 数 ) 粮 性 粗 合 ,反之 亦 然 ， 于 是 , 7 о, НРА 
同 早已 试 明 过 的 等 式 (112.26), 便 可 以 导出 所 要 诈 明 的 等 式 
(112.28). 

在 x<0 的 情形 下 ,我 们 可 以 对 方程 Kp=0 ЖЕНЯ К’ 
一 0 ( 它 的 指标 w= 一 x 是 正 的 ) 进 行 类 似 的 识 葵 , 便 得 出 所 要 求 的 
精 果 ， 这 样 一 来 ,我 们 可 以 认为 定理 ПТ ЖЕ. 

注释 ”在 丽 数 ha(to, ) РЕН, 这 些 结 果 必 
然 和 § 102 的 精 果 是 一 致 的 , 不 过 在 表面 形式 上 它们 稍 有 不 同 . 
表面 上 的 区 别 是 由 于 装 性 无 关 性 在 此 处 和 在 $ 102 中 理解 得 有 所 
.不同 而 产生 的 ,在 此 处 是 按照 狭义 的 线性 粗 合 来 理解 的 . 

ЗУКО, 假定 2. (№, 0) =0, ХЕ фа, фа, -**, Е 

Ky 一 0 在 有 类 中 在 通常 意义 下 为 焰 性 无 关 的 解 ， 那 么 , 显然 91， 
Фа, ***, Фь, $ фа, $фэ, … 9фь 是 这 个 类 中 为 狭义 线性 无 关 的 解 ， 
因此 ,它们 的 个 数 是 1=2k. 

类 似 地 , 如 果 фа, фо, 55, ww 是 方程 К ф=ОДЕ М 类 中 在 通 
常 意义 下 为 线性 无 关 的 解 , 那么 ，Vi, фа, 5, фо, рь, Фра, 5, 
_ фр 是 这 个 类 中 为 狭义 入 性 无 关 的 解 ， 于 是 ,其 个 数 是 ?一 2k'. 
Ф ”参看 附录 三 ,注释 2. 
© 2 506 页 的 脚注 。 
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与 此 相应 ,条 件 (112.27) 与 下 列 条 件 是 等 价 的 : 
Г волов-0, j=1, 2, и, 
而 等 式 (112.28) 变 成 了 等 式 hb 一 和 一 x, 


ГУ. ан о) ТА ЛУ Н 


我 们 把 在 $$ 113, 114 中 所 讲述 的 强 性 理论 中 两 个 重要 混合 
问题 的 求解 ,作为 前 一 部 分 中 所 得 出 的 娃 果 的 应 用 ;在 推导 8§§ 113, 
114 中 的 精 果 时 ,我 们 主要 根据 了 工 . Ф. Манджавидзе 的 论文 [3] . 

> УЖЖЕИЯОХ БАЗЕ ЕЕ, ЧЕ $$ 118, 114 中 , 我 们 将 先 不 
进一步 论证 与 所 讨论 画 数 在 边界 附近 的 性 质 有 关 的 车 论 . 在 附加 
ВУ $ 116 中 ,在 推导 出 一 系 烈 的 估计 式 之 后 , 我 们 再 来 严格 地 论证 
所 有 这 些 结 论 . 


$113. 平面 弹性 理论 中 的 基本 混合 问题 的 求解 


15 为 便于 疙 者 贿 考 ,我 们 提醒 一 下 平面 弹性 静 力 学 中 的 某 些 
基本 公式 和 基本 命题 ,为 了 简单 起 见 ,我们 仅 讨论 当 弹 性 体 所 占 的 
区 域 是 由 2—2 бу 21810 Е ЖЖ 2 Эт ВХ 
的 有 界 区 域 S 的 情形 . 

我 们 将 假定 不 存在 体积 力 , 此 时 , 焉 面 弹性 理论 的 基本 方程 可 
УЖЕ РГ: 


ах, +2, 0, оу. 2 әү, әү, 0 

да у и ? 

Хх, +9 ёа, У, =^0-+ 2 а. (118.1) 
а 100, ди 

Ku Yeh (29-50), 


Ф ”应 该 怎样 理解 物体 占有 平面 区 域 的 意义 ,例如 ,可 以 参考 著者 的 著作 [91。 在 
这 一 节 中 所 引用 的 公式 和 命题 的 证明 亦 可 以 参看 同一 个 著作 。 
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НЕХ», У, Х,= У, 是 应 力 分 量 , uv 是 位 移 分 量 , ^>0, и>о 
都 是 Lamé 常数 ,为 了 简单 起 见 , 此 处 已 合 
一 十 (113.2) 
7 (118.1) 0—08 ОЕ) 解 可 以 通过 在 8 内 为 全 纯 的 


两 个 任 辣 画 数 9 (%) № (2), Н ГАЗЕ: 
Х.+У,-4ВеФ 0, 


Ух. х, 28+, 9 
2и(и-+5) =иф(2) –2ф (2) 一 由 (2) ， (118.4) 
其 中 
Г ОА . 
=, 3 4c >1; (118.4а) 
用 
о 和 
2(^+ в) 


表示 Poisson ЖЖ (0<о < 2). 
ЗАРЕ НН РОЗА (113.3) 的 一 个 重要 公式 : 
рб) ар 0) 0р0) | (ХУ Dds+ 常 数 ， (113.5) 


ЖАБ ЕТЕТ АНН 9 内 的 任意 定点 2 与 动 点 z2， 拭 
ВН: 5 МУЖ ЕЯ; Х,, У, ЛЕТ ЕЕ 
НУВ, № РЕ (АА zo 1 2) ЯТТ, ЗН ТН 
方向 ] 作 用 的 应 力 分 量 ， 如 所 周知 ， 
Х „= Х, сов(њ, 2) + Х,е03(п, 4), 
У,=У,с08 (п, 2) +7, с03 (п, 9). 
ЖИЛ ЖК РВА 20 与 点 2 的 积分 路 径 ， 这 是 容易 
交接 验 诈 的 ,并 且 从 力学 角度 来 看 了 ,这 亦 是 显然 的 . 
我 们 再 对 上 述 千 果 补 充 下 述 在 今后 是 很 重要 的 注 淋 . 


”由 于 作用 在 处 于 在 衡 状态 下 的 物体 的 边界 上 的 外 应 力 之 主 向 量 等 于 霉 , 因 
此 , 屡 布 在 任何 一 条 封 并 转 可 上 的 这 一 个 积分 应 误 等 于 守 . 


(113.6) 
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对 于 答 定 的 应 力 状 态 ,两 数 р (2) 苓 确定 精确 到 差 一 个 形式 为 
Ci 十 ?7 之 项 , 其 中 О 是 实 的 任意 常数 , 而 у 是 复 的 任意 常数 ; 同 
样 , 画 数 (2) 被 确定 精确 到 差 一 个 复 的 任意 常数 y', 因此 ,用 9 (2) 
Са у 替代 р (2) ,同时 用 水 (2) 十 y' 赫 代 水 (时 ,不 改变 应 力 状 
仿 , 并 且 亦 只 有 作 这 样 的 替代 才 不 改变 应 力 状态 .特别 是 ,如 果 应 
ЈЕТРА, А, (а) =Се+у, 42) =у'. 后 两 个 公式 表示 
整个 物体 的 (无 穷 小 的 ) 蜀 性 位 移 , 正如 公式 (118.83) 所 指明 的 , 这 
种 位 移 对 应 力 没有 影响 . 
对 于 共 定 的 位 移 ( 由 此 亦 答 出 应 力 ) ,有 
ие о, ок 0, 
如 采 答 定 了 应 力 , 此 外 ,还 取 定 了 公式 (113.5) 右 端的 常数 , 那 
2З О 仍然 是 任意 的 ,但 是 , у 与 y СНЕ 
7 十 ?一 0. 
最 后 , 如 果 答 定 了 位 移 , 并 且 取 定 了 (113.5) 右 端 的 常数 , 那 
么 ,有 
С=у=у'=0, 
2. 在 弹性 静 力 学 理论 《在 现在 考虑 平面 情形 ) 中 的 基本 边 值 
问题 是 指 按 下 列 边 界 条 件 确 定 物体 的 弹性 平衡 问题 . 


№ Яя 


中 ,在 一 部 分 边界 上 答 定 了 应 力 , 而 在 另 一 部 分 边界 上 答 定 了 各 点 
的 位 移 . 

这 些 问 题 中 每 一 个 问题 之 解 的 唯一 性 ， 都 可 以 从 著名 的 公式 
(这 个 公式 容易 从 Остроградекий-@тесь 公式 导出 ) : 


| (X,Y.v) ds 
г 


== И ЕА (ег. + ёл) ?十 2 (е?„„-Не- 2е? у) ат ау, 
8 
(118.7) 
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导出 ,其 中 


дь?) way’ galartay 


Е? до 1 (2 ә) 


是 形变 分 量 . ， 

在 用 通常 的 简单 方法 推导 出 这 个 公式 时 ， 要 假定 位 移 分 量 及 
应 力 分 量 可 以 连 炉 拓展 到 边界 工 的 所 有 点 上 : 在 更 一 般 的 条 件 
下 , 亦 可 以 应 用 这 公式 , 这 此 更 一 般 的 条 件 我 们 在 后 面 要 谈 到 ( 参 
ВЖЕ 2). 

在 所 有 这 三 个 基本 问题 中 ， 对 于 两 个 可 能 的 解 之 差 在 边界 上 
有 

Хы--У9=0, 在 也 上. 
因此 ,由 于 右 端 二 重 积分 积分 号 下 变量 eueew,eny 之 二 次 式 是 正定 
的 ,对 于 两 个 解 之 差 ,我 们 应 该 有 ezs ew 一 bw=0, 从 而 容易 导出 
и= —eyi+a, 1 一 20 十 B， 

此 处 , в, а, ВЕ О) ЖЖ; 后 面 两 个 公式 所 表示 的 是 整个 物体 
的 (无穷小 的 ) 出 性 位 移 . 

在 第 一 个 基本 问题 中 , 这 些 常 数 仍然 是 任意 的 , 因为 , 具有 不 
同 于 刚性 位 移 的 解 并 不 认为 是 不 同 的 解 . 在 第 二 个 基本 问题 中 以 
及 在 基本 混合 问题 中 ,sa 一 8=0; 直接 代入 边界 条 件 便 可 以 知 
道 这 一 点 ; 这 一 点 从 力学 观点 来 看 亦 是 显然 的 , 因为 ,如 果 即 使 在 
边界 的 一 部 分 上 位 移 等 于 雳 ,刚性 位 移 亦 必然 等 于 孝 . 

注释 1 注意 到 公式 (118.4) 及 (118.5) ， 我 们 还 可 以 把 公式 
(118.7) 改 写成 


—2pIn | tpl) 97 ра ГР 0 1р (0) (01 
=2pIm [Р-Н (0) 4р (0)14 а (0 6970 — 51 


= | Jt an) et ens ot (А2) е-е Лав dy 
“ (113.8) 
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(第 二 个 积分 是 由 第 一 个 积分 沟 过 分 部 积分 而 得 出 的 ) ,此 处 ,我 们 
提醒 一 下 ,人 及 4 表示 与 g(2) 及 小 (z) 由 关系 式 
2и(и-- io) -иф(2) 一 29 (2) 一 下 (2 
联系 的 两 个 实 画 数 ,其 中 
ди до 1 ( до 2). 


бае огу био» бои Гу 
依据 我 们 对 这 一 个 公式 所 进行 过 的 推导 , 容易 看 出 ,这 个 公式 
对 于 任意 两 个 在 8 ЭА р (2) 及 由 (2) 都 是 成 立 的 ,只 


要 这 两 个 画 数 在 边界 附近 是 相当 正规 的 ,而 常数 X，H,x 可 以 用 关 
ЖА. 


jw 二 А-З =1+ 2и 


Аи 入 十 多 

联系 ; 不 利用 弹性 理论 中 的 公式 , 亦 容 易 直 接 验 证 公式 (118.8) 的 
正确 性 . 

另外 , 还 容易 看 出 ， А5 (118.8) Р —- 06 а 
所 图 成 的 有 界 或 无 界 的 多 连通 域 S 亦 是 正确 的 ， 只 要 在 无 界 区 域 
的 情形 下 , ВНЖ p(%) № (2) 就 连 在 无 穷 远 点 处 苹 是 全 第 的 。 容 
易 葵 证, 对 于 无 界 区 域 S, 公式 (118.8) 浆 是 正确 的 ; 酚 证 时 , ЛУ 
区 域 $ 在 圆周 |z| = ВР НА ЗА НЕВЕ 
的 正 数 ) , 再 让 В->оо 而 取 极 限 。 容易 看 出 ,此 时 , 公式 左 端 展 布 
在 这 个 圆周 上 的 积分 趋 于 需 @ . 

我 们 再 指出 下 烈 一 点 . 当 和 <0 时 , 只 要 和 十 />0, 换 句 话 部， 
当 >0, x>T 时 ,出 现在 二 重 积分 号 下 的 二 次 型 亦 是 正定 的 . 事 
实 上 ,在 这 种 情形 下 р 二 次 型 (А24) е2. 12е; eyy 十 (A+2n) ёду 是 


Ф 因为 ,根据 条 件 ，9 (8) БУФО ЕЛЕЕМ, И, 在 这 个 
邻 域 内 ， | 


Ф(=) = Е... ро) +, 


Ф) -0(2), ә =0(2). 


526 第 五 章 ”在 一 般 情形 下 的 奇异 积分 方程 。 某 些 应 用 
正定 的 ,因为 和 十 2U>0 ДБ А (А-2) = —4А (+ ш) 
ЖИ. 

ЯН А ЛЯ ЕЕ Е АУ Lamé 系数 , 那么 , <0 的 情形 
在 物理 上 是 不 可 能 的 ,但 是 ,我 们 在 下 一 节 中 要 把 公式 (118.8) 应 
用 于 其 他 的 情形 . 

注释 2 在 下 述 情 形 下 ,我 们 亦 需 要 引证 由 公式 (118.7) 或 者 
《118.8) 导 出 的 唯一 性 定理 : 亦 印 , 当 紧 接着 公式 (118.7) 之 后 所 齐 
到 的 , 能 够 保证 用 简单 方法 推导 公式 (113.7) 及 (113.8) 的 条 件 不 
满足 时 的 情形 . 但 是 ， 在 我 们 要 遇 到 的 那些 情形 下 ， 博 尿 都 是 这 
样 的 :上 述 条 件 对 于 区 域 5' 是 适合 的 , S' 是 从 区 域 8 去 掉 无 穷 小 
部 分 而 得 出 的 , 而 这 无 穷 小 部 分 是 从 5 用 中 心 在 边界 工 上 的 有 限 
АЕ, РЖ ЛЕНИ. М, ЗН РАНА 
-- (118.7) 28 (118.8) у ИХ 5' 上 ,然后 再 让 上述 贺 周 的 年 径 
痢 趋 于 零 来 到 极限 .此 时 ,在 我 们 要 过 到 的 所 有 情形 下 , 左 端 展 布 
在 这 些 贺 周 含 于 内 的 弧 上 的 积分 将 趋 于 震 @ ,因此 ,我 们 的 公式 
对 于 区 域 S 亦 是 正确 的 . 

33 第 一 个 基本 癌 题 和 第 二 个 基本 半 题 的 解法 是 众所周知 的 ， 
例如 , 在 著者 的 著作 [9] 中 公 炙 介 炙 过 这 些 解法 . 在 这 一 个 著作 
中 , 仅 对 茶 些 可 以 用 比较 初等 的 方法 得 出 有 效 解 案 的 特殊 情形 , 才 
叙述 到 了 基本 混合 问题 的 求解 . 

但 是 ,在 这 里 我 们 要 指出 在 一 般 情 形 下 基本 混合 固 题 的 求解 ， 
可 是 ,为 了 简单 起 见 ,我 们 仅 诗 论 有 界 单 述 通 区域 的 情形 . 对 于 多 
连通 (有 界 或 无 界 ) 区域 ,求解 过 程 亦 是 同样 的 , 但 是 , 在 这 一 种 情 
形 下 ,需要 某 些 附加 的 讨论 Ә. 


Ф ЖЕНЕ, ЕРИНО, 对 于 展 布 在 中 心 在 点 © 处 的 图 张 上 的 积 
ЗК Fas(s 是 绝 坐 标 )， 我 个 可 以 有 估 诗 式 || < 常数 .|z 一 ec1-%， а 为 小 于 1 
© 22 Д. И. Шермап[3], Г. Ф. Maamgaazmee[3]. 
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因此 , 假定 物体 占有 的 有 界 区 域 8 由 一 条 简单 的 封闭 园 绪 工 
-所 国 成 . 我 们 现在 假定 园 线 二 不 仅 是 光 请 的 ， 并 且 它 有 具有 适合 
Н(1) 条 件 ( 亦 就 是 ,适合 Lepschitz 条 件 ) ИФ. 

ЖЕ БЖЖ 1, =0,0,, 9 一 1， 2,…, Pp， 这 些 弧 彼此 没有 公 
共 的 端点 , 这 些 缴 的 正方 向 与 工 的 正方 向 是 一 致 的 , 而 当 沿 着 工 
之 正方 向 移动 时 , 区 域 8 保持 在 工 之 左 侧 , НФЛ 
一 个 . Жоан 3—1, 2, ---, р (#9 аьаа 理解 为 41) 我 们 用 1 ж 
表示 ， 我 们 用 Г АП, ХЗ, 而 用 Г УКК ГИ 的 至 体 . 

基本 混合 问题 “我 们 现在 着 手 解 决 下 面 这 个 问题 ; 在 边界 的 
也 部 分 上 答 出 外 应 力 , 而 在 边界 的 其 余部 分 L" ЕЖЕ НИЯ, ВОК 
确定 物体 的 强 性 平衡 . 

依据 会 式 (118.4 , (113.5) ,显然 可 以 把 这 一 个 问题 归 精 为 要 
求 根据 边界 条 件 : 

pH ар) 00) = (0) +00) СГ, 

—хр(2) +ig (+p) = РО) 当 Е Г" 时 ， 
确定 两 个 在 中 АРНЕ + (2) 6 (с) 的 问题 . 在 这 些 公式 
|, РО) з Г ЕВС ЛУЈ, 

0 = (хаты, MtEDN, 

(8) = – 2009119), 4161", 

ЖАХ, У, ЕЛЕ ТГ 上 的 外 应 力 分 量 ,而 g1, ба ДАЕ ЯЕ Г" 

上 上 的 位 移 分 量 ; ЖЕНИХ 一 036; 取 的 ; s ЖАКА. ЖГ, 

СОЖ ЕО ИЕ м РЄ Г, у, О(0) =), 
这 里 О, АННЕ Е Е. 

我 们 将 假定 , 的 是 属于 Нож п О = ЧР ни 


(113.9) 


(113.10) 


Ф ЗВ, В р еа Бу ДЕ И а) АНИ Г. Ф, 
Машджавиде ВАЖЕН, 34 А) Н о) (а ув, 讨论 并 不 到 
于 复杂 很 多 ， 


528 第 五 章 ”在 一 般 情 形 下 的 奇异 积分 方程 。 某 些 应 用 
а; 及 b,, j=1, 2, ‘DD 是 属于 Н* 类 的 . 

在 此 处 以 及 今后 ,在 不 臻 于 引起 误解 的 地 方 , 我 们 都 把 p+(t)， 
9 有 Ув, “ЮФО. 

依据 Д. И. IIepxag [2 ,3 中 的 想法 ， 我 们 将 找 下 烈 形 式 的 
Ф: 

1 ( ода 
OP 


ПО: | OL 1 ( «(Ра 


252 Jr 1—2 973% )ь 1—8 


(118.11) 


_ 1 [| №0 
2274 Јь (1—2)? › 


此 处 о (0) 是 需要 确定 的 边界 上 点 t АЖ. 
如 果 假 定 , 画 数 %() 是 连 炽 的 ,并 且 具 有 可 积 的 导 画 数 "(4)， 
那么 ,利用 分 部 积分 法 ,我 们 可 以 把 后 一 个 公式 再 改写 成 


я «(ра 1 [ їо (2) 
00) 5], а р : 918. На) 


类 似 地 ,我 们 可 以 把 导 画 数 pg'(z) 表 成 下 壕 形 式 : 


и Т[ оф _ 1 (ой 
От, (7 a | ка (9810) 


我 们 现在 算出 边 值 of (0), фе (0) № + (假定 Сохоцкий- 
Plemelj 公式 可 以 应 用 到 公式 (113.11) 的 第 一 个 及 公式 (113.11a)， 
(118.115) ЯН), Е Н.Е НЕ ЗАМ ЛЗ ЯН 
(113.9), Е (113.9) 中 我 们 把 8g (0), в’ 及 出 ( 分 别 理解 为 
ф* (2), ф'(0) (0). 这样 就 容易 导出 用 来 确定 о 的 的 下 烈 积 
分 方程 : 

全 ”关于 未 知 函 数 的 这 种 或 者 那 种 表示 形式 的 各 种 珊 想 ,可 以 参照 在 著者 的 著作 
[9] 8 101 中 所 襄 明 的 . 
© 在 多 连通 区 域 的 情形 下 , 对 (113.11) 的 右 端 还 需要 补 加 一 些 简单 的 洪 示 式 ; 


#2 Д. И. Шерман[3], Г. Ф. Манджавидзе[3). 287 Де Н. И. Мусхелишви- 
ля[91, $ 102. 
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|606, доа 206, 09а 


=} (0) +C(to), (113.12) 
此 处 
> 在 也 Ы, 
A(to)=1 7 
—х 在 1" Е, 
1 (113.13) 
РЕК жі 上 
В (2) = 
ЖІ" Б 
д 2—F 
hlto, 0 = Brg 5 $ Ot 9113 =), 
р аг (118.14) 
(00, 0) р ар [= 12], 
ЖТ, 


С, Ж1 6, j=1, 2, --., Ф, 

[ож 

正 象 已 经 指出 过 的 那 祥 ， 和 常数 0; 在 事先 都 并 没有 和 给 定 ， 而 需 
要 在 求解 这 个 问题 时 确定 它们 ;这 一 点 以 后 还 要 说 明 ， 但 是 ,我 们 
曹 时 把 画 数 CO 办 当 作 是 已 知 的 ， 

在 计算 时 , 假定 如 是 常数 , 在 公式 (1138.14) 中 对 t 之 偏 导 数 
应 理解 为 对 t СВОЕ 7 МАЕ t 的 画 数 ,因此 ， 

п di di /dt 


a dt ds/ ds’ 


(118.15) 


此 处 з ЛЕВ. 
对 应 于 方程 (118.12) 的 齐 次 特征 方程 是 
Або +В | оша 


„922920. (118.16) 
ХНУ ИЕ АЈ СРС А82 
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下 一 GO)， 
其 中 


_ АФ-ВО) 
Ч = а 


и ме, 
1 ЩЕ 
这 个 问题 解决 起 来 特别 简单 . 这 就 是 发 , 容易 直接 验证 人 ,或 者 依 
据 8 88, 2° 段 中 的 一 般 公 式 , 所 有 的 精 点 аъ 及 bs 都 是 普通 精 点 ， 
大 且 例如 在 最 小 的 一 类 jos 类 中 的 典 则 解 (2) 由 公式 (精确 到 可 
以 着 一 个 异 于 雳 的 常数 因子 ) 


(118.17) 


> 


和 (2) = Ц са) отт (118.18) 
给 出 ,此 处 
_ lnx о 
B= 总 (118.19) 
把 因子 


а" (#6) 


Уа) ав [26 |" 


理解 为 在 沿 着 相应 的 弧 gl; Т ЈР Ата ЕЕ — Б, 例如 ， 
所 取 的 分 枝 可 以 是 这 样 的 一 枝 ， 在 无 穷 远 点 的 邻 域内 在 它们 按 z 
的 降 守 排列 的 展开 式 中 都 以 2 为 其 第 一 项 。 

“所 有 其 他 类 的 典 则 解 ,可 以 从 Х (2) 乘 以 形式 为 8 一 x)” 及 
(z 一 bx) 之 因子 而 得 出 ,但 是 ,我 们 只 用 到 画 数 Х (2). 

从 (118.18) 知 道 ,现在 的 联络 问题 的 hap 类 的 指标 等 于 (一 p)， 

20 Х (2) 在 无 穷 远 处 的 阶 数 等 于 p。 因此 , 依据 定义 ， 一 % 是 算 
子 К 的 指标 . 


Ф ”我们 所 研究 的 事实 上 是 边界 曲 粮 为 L' 的 齐 次 联 精 问题 ,因为 在 ”上 ,我 们 
有 @+ (人 == 人 5 区 , 亦 就 是 说 , Т 不 是 画 数 名 (z) 的 跳跃 曲 狠 。， 我 们 在 $35 中 已 考虑 
过 这 样 的 问题 当 x 一 1(8 一 0) 时 的 特殊 情形 ， 
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我 们 将 在 А, 类 中 找 方程 (113.12) 的 解 a(t) Ф. 
可 以 证明 (参看 $ 115)， 此 时 о( 是 属于 五 类 的 , ПЖ 
o' 的 是 属于 瓦 * 类 的 . 
因为 算 子 区 的 hos 类 的 指标 等 于 一 p, 因此 , 依据 8 112 中 的 
定理 工 , 我 们 有 


у = —9р, (113.20) 

此 处 > 是 齐 次 方程 К w=0 在 jar 类 中 线性 无 关 《在 狭义 意义 下 ) 
解 之 个 数 , 而 v' 是 相 联 齐 次 方程 &'o 一 0 在 ло о, 类 中 的 米 性 
无 关 解 之 个 数 . 

我 们 证 明 vz=09, А и 2р. 事实 上 , 假定 (0 是 方程 
К о=0 在 hsp 类 中 的 任意 一 个 解 ， 而 we(z) 及 ро (2) 是 当 在 公式 
(118.1) + во) ЕЯ «( 时 由 这 些 公式 所 确定 的 画 数 . 

因此 ， 


Фо(#) +#фо(0) 10000) =0 ЕЁ Е, 
—хФо(#) +#фо(#) +4) =0 ДЕТ Е. 
依据 (在 这 一 节 2° 段 的 ) 唯 一 性 定理 以 及 在 1° 段 末尾 所 指出 
的 车 果 ,容易 断定 ,在 整个 区 域 3 内 
фо(2) =0, wolz)=0. 
但 是 ,此 时 ,依据 公式 (118.1) ( 亦 参 考 (113.11a)) ,我 们 应 该 有 
| оо) 0, 


(118.91) 


214 #—2 


@ 在 此 处 适当 地 作 下 列 一 般 性 的 注释 . 在 求解 这 种 或 者 那 种 物理 问题 时 , 在 数 
学 问题 的 提 法 中 需要 ( 象 在 所 有 其 他 的 情形 中 那样 ) 在 事先 对 未 知 丽 数 加 上 某 些 限制 ， 
这 时 , 通常 需要 遵循 物理 上 的 原理 ， 妈 不 得 不 和 所用 的 方法 一 起 来 考虑 。 这 种 或 那 种 
所 加 的 限制 之 合理 性 的 基本 判定 法 (判定 所 提问 题 之 适 定 性 ) 是 要 使 在 所 加 的 限制 -Ts， 
闸 题 应 恋 有 和 解 ,并 且 如 果 从 物理 方面 推出 解 的 唯一 性 ,那么 , 间 题 亦 只 能 有 唯一 解 。 

我 们 看 出 ,在 目前 的 情形 下 , 上 述 条 件 是 适合 的 .我 们 对 w (0) 所 加 的 条 件 的 日 的 
是 为 了 保证 ， 由 公式 (113 .1) 所 确定 的 函数 在 工 上 (除了 竺 点 以 外 ) 的 边 值 是 存在 的 ， 
局 时 亦 是 为 了 保证 在 本 书 中 所 堆 证 过 的 平面 弹性 理 复 的 边 值 问题 之 唯一 性 定理 是 可 
以 应 用 的 . 

® ”证 明 方 法 是 属于 Д. И. IIepxaa[2] 的 ， 
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х | ao (0) 1 | Тољ (Р) _ 
=—— 十 二 -一 一 0 
274 273 


у Јр Ё—2 #—2 


(对 所 有 zES)， 由 此 再 依据 在 $29 中 已 证 明 过 的 命题 , 可 以 断 
定 ,由 等 式 @ 
бр" (0) =оо(0), — 9 (0) =xw0t) ЮФ (118.22) 
所 确定 的 画 数 р" (0) №“) 是 在 区 域 S- 内 为 全 纯 的 画 数 р" (2) 
Б ү" (2) СИМВ, Ш АГ РАН, ВН. 
р" (оо) =4ф*(оо) =0. 
从 等 式 (118.22) 消 去 ao 办， 我 们 得 出 
хо (В т" 0" (0) =0 ЕСН. (118.23) 
与 这 一 个 边界 条 件 所 对 应 的 是 物体 占有 无 界 区 域 38 ,而 在 边界 上 
位 移 等 于 零 的 情形 下 的 第 二 个 基本 问题 (2” 段 ) .由 此 , 依据 对 应 
的 唯一 性 定理 以 及 条 件 фр“ (оо) =" (оо) 一 0， 可 以 断言 ， 
ф" (2) = (2) =0. 
但 是 ,此 时 ,依据 公式 (113.22)，oo(G) =0. 
这 样 一 来 , 有 关 >=0 以 及 由 此 而 知 的 v'=2p НЕЕ ЕЕ 
些 . 
依据 $112 中 的 定理 了 方程 (118. 12) (在 № 类 中 ) 的 可 解 性 
条 件 具 有 形式 


Бо | Lf) +0919 04&-0, j=1, 2, -.., 2р, (118.24) 


Жо, ®, 1=1,2, …，20 是 方程 K'o =О =, 类 中 线性 
无 关 解 的 完备 系 . 

合 Cx 一 3 二 24o 有 一 1 2, …， р, 此 处 уз 是 一 些 实 常 数 ,我 
们 得 出 用 来 确定 常数 уь, X= 二 1, 2,，…，22 的 ( 实 ) 杂 性 方程 租 : 


5 Акъ В, 3=1, 2, ---, 2р, (118.25) 


Ф 引进 因子 i 与 ~i, 是 为 了 使 得 所得 出 的 公式 (113.23) 具有 象 此 处 所 写 出 的 
那 种 形式 。 
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此 处 An 是 一 些 与 了 (无 关 的 确定 的 常数 ,而 В, 是 依 驯 于 f( 引 的 
常数 : | | 
в, Ве | 70 (0. 
我 们 证明 ,方程 租 (118.25) 的 行列 式 是 异 于 需 的 . 事 灾 上 , 假 
定 f() =0, 那么 ,在 方程 租 (118.25) 中 , 所 有 В,=0, 因此 , 这 个 
方程 粗 变 成 了 齐 次 方程 粗 . 如 果 这 个 方程 组 的 行列 式 等 于 雳 , 那 
2, 它 尤 许 有 非 零 解 ， 假定 у, 1 一 1 2, …， 2р 是 它们 中 的 一 个 
解 。 那 么 ， 当 (= 一 0 及 О, =0= у-ур 时 ， 方程 (113.12) 
(在 hap 类 中 ) 是 可 解 的 ， 假定 woQ) 是 它 的 解 ,而 Фо (2) № Чо (2) ХЕ 
БЕЛУ р (2) 6 (2). ЖА, 
фо(#) +40) 400) =08 ЧЕТ Е, 
Е=1, 2, ``, 2, 
—ифо (В) #00 (0) +00) =0, ЖТ" Е 
从 而 依据 有 关 混 合 问题 的 唯一 性 定理 ,容易 断定 ， 
фо(=) =, об) 一 X6， 


此 处 3 是 某 个 常数 . 
因此 ,对 所 有 2EAS, 我 们 都 有 
оо (#) dt 
фо(#) = | $—# —5, 
да 1 [ 00 78.26) 
4) — — 5 ь 18 -到 | tg 5 


现在 重新 引进 记号 (118.22), 依据 在 $ 29 На ЕВН, 我 
ванна: о" 及 几 人 是 基 两 个 在 无 界 区 域 8- а 
的 画 数 9*(2) 和 类 (2) 的 边 值 , 并 且 这 些 边 值 由 关系 式 (118.23) 联 
Ж; 在 这 一 次 gr(ce) = 一座， 旷 (oo) = 一 ix5， 依据 第 二 个 基本 癌 
题 的 唯一 性 定理 ,可 以 得 出 娃 论 : 

Ф) е 08, 迷人) = 常数 一 一 ix3. 
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把 这 些 值 代入 (113.23) 中 ,我 们 得 出 8$= 0, 由 此 再 依据 (113.22) ， 
0002) =0. 但 是 , 此 时 , 在 S 内 , 有 wo(z) = о (2) =0, НР, 
有 Ох= уу ›=0, &=1, 2, +6, р, 这 与 我 个 的 假定 是 矛盾 
的 . 

这 样 一 来 , 方程 组 (113.25) 之 行列 式 是 异 于 震 的 。， 而 这 就 说 
明了 ,这 个 方程 租 对 于 常数 уь, 5 一 4，2, …, р 总 是 单 值 可 解 的 ， 
从 而 ,常数 0;, 7 一 1，2，,…, р 是 完全 确定 的 @; 对 于 这 些 常 数值 ， 
方程 (113.12) (在 hap 类 中 ) 是 单 值 可 解 的 , ЗЕНОН "ЕНУ о (0) 可 
以 导出 原来 问题 的 解 . 

45 当 工 是 图 周 时 , 方程 (113.12) 具有 非常 简单 的 形式 .在 
这 种 情形 下 ， 宅 本 质 上 可 以 归 精 为 系数 40) 及 BG) 由 公式 
(118 .13) 确 定 的 特征 方程 ， 而 这 个 方程 最 后 可 以 归 精 为 一 个 联 娃 
问题 ,在 这 个 倍 题 中 , и ССР) 由 公式 (118.17) 确 定 ,而 自由 项 包 
含有 一 些 事先 并 示 注定 的 常数 ， 这 些 常 数 在 求解 这 个 问题 的 过 程 
中 ， 可 以 用 太 性 代数 方程 粗 来 唯一 地 确定 。 但 是 , 在 现在 的 情形 
下 ,以 葛 用 积分 方程 , 而 直接 把 它 归 精 为 联 业 问题, 可 以 极 简单 地 
得 出 它 的 解 ;参看 著者 的 著作 [9],$§ 128. 


$114. 薄板 高 曲 的 一 个 基本 混合 问题 的 求解 


1° 在 焉 面 强 性 理论 中 应 用 过 的 方法 (特别 是 , ВАС 
法 ) , 作 了 相应 的 修改 以 后 ,可 以 齐 有 成效 地 用 来 求解 弹性 薄板 ( 它 
原来 是 平面 的 ,在 沿 着 焉 面 的 法 米 方 向 的 荷载 作用 下 产生 弯曲 的 ) 
弯曲 (近似 ) 理 葵 中 的 边 值 问题 .这 是 由 于 在 这 种 或 其 他 的 人 情形 
下 ,我 们 都 会 接触 到 和 双 调 和 方程 有 关 的 边 值 问题 . 

薄板 桨 曲 的 (近似 ) 理 论 中 的 基本 边 值 问 题 分 别 是 下 列 情 形 的 


Ф 容易 看 出 ,由 公式 (113.9) 所 规定 的 原来 边 值 问题 是 有 和解 的 , 在 此 问题 中 常数 
0j 中 的 一 个 仍然 是 任意 的 (这 弃 不 影响 到 应 力 又 不 影响 到 位 移 ) 。 这 个 任意 性 可 以 由 
ВА (113.01) АИК, 
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ц: 薄板 的 周边 是 固定 的 ,薄板 的 周边 是 受到 支承 的 ,以 及 薄板 
的 周边 是 自由 的 。 此 外 ,还 把 与 下 列 情形 所 对 应 的 混合 阅 题 亦 列 
АН: 薄板 的 周边 的 不 同 部 分 处 于 上 面 所 烈 的 三 种 不 同 的 
情形 下 . 

周边 是 固定 的 情形 可 以 归 灶 为 与 斑 面 弹性 理论 中 第 一 个 基本 
Ваня Ф (8 113, 2° ру). С. Г. Лехницкий" ЖИ. Н. 
Begya ЖЕНЕ, 周边 是 目 由 的 情形 可 以 归 精 为 与 在 面 弹 
性 理论 中 的 第 二 个 基本 问题 类 似 的 问题 @. 

我 们 在 此 处 推导 当 有 界 单 连通 的 薄板 之 周边 的 一 部 分 是 固定 
的 ,而 其 余部 分 是 自 由 的 情形 下 的 混合 问题 的 求解 ;这 个 解法 是 由 
Г. Ф. Манджавидзе(?1 给 出 的 人 @. 

于 是 ,我 们 讨论 在 法 向 荷载 作用 下 强 性 薄板 的 状态 ,此 薄板 的 
中 问 曲 面 在 受 荷载 之 前 ,占有 在 2=Ф-бу 平面 上 由 一 条 简单 的 封 
戎 园 焰 工 所 园 成 的 单 连通 区 域 $， 我 们 将 假定 曲线 也 的 曲率 具 
ЖА ЧЕН ЗЕВС, Е НЗХК НОЕ ВР Н (0 жае, 

假定 沿用 在 上 一 节 中 的 记号 (第 527 碳 ), ЕР ЕК 
у=), 1=1,2,.--, р; 我 们 仍然 用 Ту ЗЕ База (араа =), 
弧 Ги, 的 全 体 用 Г 表示 , ПИ, 万 的 全 体 则 用 Г" 表示 . 将 假定 薄 
板 的 周边 的 I 部 分 是 固定 的 ,而 L" 部 分 则 是 自由 的 . 


oo 0 0 0 .0 ох 


我 们 用 w(x, у) Зе, (а, у) ЗЕ СВ НИЗКИЕ. 


Ф 在 有 界 单 巡 通 区 域 的 情形 下 ,从 数学 的 角度 来 看 ,这些 问题 简直 是 一 致 的 ,在 
无 界 区 域 及 多 连通 区 域 (有 界 的 或 无 界 的 ) 的 情形 下 ,会 产生 一 些 区 别 .。 

@ ”前 一 个 脚注 中 所 指出 的 在 此 处 可 避 重 复 一 下 . 

© ЖЖ, А. И. Каландия 1 解 岂 了 右 关 边界 状况 的 其 他 粗 合 的 混合 问题 ， 
其 中 包含 了 所 有 上 议 三 种 形式 的 条 件 都 出 现 的 情形 (边界 的 有 一 部 分 是 自由 的 ， 有 一 
部 分 是 受 支 率 的 ,再 有 一 部 分 是 固定 的 ) 。 

Ф ЕВЕ, НГ ИДИ с 和 y 具有 属于 五 (1) 类 的 三 阶 导 西 数 . 


Г. $. Манджавидоо НЕВЕ 24 Н а) 类 改换 成 Н (а) 类 (82 1.) 时 推理 不 到 
于 大 大 复杂 化 ， 
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依据 薄板 咨 嵌 的 近似 理论 , 画 数 wx, У) 必须 满足 方程 


440= 5 (114.1) 


以 及 边界 条 件 


_ dw _ 、 人 
w=0, и 0, ЕЁ, 


一 —_ 20 9% ‚зал д 
Mw=o4dw+ (1 с) [оов 0 223 十 sin20 By 
А 9% 1 _ 

十 Sin 29 9871-9 


Ми= dd (1—0) | eos 20 „др 


ап даду 
1. 9% Әр ү] 
+5 эт 20 ( ду’ бя )| -0， 
мер” 时 ， (114.2) 


Кл ГИ Ол Оно, о 是 Poisson 
系数 , 刀 = 常 数 >0( 薄 板 的 “ 柱 形 刚性 ”) . 
非 齐 次 方程 的 一 般 解 可 以 表 成 形式 
(т, у) що (в, У) - (=, у), (114.3) 
此 处 чо (%, y) 是 它 的 任 一 个 特 解 ,而 И (в, 9) 则 是 S 内 的 双 调 和 
В Карле, ЕЯ ХХ Е 
ДАТ =0; 
至 于 特 解 we(z, у), КНР НЕ 2. ЖАННЫ ^ 
的 是 
4% (2, 9) -7 站 (&, 1) т? nr dé dn, 44 
т М 8) (у 1). 
容易 直接 有 验证 ,如 果 9 (2, 0) 是 有 界 可 积 夯 数 ,那么 , 由 上 式 
所 确定 的 历数 wo (а, 起 以 及 它 的 直到 三 阶 的 偏 导 画 数 在 S- 工 内 
是 连续 的 . 保证 画 数 осо (о, у) 适合 方程 (114.1) 的 充分 条 件 是 使 
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画 数 9(w, У) 在 区 域 8 十 工 内 适合 Н 条 件 的 条 件 了. 

以 后 ,我 们 把 wo(e, 仿 理 解 为 方程 (114.1) 在 区 域 S+ 工 内 具 
有 三 阶 连 炽 仿 导 画 数 的 任 一 个 特 解 ,并 且 当 g(w, 9) 一 0 时 , wolw， 
9) =0 (如 果 认 为 这 样 的 解 是 存在 的 话 ) 、 风 才 已 逃 指 出 过 了 这 种 
解 存 在 的 充分 条 件 . | 

用 表示 式 (114.3) 赫 代 边 界 条 件 (114.2) 中 之 в (в, у), #8. 
把 与 特 解 we 有 关 的 项 移 到 右 端 (我 们 假定 wo ВЕ ГР), 
我 们 就 把 联系 于 非 齐 次 方程 (114.1) 及 齐 次 边界 条 件 (114.2) 的 边 
值 问题 ， 归 精 为 由 齐 次 双 调 和 方程 44W =0 及 非 齐 次 边界 条件 
[以 后 (在 3° 段 中 ) 我 们 要 写 出 这 个 边 异 条 件 在 灶 过 改变 后 的 形式 ] 
联系 的 边 值 问题 . 

2 在 进一步 研究 之 前 , 我 们 先 推 导 某 些 (大 多 数 是 众所周知 
的 ) 刁 双 翻 和 夯 数 有 联系 的 公式 (例如 ,参看 著者 的 著作 [9]) . 

每 一 个 在 8 为 双 调 和 的 画 数 都 可 以 表 成 形式 (Е. боптва А 
式 ) 

У (2, у) = Ве[2ф (2) +х(2)1 


30800) +0 на (0 7001, (04.5) 


Я ф(2) 19 х (2) 都 是 руйу 0. ВАЗАРИ 
于 我 们 的 中 的 的 公式 来 替代 ,这 些 公式 可 以 直接 从 前 一 种 导出 ( 反 
之 亦 然 ) : 


аи 700 007, (04.6) 


此 外 已 分 
由 (2 = (2), (114.6a) 
Љ (114.5) в А (114.6) 容易 导出 
Ф ИЖ, 29 О. Р. Kellogg[3]. 7 


@ 提醒 一 下 , 我 们 假定 了 8 Авон А, ЛЕН НИНЕ Т, Ж 
ЖЖ И (о, 切 是 单 值 的 , ВАЙ ф(2) 及 х(2) 亦 可 能 是 多 秆 的 
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ЛИ =9[ф' (2) + р (0) 1=4 Ве p'(2), (114.7) 
如 果 引 进 记 号 Р(ф, у) =ДИ (Ра, у) в п 0), 又 车 用 
(=, у) Зе Ра, у тр ВА Е О ЕЕ ТИ 
任意 常数 ) ,那么 ,我 们 有 
49'(z)=P(s, у) + (5, у) 0%, (114.7a) 
此 处 С 是 实 的 任意 常数 ;假定 对 于 Q(z, у) 已 释 选 定 了 确定 的 值 . 
而 公式 表明 ,如 果 双 调和 画 数 ТУ (т, у) Е ЖЕ, ЖА „ВНЖ ф' (2) 
发 确定 精确 到 差 一 个 故 虚 的 任意 常数 , 从 而 , 画 数 р (z) 可 以 精确 
人 二 Ойу, 此 处 C 是 一 个 实 的 任意 常数 ,而 у 是 一 
个 复 的 任意 
а 如 时 在 Б ру, (=, у) =0, ЖА, ,必然 有 р (2) = Ойд 
+у, 再 依据 公式 (114.6), 水 (2) = – у. 
最 后 ,我 们 提醒 一 下 , 下 列 著 名 的 公式 了 ,这 个 公式 对 于 每 一 
个 在 区 域 S 的 边界 工 附 近 适 合 一 定 的 正规 性 条 件 的 双 调 和 画 数 
И’ (а, у Еле, Вр 


рано (а урау 


+ [wx Гаа MW 4-0, (114.8) 
此 处 项 与 村 是 由 公式 (114.2) 所 确定 的 算 子 . 
由 于 
ооо аи Е] 
(+6 нано аис) 
9-2) (ду) 


КАЛ И (=, 幼 的 二 阶 偏 导 画 数 的 正定 二 次 型 @ ,因此 ,从 公 


Ф ми, = Л. В. Канторович 及 В. И. Крылов[1], 
1 
о ”我们 回想 起 ，0<o< 届 、 
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式 (114.8) 导 出 ,如 果 在 一 部 分 边界 上 画 一 -名 一 0， 而 在 其 余部 


АЗЕМИ МИ 0, ЗБ, СТУ (z,) 的 所 有 二 阶 贪 导 机 
数 者 等于零 ， 而 这 就 说 明了 ,WW (о, ) 是 坐标 2 与 9 ВНЕ, 
但 是 ,因为 在 某 一 部 分 边界 上 WW 地 -一 0， 因 此 , 容易 看 出 , 在 
8 内 处 处 有 И’ =0, 

这 样 一 来 ,我 们 便 着 明了 在 1° 段 中 提出 的 混合 问题 的 唯一 性 
定理 . 

32 转向 求解 这 个 问题 ， 正 象 我 们 早 就 指出 过 的 那样 ,进行 代 
换 (о, 级 一 wolz; У) 7 (а, 9) СЕЛЕ И (в, у) 是 一 个 双 导 和 页 
数 , П оо (а, У) 是 非 齐 次 方程 (114.1) 的 某 一 个 特 解 )， 边 界 条 件 
(114.2) 就 变 成 非 齐 次 的 形式 , 亦 就 是 
WD (114 1а) 

MW=—Mw, МИ = Моо, МЕТ. 

Эст Эр нр В ЕН 
的 问题 ,我 们 将 这 些 条 件 稍为 加 以 变更 . 

亦 就 是 导 , 我 们 把 条 件 (114.1a) 中 的 第 一 对 换 成 下 列 条 件 

27; 9 __ дио _ 


62% ұс; 


де ду да ду 
显然 ,如果 后 一 个 条 件 适合 ,那么 ,条 件 全 = 一 和 在 有 上 正好 是 


适合 的 ,而 条 件 ИУ = 一 wo 在 这 些 弧 必 上 可 以 精确 到 差 某 些 常数 
转向 条 件 (114.1a) 中 的 第 二 对 条 件 。 通过 直接 验 诈 , 容易 断 
5,24 2 沿 着 某 一 条 位 于 8 内 的 弧 ! 变动 时 ,如 果 用 5 表示 1 上 的 

ДА, В.Ф, 
Ф С.Г. Лехницкий [11 ‚И. Н. Векуз[6] .5К (114.9) Бааз а, др 


ЯНВ, ЗК 1, 我们 有 42 -=е- 42 = —е-28аз (此 处 是 1 的 正切 各 与 Os 赤 所 夹 的 


ут 0-9-5 是 指向 右 侧 的 法 阐 与 05 спи Я), лентаи, Ч ЧР 


一 给 [参看 公式 414.7a)]. 
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{ми м аа (1—0) нр @ –2 00) -$@}, 


(114.9) 
其 中 


o+3. 
1-—с’ 
这 个 常数 与 上 一 节 中 用 同一 个 记号 表示 的 常数 是 不 同 的 ;但 是 , 重 
要 的 是 在 这 两 种 情形 下 x>>1. 
注意 到 公式 (114.9) 以 及 公式 (114.6), 问题 的 边界 条 件 就 可 
以 表 成 形式 
ФО) Tig (+0) = 00) 
ЕР, 


х = 


(114.10) 


955 (114.11) 
一 Xp (0 +#р'(#) +0) =f 0000) +а(2) 
з ЄТ". 
在 这 些 公式 中 , (0) ке А 
0) = – (200 Ti 90 ЕР, 
(= ду 20) (114.12) 


Ў = 二 [|7 iN wods |а ЕВ, 


此 处 是 下 -Dosa 上 的 动 点 ，sr 表示 从 点 5) 量 起 的 点 7 所 对 应 
уе. 用 CQ) 表示 L" 上 点 的 分 段 常 数 的 画 数 ， 亦 就 是 说 ， 
ДЕ (0) -Сь к О, 是 事先 并 没有 给 定 的 实 常数 ; 用 a(?) 
亦 表 示 在 [" 上 是 分 段 常数 的 画 数 , 亦 就 是 说 ,在 17 上 a() = 
这 里 这 一 次 , ар 一 般 亦 是 事先 并 未 答 定 的 复 常数 . 

我 们 将 假定 , 画 数 f() 是 属于 Но 类 的 ,而 РОДЕ а, 及 
by 的 邻 域内 是 属于 Н° 类 的 、 这样 的 假定 对 于 求解 边 值 问题 
(па) Т: 至 于 对 原 求 的 问题 ,只 要 面 数 g(c, у) 是 相 
当 正规 的 , 例如 , 它 适合 紧 接 着 公式 (114.4) 所 指出 的 条 件 ,那么 ， 
利用 问题 (114.11) 的 解 , 便 可 以 得 出 它 的 解 . 

常数 Cj; 及 om )=1, 2,…, р 应 该 如 此 确定 ,使 图 数 

(в, у) =Ве[2ф (2) +x (2) ] + (2, У) 


ТУ. Ем ЕН НИНЕ ба 
ру, ААГ р И НЕ АЯ Ву ТН А АЎ 
上 了 ,并且 要 求 w(zx, у) ЖИЛЕ Г) БАЖА ( 正 象 条 件 
(114.11) 的 第 一 个 所 要 求 那 样 ) ,而 且 在 上 宅 取 值 零 . 

我 们 找 象 在 上 一 节 中 那样 形式 的 画 数 ф (2) п р (2), 亦 就 是 ， 
找 下 列 形式 的 p(%) жп р (@): 


і «(ра 
?0 -5=], 2’ (114.13) 
и «Руа 1 о (Ра 
Фо = я 2—2 +22], 1—2 
_ 1 | tw (Р) 02 
97%), (2—2)? * 


对 于 о(7), 我 们 得 出 方程 
Kw=A(i0) (№) | ws 


2% )ұ 一 加 


十 | ,hlto, bo)dt+|， 5, Бы 


= f(to) +80 (№) +a (to), (114.14) 
其 中 算 子 区 是 象 在 上 一 节 中 那样 的 算 子 ; 亦 就 是 悦 ， 4(t0), В (io)， 
(в, 0), 0, РВК 13.13), (118.14) базе, АН ДЕ 
这 一 次 是 | 
QO (to) 一 0， 当 ЕЁ 时 ， О (to) =С,, 当 Е 时 ， 
а(&)=0, МЬЕГ Е, а(%)=а, МЕ, 
此 处 ,提醒 一 下 ,05; 是 实 常数 ,而 w 一 般 是 复 常数 ， 这些 常数 都 久 
бна. 
我 们 暂时 任意 地 取 定 常数 CO;, j 一 1, 2, …, р, НЕВЕ hs 类 
中 找 方程 (114.14) 的 解 . 
可 解 性 条 件 具 有 形式 (8 112) 


(114.15) 


Ф 只 要 下 面 所 引进 的 画 数 w(t) 是 属于 hzp 类 的 ,这 一 个 条 件 便 是 满足 的 。 
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Re| ГР) 0 (® +а (Локо 0, 
2 (114.16) 
j=1, 2, ., 2р, 


其 中 oj 的 ,7 一 1 2, --., 2р 是 方程 K' o =0 在 А, ЖЕНЕ 
эе ЕЖУ Е ТАЧ) 解 的 和 洗 备 系 。 
引进 记号 ox 二 yx 二 iyx+tp, ЖАБ Ув, Уво 都 是 ( 实 ) 常 数 ， 我 们 
得 出 关于 уь, #=1, 2, -.-, 2p К (СЭ) ЕЕ ЕН 
5) Аъ В, j=1, 2, .…, Эр, (114.17) 
其 中 系数 Аъ бе ГО 无 关 , 又 与 Os 无关 ,而 
в, Бе | оч 50] да], 
了 一 二， 2, 8, р. 
ЗАМЕН, ВЕН (114.17) ВИТЬ ЯО, 事实 上 , 候 
д: (р =0, А.У Оь=0. №4., 在 方程 各 (114.17) в, 所 有 
В;=0. 假定 у, В=1, 2, -.-, 2р 是 这 一 考 方 程 的 任意 解 . 那么 ， 
当 У( =0, Сь=0, ие, Ё=1, 2,…, р, 方程 
(114.14) ЕА, 类 中 是 可 解 的 ， 假定 оо) Е, Ш фо (2), 
wolz) 是 由 公式 (114.13) 所 确定 的 对 应 的 画 数 , 那么 ,我 们 有 
фо (в) (0) 000) =0, 当 iED 时 , (114.18) 
—xgolt) фо Со) +) =, МЕР, 
=1, 2,.…, р. 


现在 分 
ифо(2) —2фо (2) —Чо (2) = 2 (моб), 
此 处 所 是 任 一 个 正常 数 @, 应 用 上 一 节 中 的 公式 (118.8) @ ,我们 
Ф Эн 2и, 是 为 了 强调 与 平面 型 性 理 苍 的 类 似 之 处 。 例 如 ,可 以 取 24 一 1， 


ЗЕЕ Е Г. Ф. МанджавидзеЕ 便 是 那样 来 处 理 的 ， 
© ”在 这 个 公式 中 ,应 取 入 这 样 的 值 , 使 得 


и, ды, 和 一 “二 
成 立 ; 我 们 回想 起 ，* 一 1>0。 
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容易 断定 ,在 整个 区 域 S 内 
ди _ до _ до дио 0 


да ду да ду 
由 此 知道 O， 
一 x9go(2) +205 (2) ро) 一 和 ez 十 》， 
其 中 。 是 实 常数 ,而 8 一 般 是 复 常 数 . 但 是 ,此 时 从 公式 (114.18) 
的 第 二 个 得 出 , 8=0 和 
о = аа = + 000 = — (1+x)B; 
我 们 引进 新 的 常数 86 替代 5, 是 为 了 能 对 下 面 的 各 个 公式 作 一 些 
简化 . 
如 果 介 4, (2) = 一动 o(2) 一 9， Ав ф„(2) ВЕС Чо (2), Е 
边 值 问 题 (114.18) (АЗ) 可 以 变形 。 此 时 ,我们 可 以 归 烙 
为 问题 
go (В) +14000) +4. @=-8 ЖИМ, 
一 xpo (8) +2ф0(0) 0,00) =0 ЕТК, 
ЗЕ И РТИ ЕО РР ЖЕНЕ СЯ г) :在 有 
一 部 分 边界 二 外 应 力 等 于 雳 ,在 其 他 部 分 边界 上 位 移 等 于 雳 (此 处 
х 具有 别 的 意义 , 但 是 , 这 并 不 重要 )。， 依据 对 应 的 唯一 性 定理 以 
及 边界 条 件 (114.18) 的 形式 ,容易 让 此 作出 结论 : 
Фо(2) =B, (2) = – В, 
从 而 ,再 依据 公式 (114.13) 


1 wo (#)@ 

B= 元 了 | 一 区 ? 
сво [ае т | зада 
99) $8 лё) 6—58“ 


由 此 ,完全 类 似 于 上 一 节 中 对 于 公式 (118.26) 所 作 过 的 推导 ,我 们 
导出 , В=0, 亦 就 是 如 ,所 有 7 一 0. 
这 样 一 求 ,我 们 让 明了 ,方程 粗 (14.17) 的 行列 式 异 于 需 。 从 
Ф 与 在 不 面 弹 性 理论 中 所 有 形变 分 量 (从 而 应 力 分 量 ) 等 于 者 的 情形 作 一 比较 . 
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而 ， 总 可 以 选取 这 样 的 常数 аъ, 使 得 方程 (114.14) 在 №, 类 中 是 
可 解 的 . 

找 出 了 这 一 个 解 。() Б ОАВ ВЕНИ РНР 
定 的 实 常数 Co)， 我 们 作画 数 

о, (к, у) = Ве[аф (2) +x(2)]+wo ls, у), 
и) = 0а, 

ШЭ р (2), (2) НАЗ (114.18) хе, 

这 样 一 来 ,所 作出 的 画 数 ww, (%, У) 适合 方程 (114.1) 以 及 边界 
条 件 

Mw,=Nw,=0， 在 7 上 ， 
=0, Ф, == рь ЖЕ Е, Е=1, 2, 0, 2, 


其 中 px 是 某 些 实 常数 . 

我 们 现在 这 样 选 取 常 数 Сь, 使 得 

Pi 一 pa 一 … 一 pp， Im ф' (20) =0 (114.19) 

成 立 , 其 中 和 是 在 区 域 S 内 任意 取 定 的 点 ; 条 件 (114.19) 中 的 后 
一 个 条 件 并 不 重要 中 ; 我 们 引进 这 一 个 条 件 是 为 了 消除 在 选择 常 
数 时 多 余 的 任意 性 ， 

如 果 我 们 可 以 满足 条 件 (114.19), 那么 ‚В о =, —р 是 所 
提 国 题 的 解 ,此 处 p 是 常数 px 的 共同 值 . 

容易 看 出 ,条 件 (114.19) 可 以 妇 精 为 关于 未 知 量 Cx № (36) #8 
性 方程 组 | 


$ А0, В), ў—1, 2, р, (014.20) 
其 中 的 系数 А» 与 画 数 9 (, у) 无 关 , 而 自由 项 В; 仅 与 这 一 个 画 
数 有 关 , 并 且 当 9(%, у) =0 时 В}=0®. 


Ф 把 9(8) 用 9 (8) 十 Cis 替代 (此 处 C 为 实 常数 ), 显 然 , 并 不 影响 丽 数 ww (2,0). 
@” 正 象 早 就 移 定 过 的 那样 ， 我 们 认为 ， 特 解 wo (lw, У 如 此 选取 , 使 当 а@, У) 
во 400 (2, Y) =0; Я, Я НЕ (116.4), . 
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我 们 证 明 , 方 程 租 (114.20) 总 是 可 解 的 , 亦 就 是 要 证 明 , 它 的 
НБК Е, | 
实际 上 ,假定 y(%, У) =0. 那么 ,在 这 租 方 程 中 ,所 有 В'=0, 
从 而 这 个 方程 租 变 成 了 齐 次 方程 租 。， 假定 C08, ЕЁ 8, -.., рж 
它 的 任 一 解 ,又 假 定 9*(2) 及 如 (z) 是 画 数 p (2) 及 由 (2) 对 应 于 这 
个 解 的 值 . 那么 , 依据 在 2° 段 中 迹 明 过 的 唯一 性 定理 , ЕНЕ АЈ 
条 件 Im gp” (so) 一 0, ЗАЧЕТЕ, ро (2) = 常数 ,J (2) = 常数 ， 另 一 
28, 1, )=1, 2,…, р 上 , 等 式 
一 Xp0 D+tp 0) + 0 = 0009 - о? 
是 成 立 的 ,由 此 就 知道 ,所 有 От 都 等 于 起 . | 
因此 , БУ ЖЕН (114.20) АТТУ ЭЕ КВНЕ  . 
于 是 ,方程 租 (114.20) 总 是 单 值 可 解 的 ,并 且 由 它 的 解 可 以 导出 原 
ЖЕ. 


$115. Ев щЕах 


在 前 面 两 节 中 ,为 了 不 破坏 令 述 的 连贯 性 ,我 们 放 过 了 某 些 公 
式 的 适用 性 的 进一步 的 严格 的 理论 基础 : 例如 积分 公式 (113.7)， 
(118.8), (114.8), 公式 (113 .11a) , (118.,11b) 以 及 另 一 些 别 的 公 
式 . 我 们 现在 推导 某 些 估计 式 , 这 些 估计 式 提 供 了 这 样 的 理论 基 
础 ;我 们 比较 仔 和 地 对 窒 到 在 $ 118 中 所 考虑 过 的 问题 ,而 对 于 在 
$ 114 中 的 间 题 仅 箭 单 地 说 明 一 下 . 

我 们 孝感 出 现在 方程 (113.12) 或 者 (114.14) 中 的 算 子 


ко= | blo, 090 20 до, 00, (115.1) 
РЯ Е 


此 处 


жар р ро ть 
bto, t) Zi | 0, 0 |114. 
(118.9) 


Ф Г.Ф. Манджәвидзе[8], 
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ЗВЕНЕ Е НЕ Г Е Е 的 坐标 2, у 具有 适合 Н(1) 条 件 
( 亦 就 是 ,Lepschitz 条 件 ) 的 ть 阶 导 画 数 (在 8 113 中 m=2, 而 在 
§114 中 m= 一 8). 
现在 引进 记号 
Е (20, #) - 1-6. 


依据 $7 Е, В РО, ЙОН т Е БИС 
可 以 表 成 形式 


alto, р 
Ел” 


此 处 入 是 适合 条 件 0<X< 工 的 任意 常数 ,而 alto, #) 是 属于 五 类 
的 函数 . 
现在 假定 о (р) 是 Н ЖЗ. 全 


пб = | 20400 оа: 
тС) 具有 也 一 1 阶 导 画 数 


OF (to, £ 
пе) = | 0 oe)at 


依据 和 在 $ 51 起 首 所 进行 过 的 类 似 的 推理 , ЖЖЕНИЕ, %" 了 (to) 
是 属于 五 类 的 。 另外 , 又 若 画 数 o (Р) ЕМА, НАЖ 
Н" ВВС о (В), ЯБА, ,通过 分 部 积分 法 得 出 的 公式 


Ә"-1р (в, #) 
(m—1) = о, 
п" (to) ыг 211 


ЗЕ и (io) ТЕ, Н. 1) (to) 亦 是 属于 Н 类 的 . 
由 上 面 所 指出 的 结果 直接 导出 , 当 夯 数 wo( 纺 是 属于 Б" Ер, 
ВНЖ К о 具有 属于 Н 类 的 m 一 1 阶 导 图 数 ,而 如 果 砂 数 w( 引 是 连 
精 的 并 且 具 有 属于 H* Е с’ (К), ДЖ Ко АЖАР 
Н 类 的 т 阶 导 图 数 . 
我 们 首先 讨论 113 中 的 情形 (提醒 一 下 , 在 这 种 情形 ， 
т=2), ВЕ «(я (3.12) , 亦 就 是 ,方程 


в! (Das, 
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К „= Коо Ко (О) +О(%) (115.8) 

ТЕ hz 类 中 的 解 ,其 中 CO(2 引 =04, 在 Li 上 ,b=1,2,…,p,0(t) =0, 
在 L" Е. 那么 , 画 数 о (0) 

Krw=A() owt) +В) | oN Ц) (115.4) 


п Jr ть 
ТЕ Љар 类 中 的 解 ,在 方程 (115. 少 中 ,我 们 把 右 端 
folto) = (#0) +0 (№) —ko (115.5) 
当 作 是 已 知 的 . 


ЗАРИ, ви (Р) 是 届 于 Ho 类 的 ， 而 РСВ) я 
ак, OF, k=1, 2, ..., рев Н* 类 的 ， 因此 ， Fo 及 万 从 分 别 
是 属于 同样 的 类 的 . 
在 无 穷 远 处 取 值 天 的 分 区 全 看 丽 数 
от. [| ОЕ 


25% 1—2 
是 联 精 问 题 
0O+ (一 GO (0) +900) (115.6) 
ДЕ Ља, 类 中 的 解 ,其 中 
— 一 % мер 时 ， 
60 -和光 р, (18.62) 
又 
fo0) fo(t) ще, 
94) А-В [м Е. (115.6Ъ) 


这 样 一 来 ,利用 联结 国 题 之 解 的 公式 ,我 们 有 


一 世人) 9 (ра 
7 加 = О 005.7) 


此 处 ,仍然 有 
х®- П (каҳ) (а), в. (115.8) 
ЧЕ 826 ри, РН Г ЕЕ 2, 边 值 of ФЕ 
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多 的 是 存在 的 ,并 且 属 于 互 类 ,因此 , ИЖ о (0) =? (0) –ф- (0) 
Ем 158 Ф. 
ЗАРЗАЛЕ В [Е Г Я ВОЕН: 
фь(#) = (2—0) ф (8), (115.9) 
其 中 oo 2—1, 2, ---, 20 是 点 @ № В, РА. ВА фь (2) 在 
无 穷 远 处 是 有 界 的 ,并 且 它 是 边 值 阅 题 


pt (0) =@(@ фк (2) + @-—‹)9 (@) (115.10) 
在 hap 类 中 的 解 ;因此 ， 
рь) = @[ 0—0) 00) (115.11) 


215 ), ХО) (2) `. 
我 们 用 оъ-акВь 表示 曲 粮 工 的 某 一 条 包含 点 сь ПОА НИЕ 
点 的 又 ， 
将 前 一 个 表示 式微 分 ,再 沟 过 一 些 简单 变换 以 后 ,我 们 得 出 
pil2) — Фф (8) | 
2+ фб 
= (2—0) р(2) > 


хеј Ты 
ті 5, ХУР) (#2) 


_х 2] (2—с)9 (0) | 
98 | FiO (0—2) 

Х (2) а (2—0) 9) 

22% dz Jr_o: ХҮ) (0—2) 


1=@к 


+ 


1. 
Х (2 1—6 2, 9 0 , dt 

+ > |. 二 名 | 23 і—с, 90 +9 0 |, 

(118.19) 
Ф 826 中 有 关 一 般 情 形 的 糙 果 , АҢ, ФФ ФО 是 属于 Ho 类 的 。 

但 是 ,在 现在 的 情形 下 ( 精 点 处 有 两 休 绝 相 过 ) ， 可 以 应 用 公式 (326 .34)， 只 要 进行 必要 

的 简单 计算 , 由 此 公式 就 知道 ， gt (t) 及 ФФ ДЕВТ НМ, АНХ, ЈА 8108, 2° 

Валчи н, 更 简单 地 可 以 导出 有 关 w 人 (他 是 属于 卫 ЖЕН. | 
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фр, = В; 和 号 上 加 投 表 示 , 指 标 为 ?= 的 项 应 该 省 略 掉 . 

容易 看 出 ,公式 (115.12) 右 端的 前 面 四 项 , 可 以 从 工 的 两 倒 
连 粹 拓展 到 整个 cx 上 (包括 点 0 ДЕР); 宅 们 的 边 值 在 cx 上 都 适 
АН АЕ, НЕМ со АГЕЕВ ЦА 5 26 中 的 车 果 , 对 
Р А34 т] РАА НЕЕ. 

因此 ,从 等 式 (115.12) 5,4100), фь (ЛЕГ ЕН ж 
任 , 除 此 而 外 ,还 有 

Ge’ (съ) = ф* (0%), Фь (Ce) = Ф (ек). 
同样 从 等 式 
ф' (2) = Фк © —Ф (2) 


с, 
可 以 断定 ,21 的 及 g (由 在 ox вм Н* 类 的 (间断 点 只 是 
св). 

因为 我 们 可 以 把 6 理解 为 点 are 及 br 中 的 任何 一 点 ， 因 此 显 
然 ,对 精 点 @x, вь, &=1, 2,---, р, "ФИФ (ФЕ Г Е Н" 
类 画 数 . 再 者 ， 当 点 4 А ГАТАР Г Е, 
只 要 假定 这 一 个 点 不 在 由 中 心 在 点 及 六 处 , 牢 径 为 任意 小 的 轩 
周 在 忆 上 所 截 下 的 各 段 弧 上 ， 画 数 ф’(2) 便 显 然 一 致 地 趋 于 其 极 
限 /全 或 者 0 一. ре 容易 看 出 , 在 异 于 ox 2 加 的 点 处 ， 

Ф" (0) =ф"' (0) =", g(t) = (9) =, 
НА р*'® Ко") 在 LL 上 是 属于 H* 类 的 ,于 是 , 夯 数 
в’ (0) =" (@) — фт (0) 

在 二 上 是 属于 Н", ， 

从 上 可 得 , 由 公式 (113.11) 中 的 第 二 个 所 确定 的 画 数 水 (2)， 
可 以 表 丰 (418.11a) 的 形式 .由 此 同时 可 以 导出 ,对 于 异 于 精 点 的 
ВР $, 边 值 Ш (К ЕЛЕ, ЕВЕ Н" 类 . 

МАРИ о (Р) 的 上 面 已 多 证 明 过 的 性 质 , 还 可 以 导出 公式 
(113.11b) 之 正确 性 . 
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更 在 转 到 表示 式 

P2429 2 +0 (0), ~—xp(2) + (2) +) 2), (115.13) 
它们 的 边 值 出 现在 条 件 (113.9) 之 中 ， 我 们 可 以 得 出 更 多 的 车 论 ， 
У, 它们 可 以 连 炉 拓展 到 边界 的 所 有 点 上 ,并 且 它 们 的 边 全 
是 属于 五 类 的 . 事实 上 ,对 于 包含 p (2) 的 第 一 项 已 多 证 明 过 ， 
现在 我 们 讨论 和 式 zp' (2) 十 下 (2)， 这 个 和 式 刚好 是 玲 示 式 29' (2) 
ра) 取 复 值 共 焉 的 精 果 ， 依 据 公式 (118.11a) 及 (113.11b), 我 
们 有 


ар) 0) = 9, А И. 2. | ， Ca Li 


右 端 第 一 项 有 具有 所 要 求 的 性 质 ， 如 果 叉 一 次 用 Cc 来 表示 点 a 
1 | (2—Ра’ (Ва _ 8 | о' (Pat 


92? 2—2 250), #2 


ta], 
ЖЕ, 考虑 到 w'(t) 是 属于 五" 类 的 , 我 们 的 千 果 便 变 成 显然 
的 了 . 

于 是 ,如 果 在 常数 Съ 适当 地 取 定 以 后 , «(В 是 方程 (118.12) 
在 hs 类 中 的 解 ,那么 , 表示 式 (115.13) 可 以 连续 拓展 到 边界 的 所 
有 各 点 上 , 厦 且 守 个 的 边 值 是 适合 条 件 (143.9) 的 ,因此 ,利用 的 
由 公式 (3.11) 所 确定 的 画 数 p (0) КУ) НИНЕ. 

但 是 ,对 于 适当 选 定 的 常数 Съ, 在 证 明 解 wl) 的 存在 性 过 程 
中 ， 在 证 明 这 样 选取 的 可 能 性 时 ， 我 们 都 便 炊 利用 了 由 积分 公式 
(413.8) 所 导出 的 唯一 性 定理 . | 

现在 需要 永明 ,在 我 们 所 加 的 条 件 下 ,这 个 公式 是 可 以 应 用 的 ， 

Ф ”在 求解 混合 问题 时 ， 我 们 镶 猎 把 地 上 的 外 应 力 全 x， 了 s 的 课题 , ВХ 


值 的 表示 式 (113.5) 的 课题 (精确 到 差 一 个 常数 项 ) 。 从 力学 观点 来 看 ， 和 完全 可 以 证 实 
这 一 点 。 
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为 了 这 个 目的 ， 必 须 研 究 画 数 o (2) 以 及 表示 式 d[z9'(%) 
+ (о) 1 在 边界 附近 的 性 质 , 研究 时 可 以 假定 У (0) =0, 因为 我 们 
只 在 这 一 个 假定 下 才 应 用 公式 (113.8). 
于 是 , 我 们 将 假定 了 (一 0。 因 此, 依据 w' 扩 是 属于 太 类 
的 ,再 依据 这 一 节 开始 所 指出 的 , ВС 9 (2), 9' (Р) № 9") 都 是 属 
т Н, жу. 
此 时 , 申 公 式 人 15.12) 直 接 导 出 ,在 点 сь 的 邻 域内 有 
[ф'(2) |= Gr (2) —Ф(2) < 常数 


> 


Z— Ср 
|2—сь| 
由 此 ,显然 可 以 得 出 ,在 所 有 车 点 的 邻 域内 有 
РР ац (115.14) 
|1 (2) |? 
此 处 为 了 简单 起 见 , 已 合 
па = П (2а) (2-5). (118.15) 
我 们 现在 讨论 画 数 
фл (2) = Ш (2) р (2)1. (115.16) 
ДЕ ЕА Н Е, БА А, БС фра (2) ЕАН 
фі (© = 9 (2) ру (0) +9100) (118.17) 
ДЕ Ао, 类 中 的 解 ,其 中 
0-4 0901. (15.18) 


这 样 一 来 , 当 关 于 自由 项 有 这 同样 的 条 件 时 , фз (2) № р (3) 都 
是 同样 的 边 值 问题 的 解 ， 区别 只 是 在 于 фа (2) 在 无 穷 远 处 可 能 是 
9р1 阶 的 , 但 是 , 容易 看 出 , 这 对 精 果 并 没有 有 影响， 因此, 特别 
是 ,我 们 有 估计 式 : 
常数 - 
ше)?” 


[ф1(2) |< 
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从 这 个 倘 计 式 可 以 得 出 wo" (2) 的 估计 式 ， 亦 就 是 ,我 们 有 
П (а) ф" (2) = фл (2) —29'(2) П (2) — ф(2) Ш" (2), 
由 此 可 以 导出 估计 式 
常数 
| [1 (2) |? 
利用 这 个 估计 式 及 其 他 类 似 的 估计 式 (我 们 留待 芒 者 去 推导 
它们 ) ,我 们 可 以 严格 地 论证 $ 118 中 所 有 的 糙 论 . 
对 于 在 814 中 所 言论 过 的 问题 ,我 们 可 以 得 出 一 些 类 似 的 估 
放 式 ， 在 这 个 情形 下 , 岂 所 假定 的 条 件 , 曲 名 荆 上 的 点 Ао а 
与 y 具 有 适合 Н(1) 条 件 的 三 阶 导 责 数 ， 通 过 与 前 面 类 似 的 推 
理 ,可 以 证 明 , 在 这 些 条 件 下 ,我 们 有 估计 式 
т 常数 
[Ф СЫРТ 
ан агт аа о НЭ А, сорар 
ВОК. — 


[ф" (2) |< 


У. ЭУ винил 


在 这 一 部 分 中 ， 我 们 给 出 和 这 一 章 中 所 叙述 过 的 精 果 有 着 紧 
密 联 系 的 一 系 烈 重要 糙 果 之 简单 介 略 ; 为 使 本 书 篇 幅 保 持 在 原 定 
的 范围 之 办, 我们 不 可 能 比较 仔 租 地 讨论 这 些 精 果 . 

在 涉及 到 这 些 精 果 时 ， 我 们 首先 应 该 讨论 已 知 汞 数 和 未 知 画 
数 所 万 许 的 画 数 类 的 扩大 更 题 ($ 116); 其 次 对 论 特定 形式 的 嫉 性 
奇异 积分 -微分 方程 (8 117). 

遗憾 的 是 ， 我 们 对 有 关 近 似 解 兴 的 重要 问题 莽 至 没有 可 能 作 
一 简要 的 介 胃 ， 因 此 仅 指 出 在 这 一 方面 的 某 些 工作 : М. А. Лав- 
рентьев[2], А. И. Кахандия[5] , [6], В. В. Иванов [1] ~ [8], И. 
Д. Софроноз[11 , [21, 1. Ветё [Л1, В. С. МасСату [1]. 
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$116. РАУС АОЗТ ЖА 


1 在 本 书 中 ,我 们 是 在 Н* 类 中 来 找 奇 异 积 分 方程 的 解 的 。 
我 们 提醒 一 下 ,属于 这 一 个 类 的 画 数 g(t) 是 由 下 述 丙 个 性 质 表 征 
НН: a) 在 有 限 多 个 点 ( 糙 点 ) с 的 邻 域内 , 它 具 有 形式 

ФФ = pl 9-е)”, 

Ж р, (ЕЧ с ПАР Но ЖИ, Шу 是 常数 , 0<Rey 
15 УЖЕ Г И ТЖ Е, Вже Н 
条 件 . 我 们 论 到 这 一 类 画 数 ,首先 是 由 于 ,在 大 多 数 具 有 实用 价值 
的 问题 中 , 6 вах О УЕА ГЗК, РР Н* 类 
中 来 讨论 , 不 利用 Lebesgue 积分 , 便 可 以 成 功 地 得 出 奇异 积分 方 
程 的 整个 理论 . 

扩大 所 考虑 的 奇异 积分 方程 类 ， 而 特别 是 扩大 所 要 找 的 解 的 
类 是 有 一 定价 值 的 ， 在 这 一 方面 一 和 柔 烈 有 意义 的 结果 包含 在 
С. Г. Михлин 的 论文 [1 ~ [关中 ,在 这 些 论文 中 ,讨论 了 下 列 一 类 
正则 有 形式 的 奇异 积分 方程 

дур + | Ра уре уа), (116.1) 


此 处 自由 项 f( 及 解 g( 是 属于 画 数 空间 &(I) 的 , 了 是 
9,01) 中 的 全 连续 算 子 ， 工 是 一 条 具有 有 界 曲率 的 封闭 园 绪 ， 特 
别 要 指出 ,在 С. Г. Михлин 的 论文 [9] 中 , 在 仅 要 求 系数 А 及 
B(b НИОНУ, 得 出 了 形式 为 (116.1) 的 奇异 积分 方程 的 
一 般 理论 . 

显然 , Н" 类 不 是 &a(D) 的 子 类 , 这 是 因为 如 果 画 数 属于 
Rd) 类 ,那么 ,在 烙 点 处 , РЕБ АИ ВИНЕ о”. 
因此 , 当 把 Н* ЖА д 9, (Г) 类 时 ， 主 要 增强 了 Н* 类 的 性 质 b) 
(参看 这 一 节 开始 ), 但 是 , 这 也 主要 减弱 了 Б" 类 的 性 质 a) (在 一 

Ф 而 不 象 H* 类 的 函数 那样 尤 许 小 于 1。 
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定 意义 下 )、 后 一 个 事实 在 一 系列 重要 情形 下 大 大 减弱 了 解 的 一 
ЖЕНЕ. 例如 ,在 向 开 图 多 的 情形 下 , 假定 解 是 平方 可 积 的 , 便 要 求 
对 方程 的 系数 加 上 人 为 的 条 件 . 此 外 ,如 果 限 于 类 &a(Z) МХ, 
那么 , 甚至 在 一 系列 有 具有 实际 痘 义 的 冉 题 中 (例如 , 在 弹性 理论 的 
问题 中 ) ,有 时 可 能 会 失去 更 重要 的 解 . 

失 上 所 还 ,如 果 在 扩大 解 所 尤 许 的 画 数 类 的 意义 下 ,我 们 希 户 
得 出 在 本 书 中 所 叙述 过 的 结果 的 切实 的 扩充 ， 有 至 少 应 该 取 这 样 一 
类 人 解 , 它 包括 Ы" 类 .相当 一 般 的 这 样 一 类 , 例如， 可 以 是 2 КЕ 
ЖИ (р>1), 或 者 在 更 在 的 情形 下 ， 更 恰当 的 是 3,(p， 
Г (参看 § 27) . Б.В. Хведелидзе!51 77. 19150112, (153, 118] ЕЕ 
一 个 画 数 类 中 研究 了 奇异 积分 方程 . 在 所 提 到 的 这 些 工 作 中 , 特 
别 是 ,在 对 已 知 画 数 以 及 未 知 画 数 作 了 相当 一 般 的 假定 下 ,和 输出 了 
(对 方程 (116.1) 的 情形 的 ) 推 广 的 Noether 定理 的 证 明 . 我 们 引 
述 这 个 结果 . 设 卫 是 有 限 条 人 简单 的 、 互 不 相交 的 Ляпунов РИ 
和 Ляпунов ЖРО. ВЕ А (0) ж В (0) Е Г Баер 
了 有 限 个 点 外 处 处 者 是 连 革 的 ， 在 这 有 限 个 例外 的 点 处 可 能 出 现 
第 一 类 的 问 断 , 井 且 在 工 上 外 处 都 有 4?(Р — В* (0) +0. 假定 


400) -В() 
О-о’ 

Н. Са, Сз, ***, Cm ЖЕН Г УРТА а А РА 他 (从 的 所 有 的 

关 断 点 。 引进 和 号 


т Ө(съ – 0) 
пт оа оо 0) 6:9 
此 处 | 
1 Ger—0) „(0 0) |) 
Эл 928 人 oO， 和 如果 ,+0) ЕЮ, (116.3) 
Ny == | 
1 9 (0—0) 1 ИЕТ Ф 
[去 am CCD ЕАК. 


Ф 符号 [wm] 表 示 数 4 之 整数 部 分 - 
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如 果 сь НН Г В, А, , Е (116.2) № (116.3) 中 ,在 起 
АЕ К Л (сь — 0) = 1, ПОЕ ИЕ Е, ЛУДА G(cs 十 0) 
=1. 显然 0<ax<1. 最 后 ,假定 
p(t) = П [ае , (116.4) 
Зиа УТ (116.1) ЯЕ Б, КА (О № ВФ 
适合 上 面 所 提 到 的 条 件 ， НУ (О В 9, (0; Г) Ж, 此 处 
Р>1, В р(#) 是 由 公式 (116.4) 确 定 的 , У 9,(0; Г) "уа 
连续 算 和 子 , 而 解 ФФ 将 在 这 同一 类 %,(p; 荆 ) 中 找到 ， 此 时 , 下 述 
社论 是 成 并 的 (参看 B. В. Хведелидзе [18]): 了 方程 (116.1) 可 解 
的 充分 和 必要 条 件 是 


jf OW D0 j=1, 2, м, 
此 处 4 (®), 1=1, 2, , р ЭЕ РЕФ 
АБ — 1 | В иш +Var-0 (116.5) 


(р; Г) ЕВЕ Е, ЛЬ о = (р 1) 71р; 
П) ш БЕН (116.1) 所 对 应 的 齐 次 方程 在 So(p; 了 ) 类 中 
的 线性 无 关 解 的 个 数 , 27 ЭРГЕ (116.5) 在 %(p™“; Г) 
类 中 的 线性 无 关 解 的 个 数 ,那么 ， 

0-0 = > т, 
НЕ п, 是 由 会 式 (116.8) 确 定 的 整数 . 
当 进 一 步 扩 大 系数 4 扫 和 也 雯 所 容许 的 画 数 类 时 ,证 明 上 壕 
定理 时 会 遇 到 严重 的 困难 (例如 , 瑚 看 И. Н. Карцивадзе [3] ) . 
最 后 , 我 们 还 要 指出 一 个 从 本 书 所 涉及 的 问题 的 角度 来 看 是 
更 有 音义 的 结果 .了 HB. В. Хведелидзе 证 明了 , 在 这 一 益 中 所 讨论 


Ф УЕ, УЕ: 在 Б. В. Хводолидво 的 座 交 [18] 中 ， 所 定义 的 
共 枯 算 子 在 本 书 所 讨 认 的 情形 下 和 相 联 算 子 是 一 致 移 。 
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过 的 奇异 积分 方程 ( 亦 就 是 ,方程 (96.11)) 在 太 类 中 以 及 在 
8,(p; 也 类 中 有 同样 的 解 ， 问题 在 于 ， 事 先 对 未 知 夯 数 加 了 这 种 
或 者 那 种 条 件 以 后 ,不 作 附 加 的 研究 , 我 们 不 能 够 保证 ,对 于 已 知 
问题 ,我 们 不 致 于 失去 感到 兴趣 的 解 。 因 此 ,通常 总 希望 对 未 知 画 
数 所 加 的 限制 尽 可 能 少 .此 外 ,上 面 提 到 的 Б.В. Хведелидзе 的 车 
果 说 明了 , 对 于 在 这 一 本 书 中 所 讨论 的 奇异 积分 方程 , АГ" 类 对 于 
要 找 的 解 是 所 选 定 的 恰当 的 类 ， | 

2° 在 建立 一 般 理 论 时 ,我 们 只 讨论 到 了 属于 正则 型 的 奇异 积 
分 方程 , 亦 就 是 ,要 求 丽 数 S(DD=4( 寻 BOD 及 DD) = А(0) –В(0) 
在 世上 处 处 都 不 取 值 雳 .不 属于 正则 型 的 方程 的 性 质 和 正则 型 
的 方程 的 性 质 有 着 本 质 上 的 不 同 , 暂时 , 在 一 定 程度 上 ,我 们 还 没 
有 这 一 种 方程 的 完善 的 理论 .但 是 , 在 这 个 方向 上 已 经 有 了 一 柔 
列 有 价值 的 车 果 . 从 包含 这 些 结 果 的 论文 中 , 我们 指出 1. И. 
Шерман 的 论文 [6], [7] 及 [9]. 在 这 些 论 文中 所 考虑 过 的 (在 
是 一 条 简单 的 封 针 围 线 情形 下 ) 一 个 新 的 正则 化 方法 ,在 作 了 一 些 
补充 假定 以 后 ,对 下 烈 情形 是 适用 的 : 两 个 画 数 S(t) 和 DG) 中 只 
有 一 个 在 二 上 处 处 都 异 于 零 , 而 另 一 个 在 有 限 个 点 处 取 值 替 . 

与 此 有 关 , И. Ц. Гохберг 的 论文 [31 亦 是 有 价值 的 , 在 这 一 
Жав РАЕВ У, (0) 000 +0 (Е Г Е) 是 奇异 积分 方程 可 以 利 
用 Hilbert 画 数 空间 的 有 界 禾 性 算 子 尤 许 正则 化 的 充分 和 必要 条 
件 . 

35 在 假定 了 元 是 有 限 条 简单 的 、 互 不 相交 的 Ляпунов 封闭 
Ави Ляпунов КЭ К 2 Е, Б. В. Хведелидзе" 8, 19! 引用 
从 本 书 所 用 过 的 方法 发 展 出 来 的 方法 指出 了 ， 在 下 列 情形 下 可 以 
论证 本 书 $897, 98 中 所 叙述 的 车 果 之 正确 性 :方程 (97.1，(98.1) 
ФИЛЯ 4 由 及 BO ХВИИ, В А +В АС) 
一 BG) 在 二 上 处 处 都 异 于 需 , 而 右 端 及 要 找 的 解 都 是 属于 Я, (р; 
蕊 类 的 ,此 处 2>1, тр) 是 某 一 个 形式 为 (27.8) 的 画 数 . 
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在 了 .Tricomi 的 给 文 [和 中 ,用 了 其 他 方法 冻 得 出 了 类 似 的 、 
但 是 更 特殊 的 精 果 . 

Н. П. Векуа" 及 Б. В. Хведелидзе" ЗАТ 4 十 B 或 者 
4 一 B 在 曲 久 工 上 有 阶 数 小 于 一 的 堆 点 的 情形 ,而 Л. А. Чикин 
Ж Ф. Д. Гаховпо 则 讨论 了 宅 个 之 中 有 一 个 在 曲 钱 工 上 有 整数 阶 

Е Т. Г. Гегелия 的 论文 [1 及 [2] 中 , ЖЗ ТЕ 88 97, 98 中 
所 令 述 过 的 和 结果, ХРАНЕНИЕ Ле 的 情形 的 推 
Г. 


$ 17， 某 些 奇异 积分 -微分 方程 


. 很 多 具有 重要 实际 价值 的 半 题 ， 都 可 以 归 车 为 下 述 形 式 的 奇 
异 积分 -微分 方程 : 


5 аро) а [| Er de 5), ст.) 


е 1, В 
此 处 а, (0), К, К О Е, р (0) 表示 未 知 画 数 
рита ЕН Ф (0) = (0). 

Prandtl 115-077 (ЗЕЕ РЕ) 是 这 个 方程 的 
特殊 情形 ,很 多 论文 是 专题 研究 和 求解 Prandtl 积分 -微分 方程 
的 , 特别 是 , 其 中 UH. Н. Begya 的 论文 [9] 及 Л. Г. Магиарадзе 的 
论文 中 ] 所 用 的 方法 是 与 本 书 所 介 厅 过 的 方法 有 着 紧密 的 联系 
МФ. 

Л. Г. Магнарадзе!2! (8 р-р ТЖ К М (117.1) 的 方程 . 
在 作 了 如 下 之 假定 以 后 ，X. Г. Магнарадзе 4017.1) 
等 价 的 奇异 积分 方程 或 者 已 沟 正 则 化 了 的 积分 方程 : or (®), 了 (8) 
及 到 (to, 为 都 是 已 知 的 相当 多 次 可 微 的 面 数 ， 而 二 是 一 条 简单 
ВУ ЖЕ ЕЖЕ НЕЕ. 


Ф ”参看 本 书 末 尾 的 附录 六 ， 一 一 滁 者 注 
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ЖТ НН ЕЯ По а: (2), ГАО) 及 Kto, #) 都 是 
Н ЖЖ К, Ю. М. Крикунов", 9 中 讨论 了 形式 为 
(117.1) 的 方程 、 引 进 在 无 穷 远 处 到 值 之 的 分 区 全 阁 贡 _ 数 Ф (2) : 


_ 1 (Ра 
(8) а Е 


> 


他 把 方程 (117.1) 归 精 为 形式 为 (81.1) 的 问题 ， 由 于 在 研究 这 个 
ЯЕ, Ю. М. Крикунов 利用 了 包含 未 知 画 数 凡 及 它 的 导 画 数 
在 点 ?=0 的 值 的 积分 表示 式 (点 ?=0 位 于 图 黎 工 的 内 部 ), 他 找 
出 了 方程 (17.1) 适 合 下 列 条 件 的 解 : 

| роет, 80,1), ъ-1, (417.2) 


此 处 六 都 是 已 给 定 的 常数 ， 他 指出 了 ，, 找 方程 (117,1) 的 上 述 解 
相当 于 求解 某 一 个 右 端 包含 常数 гъ 的 奇异 积分 方程 . 
最 近 , Н. П. Векуа!2% 指出 了 将 方程 (117.1) 归 千 为 奇异 积分 
方程 的 一 个 简单 方法， 下面 令 述 这 一 个 方法 . 
我 们 哲 时 假定 区 = ар 是 一 条 敞开 的 光滑 圈 米 、， 引 用 记号 
р" (0) = (0), 
我 们 有 
po 人 一 | Oma Б) MD A + О" 
О. БО, gs (117.3) 
其 中 
00 (2, һ) =1, 如 采 Неа, 
00 (2, һ) =0, 如 采 һса, 
Wp_1(t, һ) ~ |, ao ($, 5) 9-3 (ta, 4, 
Б=2, 3, ---, т, 
Ст, Cs, `”., С 都 是 任意 常数 . 
把 这 一 些 值 代入 (117.1) 之 中 , 我 们 便 得 出 关于 О 的 形式 
为 
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_ 工人 二 
Е па (6) (6) +2 | Ка | Bio, Db) 


= 706) — Хб) (117.4) 
的 奇异 积分 方程 ,其 中 
ho, 0) = Уа, (а) она (ь, 0 
+ т Kr (to, T) Wm KE— 1(7, ддт 


т, 


к=0 л? 
而 дь(®), 01,2, --- то 都 是 确定 的 画 数 ,容易 写 出 它们 的 值 ， 由 
此 推出 下 列 业 果 : 

如 果 对 于 常数 Cu &=1, 2, …, т 的 任何 值 , 画 数 р (©) 是 方 
程 (117. 汪 的 解 , 那么 , 由 公式 (117.3) 所 确定 的 画 数 gp (© ЖАНАЛЕ 
来 方程 (117.1) 的 解 。 显然 , 反 过 来 , 如 果 р (0) 是 方程 (117.1) 的 
解 ,那么 , gm 全 一 到 的 答 出 方程 (117. 汉 的 解 (当然 ,这 是 对 于 确 
定 的 常数 值 Cl， C3,，…，OQn 而 言 的 ) . 

利用 上 面 所 导出 的 一 些 精 果 , Н. П. Векуа? И 给 出 了 形 如 
(4117.1) 的 奇异 积分 -微分 方程 的 Qauchy 问题 的 解 ， 

这 个 方法 显然 亦 可 以 应 用 到 这 样 的 情形 : Г 是 一 条 封 阴 的 光 
НЕЕ, 但 是 , 在 这 种 情形 下 , 应 该 注意 到 , 由 公式 (117.3) 以 
фт (0) =в(® 所 确定 的 画 数 9 中 (的 ,6 二 0, 1 т-1, ЖЕ 
来 ,可 能 是 多 值 的 ; 因此 , 利用 方程 (117. 光 的 解 , 亦 可 以 得 出 方程 
(117.1) 的 这 样 的 解 ,这 种 解 在 国 科 工 的 某 些 定点 处 可 能 出 现 第 一 
类 的 间断 性 .但 是 ,容易 看 出 ,如 果 方 程 (117.1) 有 单 值 的 连结 解 存 
在 , 则 利用 方程 (117.4) 的 解 ,总 可 得 出 方程 (117.1) 的 这 样 的 解 来 . 

对 于 下 烈 形式 的 奇异 积分 -微分 方程 


т K,(t, fon (at 
ОО |00 


+ 1 | М. (to, Я] pt 


wijr 一 而 
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亦 有 类 似 的 精 果 ,其 中 pg 中 0) 是 p04) 的 复 值 共 王 画 数 . 

Р. С. HcaxaHop 中 在 一 条 封 阴 图 米 的 情形 下 ,研究 了 方程 
(117.1) ©, Е Ю. М. Крикунов 所 考虑 的 那样 , 他 把 方程 归 桂 
为 形式 为 (81.1) 的 问题 ,但 是 , 与 那 一 位 著者 不 同 , 他 没有 对 方程 
(117 .1 的 解 加 补充 条 件 (117.2) .他 证 明了 ,方程 (117.1) 的 每 一 
个 解 都 可 以 由 下 烈 公式 答 出 : 


р) = | 100, Э-Т(ь, Он, (07.5) 


此 处 Q to, і), та, 力 都 是 确定 的 画 数 ， 而 ш(2) 是 下 列 形 式 的 奇 
异 积分 方程 的 解 : 


Ки 0 + | Ке ида 


+| Б, шв f(to). 


Р. С. Исаханов! ЕН У , до 
dralt) OkK,(to, t) 


т=0, 1, ,mm; й=0, 1, +, т 


а ада ° ‚ә , 
д" | Kn, (to, t) — Kn (to, to) | 
д" Ё— їо 


ЖТ ЕАН Е, ЖА, ЖРО (117.1), ВГУ Noether 
定理 类 似 的 定理 ,在 这 些 定理 中 , 出现 的 方程 


> сое» 


1 Кз ук, б, о 


+ ї— to 


作为 (17.1) 的 相 联 方程 ， 


Ф УМЕ винами НЕ НЕМ 6, 参看 
Р. С. Исаханоз[2],[3], 


第 六 章 
НЕРЖ 


这 一 章 将 致力 于 把 有 关 具 有 Cauchy 型 核 的 奇异 积分 方程 
和 联 精 间 是 的 糙 果 , 推广 到 若干 个 未 知 夯 数 的 情形 的 工作 。 此 处 
我 们 仅 寻 其 封 阴 转 线 和 连 苇 系数 的 情形 , 至 于 其 他 更 一 般 的 情形 ， 
我 们 仅 指 出 参考 文献 . 

如 果 把 奇异 积分 方程 租 的 指标 定义 为 已 答 的 齐 次 方程 租 解 的 
个 数 和 相 联 方程 租 解 的 个 数 之 差 , 那么 , 在 引进 了 适当 的 记号 
以 后 ， 儿 乎 自动 地 便 可 以 把 单个 奇异 积分 方程 有 关 的 业 果 移植 
到 方程 租 的 情形 ， 在 本 章 下 面 第 一 部 分 中 实际 上 就 是 这 样 做 
的 . 

然而 ,就 指标 的 明确 表示 式 的 推导 而 言 ,事情 并 不 是 如 此 ， 正 
象 单个 方程 的 情形 那样 ， 这 个 表示 式 和 对 应 的 联 精 问题 的 解 是 有 
联系 的 . 

和 单个 未 知 画 数 的 情形 大 不 相同 ， 若 干 个 未 知 画 数 的 联 糙 问 
题 不 可 能 完整 地 解 出 ,当然 ,这 是 指 一 般 情 形 而 言 的 . 

本 章 的 第 二 部 分 将 从 事 研 究 若 于 个 未 知 画 数 的 联 烙 问 题 
的 求解 。 此 处 主要 是 利用 在 第 一 部 分 中 已 得 出 的 有 关 奇 异 积 
分 方程 粗 的 精 果 而 得 出 其 解 的 、 最 后 , 在 第 三 部 分 中 , 将 利用 
对 于 联 辕 于 题 已 痉 得 出 的 精 果 ， 更 深入 地 研究 奇异 积分 方程 
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Я Ф = 


І 奇异 积分 方程 组 


正如 刚才 所 指出 过 的 那样 ， 很 简单 地 便 可 以 把 有 关 单 个 奇异 
积分 方程 的 基本 定理 (所 指 的 是 在 第 二 章 中 已 多 证 明 过 的 定理 ) 推 
广 到 这 一 类 方程 的 方程 租 的 情形 . 

在 88119, 120 中 和 给 出 的 这 个 推广 是 著者 的 玲 广 这] 中 的 车 果 
用 著者 论文 [8 的 结果 作 了 补充 以 后 ,不 作 任 何 重大 修改 的 转载 . 

从 发 表 在 上 壕 我 的 论文 之 前 的 著作 中 ， 我 们 首先 应 葡 提 到 的 
是 由 Н. П. Векуа 完成 的 著作 (在 后 面 $136 中 我 们 要 讲 到 这 个 
著作 ) 以 及 А. Giraud 的 论文 [2], 在 后 一 篇 论文 中 Giraud 给 出 
了 正则 化 算 子 的 一 个 作法 , 这 个 作法 本 质 上 和 8 119 中 所 指出 的 
作法 是 一 致 的 @ ,但 是 , 它 要 各 欠 一 般 一 些 , Giraud 还 证 明了 与 
$120 中 定理 1 是 一 致 的 定理 人 @， 


$18. ЖБ ЖЕ Ф 


15 И В К ЕО Е РОТЕ С 6 
域 上 的 т, КЖ Ф:, Ф., ”3 Ф, 的 全 体 . 我 们 把 这 种 画 数 的 全 体 


Ф 在 本 书 第 一 版 中 叙述 的 次 序 和 方法 与 此 处 是 不 同 的 . 在 那里 首先 解决 若 于 
个 未 知 画 数 的 联 笑 问题 , 在 求解 那个 间 题 时 并 不 利用 奇异 积分 方程 粗 的 理 诡 ,而 象 
7. Plemelj 所 做 的 那样 ,通过 把 问题 化 为 Fredholm 方程 来 求解 (关于 这 一 点 可 以 肉 
考 $122) , 接着 叙述 了 奇异 积分 方程 粗 的 理论 .在 这 一 版 中 所 条 用 的 方法 比 那 种 方 法 
要 简单 得 多 ， 

® 由 公式 (119.20), (119.21) 所 确定 的 这 个 算 子 ， 在 著者 的 座 文 [7 中 已 指出 
过 ,是 正则 化 算 子 的 最 一 般 形式 ， 

图 在 引证 过 的 @. Giraud 的 论文 中 ; 还 包含 了 一 柔 列 其 他 的 和 单个 方程 的 情 
形 以 及 方程 组 的 情形 有 关 的 车 果 . 这些 车 果 主要 涉及 到 了 解 对 参数 入 的 依存 关系 ; 在 
$59, 49 еф н, 

Ф 在 这 一 节 中 , ЗИНАНЫ Я ГЕ $ 110 Ари (ТЕ Яр дЕ 
п РН НИ АН, ЗЕЕ Е) 
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叫做 向 量 ,并 且 用 一 个 字母 $ 表 示 它 ;我 们 可 以 写 出 
Е Ф= (Ф,, Ф,, --., Ф,) (118.1) 
ЯН Ф,, Ф, ..., Ф, 叫做 向 最 更 的 支 量 . 
考虑 线性 变换 
= А.Ф, А.Ф: + А„Ф,, 
= А.Ф, АФ КАФ, 


фо ооо соо ра ово ори о вого 0 oe eer ооо овоо е 


т, = А,„Ф; + А,аФә +. +А,„Ф, 
或 者 简单 地 写成 


ДӘРУ А.Ф, а=1, 9, ---, в, (118.9) 


其 中 Аз 都 是 与 Ф — ВЕ 18] Е Б 8] — И 0 Е 
的 画 数 .通常 我 们 把 这 个 变换 简单 地 写成 
= АФ, (118.3) 
其 中 多 = (6, Ф,, --., Ф,), У (У, Т,, -.-, 9,) 都 表示 向 量 ， 
Й АД А,в(а, В=1, 2, --., п) УЗЕЛ 
Аза Ais … Аһ 
Аһ Аза >. Аһ 
А= Аша = | (118.4) 
А Ana А 
用 det А = 0} А,.| З № А МТ Я А. 如 果 det 4+0, Ж 
2. , ЗИРЕ А ПЕ: ЗОНЕ ВЛАЖНЫЕ). 

我 们 把 和 式 Ф, 10,40,17, + --. + Ф, т, п НЗ Ф 
= (Ф, Ф, ~ ., Ф,) ж = (0, Do, ---, Т,) 的 乘积 ， 这 个 乘积 
有 时 称 做 内 积 , 我 们 用 ФУ 或 者 ТФ Е, 因此 ， 有 

ФУ Ф Ф,1, +Ф.Т,---.--- Ф.Ф... (118.5) 

通常 , 当 
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0,2-5} АВ (а, В=1,2, --., т) 
пу, ЗИВ С [Ой 叫做 两 个 短 阵 4 14| В = 18,4] 
БА В. | 
我 们 把 由 短 阵 4 将 行 与 列 互 换 而 得 出 的 短 阵 叫做 4 НЕ 
НЕА, 并 且 用 41 4s 表示 它 , 于 是 44s 一 Am， 容易 哈 证 ,对 于 
任意 两 个 向 量 都 有 
РАФ-ФАТ, (118.6) 
这 里 把 罗 4 理解 为 向 量 罗 与 向 量 АФ 的 乘积 (对 右 端 亦 类 似 地 
理解 ) 
再 提醒 一 下 大 家 所 熟悉 的 一 些 关 系 式 : 
(АВ)' = В'А!, (118.7) 
(АВ) -1= Вад, (А-'- (А); (118.8) 
ТЕА (118.8) 中 假定 了 , ЖЕ АЖ ВЕР, 亦 就 是 
Я ИЧА УРА. РВ (АСЕ Ат, 
25 当 讲 到 某 一 个 年 阵 是 连续 的 ,是 属于 Н Жо 
的 , 取 确 定 的 边 值 ,在 无 穷 远 处 是 有 限 阶 的 等 等 时 , 我 们 是 指 ( 有 时 
不 特别 声明 这 一 点 ) ,这 个 矩阵 所 有 的 元 素 都 适合 所 指 的 条 件 . 对 
向 量 亦 作 类 似 的 理解 . 
3 今后 (如 果 不 作 相反 的 声明 ) 我 们 把 五 理解 为 有 限 条 光滑 
的 .没有 公共 点 的 封 并 圈 炎 的 全 体 , 在 这 些 图 六 上 者 已 构 选 定 了 确 
定 的 正方 向 . 


3119. 基本 定义 和 辅助 命题 了 
1 今后 ,我 们 把 下 壕 形 式 的 方程 租 叫做 奇异 积分 方程 租 


> А.в (to) Фв (t0) 十 | > Кав и фа =. (to) 


(a=1, 2, .…, т), (119.1) 
Ф 5788 45, 46 作 一 比照. 


т. яж 668 
Жр, tf 是 荆 上 点 的 附 标 ，4ws (外 ,Kae lio,t) 及 fal(t) 都 是 输 定 
在 五 上 的 互 ЖЖ, р. (0) 是 未 知 画 数 ， 我 们 要 求 pal) 都 是 属 
Ф Н Жу, 
我 们 用 Ф) РО) ЗЕ В ра (0), Ф200), 7, Ф.Ф 
Р 00), Ра), 6, У.) НАЈ: 

Ф(0) = (фа, фо, "7, Фо), Ф) = (фа, fa, Р), 019.2) 
ЖАО 及 区 (to, 台 分 别 表 示 元 素 为 4ws (0) Ж. Кв (to, И КИ, 
另外 ,我 们 再 引进 矩 阵 ВФ = К (2, 0), 因此 , 搂 定 义 有 

А = Аав (0) Д В(#) = [В,.00) |, (119.3) 
К (0, t) = |К, (0, 91, 
+В. 
В,(0) =Кав(Ь Ф). (119.4) 
В ЕЗ5, УЖЕ (119.1) ар рис Е 


Ko=AG)90) К у) (119.5) 


或 者 还 可 以 写成 
Ко-К%® += (4), (119.6) 
其 中 
『 
Ep=A(i) g(t) +8 | 90. 
及 
ko= 工 [5 
v= р, 0р0, (19.7) 
+В. 
b(to, 0) = К (0, ?) А (to, Ф) _ os (119.8) 
容易 看 出 ， 
вы 0 = 00, 0<а<1, (119.9) 


其 中 大 (to 0) ЖАР Н ЕЕ ( 亦 就 是 说 , "ЕЖЕ 
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Н жі). 

我 们 把 算 子 Е 叫做 是 具有 Cauchy 型 核 的 奇异 积 子 算 子 ,或 
者 简称 做 奇异 算 子 ， 这 个 算 子 把 豆 业 中 每 一 个 向 量 9 (要 变 成 也 
是 属于 Н жи Еф. 

ЗЕЕ К НАК ЕН. 


ооо 


ооо * ee е 


好 和 方程 租 (119.1) Бало у. 售后 ， 要 是 方便 ， 我 们 便 
同时 应 用 “方程 "和 “方程 粗 ” 这 两 个 术语. 

我 们 把 方程 K*p ==f 叫做 号 方程 了 p= 对 应 的 特征 方程 . 

有 时 我 们 单独 地 对 论 形 式 为 Кер =f 的 方程 , 并 把 它 简单 地 
叫做 特征 方程 或 者 特征 方程 

我 们 把 矩阵 

S=A+B, р-А-В (119.10) 
Ц К з ж Ко К Л Ко-у М рў МЕН. 
如 果 在 到 上 处 处 有 

0050, det 2%0, (119.11) 
МЕЕ, Е К 或 者 方程 Kg =f 是 正则 型 的 .在 以 后 我 们 仅 
讨论 正则 型 的 算 子 . 

如 果 , 特别 是 , В(Ф =0, 从 而 , S=D, ЖА, 方程 Kp =f 是 
普通 ( 拟 正规 的 ) Fredholm (第 二 类 的 ) 方 程 粕 ， 因 此 ,在 38= 刀 的 
情形 下 我 们 把 算 子 及 叫做 Fredholm 算 子 . 

22 ВИРА К 和 由 公式 


Кӯр (6) р) НО (119.12) 


所 确定 的 算 子 区 ' 叫做 相 联 的 算 子 ; 在 公式 (119.12) 中 , 4%) 表 
ДАНИИ: А (о) ОВЕН, КСО, &) 是 由 矩阵 К, 0 НЕА 
并 且 交 换 变 量 а 和 t 加 所 处 的 地 位 而 得 出 的 甜 阵 ; 因此 ,如 果 我 们 售 


А’ =|А (ОТ, К’ а) = Каз Ф) 1, 
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那么 ,有 
Aug (= Agalt), Кщв(Ь 6) = К. (2, һ). 
正 象 在 846 中 那样 ,容易 建立 一 般 性 公式 
| = | Кира (119.18) 
其 中 реф (0), ч=ф( 都 是 五 类 中 的 任意 向 量 . 
8% 我们 转向 讨论 两 个 奇异 算 子 的 合成 问题 。 假 定 


1 Kilto, Пра 
Ер (6) (6) + | 


(119.14) 


_ TO 
Кардар) +2 00Р 


Я В,, В», 61, 8, р, Ds 分 别 表 示 和 算 子 区: АК 有 联系 
的 年 障 ,这 种 联系 正 象 矩阵 В, S, рат К 的 联系 那样 , 和 在 
$45 中 完全 同样 地 ,我 们 容易 得 出 
К.К =К”ф, 
其 中 到 "是 一 个 和 К, 及 К, 同样 类 型 的 奇异 算 子 , 换 句 话说 ， 
Е == [4, (20) А: (№) + Bilto) Bs(to) 10 (to) 


+1 | ГА: (%) К» (ё, К, (в, Р) А00) 10 (0) 02 
ті ја ti 一 加 


1 К, (№, ) Rah, Ван 
+ (220)? 0, (真一 如) (2—4) |1677 (119.15) 


53 $ 45 中 对 应 的 公式 的 区 别 仅 在 于 :在 此 处 Аа, В, Кі, Аз, 
В», Къ тэн, К, ЗЕ ЕЕЕ 
无 关 紧 要 的 . 

我 们 用 К.Е. 表示 算 子 Е, 和 及 。( 按 所 指 欢 序 ) 合成 的 算 子 
К: 07 

К'-Е.К,. (119.16) 

以 S* 和 D* кат К’ ЖЕНЕ, зА) 8 45 中 那样 ,我 

个 得 出 
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S*=—81S,, D*= DiD,. (119.17) 
由 这 些 会 式 推出 ， 如 果 我 们 假定 算 子 К, 和 有 ,都 是 正则 型 
的 ,那么 , 算 子 有 &" 羡 是 正则 型 的 , 算 子 К" 的 特征 部 分 完全 由 算 子 
К, 和 К, 的 特征 部 分 确定 . 
又 由 这 些 公式 可 以 知道 ,如 果 在 三 个 算 子 区 1, К. К" 之 中 
有 两 个 的 特征 部 分 已 葵 出 ,那么 , 便 可 以 唯一 地 确定 出 第 三 个 算 子 
的 特征 部 分 .例如 ,如 果 答 出 了 算 子 К, 和 К" 的 特征 部 分 ,那么 ， 
我 们 便 得 出 算 子 К, 的 主 甜 阵 
Si1=S"S5!, Di=D*Dz!, (119.18) 
而 对应 的 甜 阵 41 和 Bi 由 公式 | 
41= 直 [S871 + DDa'], В,= 5 [5"бр — уч) (9.19) 


给 出 . 

р ЖЗ К, дБ ГИ 
算 子 К,, 使 得 算 子 Бн KK 是 Fredholm 算 子 . 事实 上 ,为 
此 ,必须 而 且 只 4 须 使 5*= ,从 而 


Sse 0,615, (119.90) 
4-1 BS* (951+), В,= 1. 805%: рғ"), (119.21) 


Нр 5" Е С ЕВ Н ЖОНЕ, ЕН ЕТЕ Г БАБА 
有 det 6* 20. 特别 是 , 我 们 可 以 选取 5*=D*= 召 , ШАБ Е М 
нр, ЕН. №, 容易 看 出 ， 两 个 算 子 区 区 ,与 К.К, #6 
Fredholm Р. 

我 们 把 整数 


“= [ln dot S71D]y 一 如 1 [arg и (119.22) 


叫做 奇异 算 于 区 或 者 方程 gp = 了 ВН. 
从 这 个 定义 推 知 ,指标 仅 与 算 子 区 的 特征 部 分 有 关 , 因 此 , 算 
Ко 的 指标 同时 又 是 算 子 区 的 指标 ， 
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В А (0119.17) 知道 ,如 果 算 子 К, 和 К, 的 指标 是 x 和 х", 
那么 , 算 子 К*= К.К, 的 指标 x* 等 于 x' 和 ww" 之 和 : 
и = ии", (119.28) 
Fredholm ИН аР, 


$ 180， 奇 异 积分 方程 组 的 正则 化 . 基本 定理 


假定 所 痊 的 奇异 积分 方程 租 是 (119 .1), 亦 象 在 上 一 节 中 那样 ， 
我 们 可 以 把 它 表 成 一 个 方程 的 形式 
Kg=f. (120.1) 
从 上 上 一 节 中 所 指出 的 ,我 们 知道 ,总 可 以 用 无 穷 多 种 方法 选取 
这 样 的 奇异 算 子 М, 使 得 算 子 了 RK 是 Fredholm 算 子 ,我们 把 具 
算 子 KM ур: Fredholm 算 六 @( 正 象 在 上 一 节 中 所 指出 过 的 那 
样 , 班 能 够 如 此 选取 ,使 得 算 子 了 入 和 玉 M 都 是 Fredholm 算 子 ， 
但 是 ,这 对 于 后 面 所 叙述 的 结 果 和 并 不 是 重要 的 ) . 
假定 М 是 任 一 个 正则 化 算 子 。 那么 , 方程 (120.1) 的 所 有 解 
同时 又 是 Fredholm 方程 
| МКо-Му (120.2) 
的 解 . 
相反 的 车 花 通 常 是 不 正确 的 ,因此 , Fredholm 方程 (120.2) 通 
常 逢 不 等 价 于 原来 的 奇异 积分 方程 . 但是, Е 
指出 过 的 那样 , 在 求 出 方程 (120.2) 的 解 以 后 , 我 们 总 可 以 得 出 原 
来 方程 (120.1) 的 一 般 解 . 


Ф 在 单个 奇异 积分 方程 的 情形 下 © 45), 如 果 МКОЕ Fredholm 算 子 ， 那么 ， 
KM 赤 具 有 这 个 性 质 ;但 是 ,在 现在 的 情形 ( 当 我 们 实际 上 研究 方程 租 时 ) 下 , 正 象 我 们 
所 指出 的 那样 ,这 并 不 总 是 对 的 ; 因此 ,有 必要 区 分 已 知 算 子 的 左 正则 化 算 子 及 右 正则 
化 算 子 。 
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之 个 数 是 个 有 限 数 ， 
逐 学 逐 句 地 重复 在 8 53 中 就 单个 方程 的 情形 所 作 过 的 议论 ， 
我 们 可 得 出 下 述 基本 定理 . 
定理 I 方程 
Кр=; 
为 可 解 的 充分 和 必要 条 件 是 


ооо ооо 


ЈА Р(0 ү" ()0=0, (120.3) 


НО, а= 1, 2 В ВОИНОВ ЕАО 
аа 
我 们 提醒 一 下 ,在 现在 的 情形 下 ， 
= (Р, Рз, ”3 1»), 0° = (ул, 4%, -“”, №9) 
都 是 向 量 , 于 是 
Рр" = РЈ Рр. (120.4) 
定理 П 章 次 方程 Ко=0 ПЕСНЯ ТА ИВТ 


о ох 


部 分 有 关 . 
再 者 ， 我 们 还 可 以 证 明 下 述 重要 定理 . 
жа 在 定理 п ЕЕК 
五 一 在 一 %。 (120.5) 
我 们 提醒 一 下 ,依据 公式 (L19.22) 


ат (А В) -arg det(A+B)]s. (120.6) 


这 个 定理 将 在 后 面 135 中 加 以 孝明, 在 证 明 时 ,主要 需要 用 
到 在 后 一 部 分 中 将 要 叙述 到 的 和 若 于 个 未 知 画 数 的 联 精 问题 的 解 
ЗЕЕ. 


\ ， 
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注释 ” 正 象 在 § 58 注释 3 所 指出 过 的 那样 , 从 奇异 积分 方程 
(120.1) 的 每 一 个 解 同时 又 是 Fredholm 方程 (120.2) 的 解 这 个 
事实 出 发 ,可 以 导出 下 议 精 论 ， 如 果 在 曲 六 工 上 到 定 有 限 个 点 61， 
cs,…, 0, 当 作 精 点 , 又 车 不 在 Н 类 中 , 而 是 在 更 大 的 五 * 类 中 找 
方程 (120.1) 的 解 , 那么 ,这 并 不 扩大 解 的 类 : НУ 类 的 所 有 解 必然 
是 属于 也 类 的 . 


П. ЖТА ЯНТРА НЬ 
$171. 辅助 命题 


1 我 们 仍然 假定 克 表 示 由 有 限 条 没有 公共 点 的 、 光 乌 的 封闭 
图 禾 所 构成 的 园 米 ; 总 是 假定 在 卫 上 蕊 经 选 定 了 确定 的 正方 向 . 

我 们 把 具有 跳跃 曲线 志 的 分 区 全 和 纯 向 量 

Ф(2) = (D1, Ф,, +, Ф,) 
理解 为 支 量 
| Ф.=Ф.(:), а=1, 2, ---, т 
Зока. рд Г, ВЕК НН ВОИ ТА ВЕ. 

如 果 所 有 这 些 画 数 Bs(z) 在 无 穷 远 处 都 是 有 限 阶 的 ,那么 ,我 
个 便 发 向量 Ф (2) ЛЕСУ АБВ. ЗАРАЗ Ф., а=1, 
2, …, n 在 无 穷 远 处 的 阶 数 的 最 高 者 b ИНО ВЕ ЗЕ 

如 果 在 无 穷 远 点 的 邻 域内 有 


©. (в) =.) +0(1), а=1, 2, .+-., т, 


其 中 уз (2) =у. &ЩА, А, ИНЫЕ 
у (2) = (уз, 72, Yn) 
ПАНА 38: Ф (2) ЛЕЗЬ ИУЧЕНЕН ХХ. 
虽然 , Сохоцвий-Р1етле!) Ак ($ 16) 以 及 $ 31 "Я, 
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显然 可 以 移植 到 不 是 普通 责 数 而 是 向 量 的 情形 ,但 是 ,我 们 为 了 便 
于 参考 起 见 , 还 是 要 在 此 处 重新 引进 这 些 公式 和 车 果 中 的 某 一 些 . 

2 假定 о@ 是 葵 定 在 工 上 并 且 属 于 且 类 的 向 量 , 又 假定 
Ф(2) нА 


1 (о — 
Е C.D 
确定 的 分 区 全 炖 向 量 . 
那么 ,根据 Coxoxgni-Plemelj 公式 ,我 们 有 
НАТ 1 op (at 
б о) ра | 
Ки „(ра (121.2) 
27) t—to ” 


Ф (to) -了 2 (to) 十 


此 处 5 与 g 这 一 次 都 表示 向 量 . 在 这 个 情形 下 , 我 个 把 公式 
(121.2) 亦 叫 做 Сохоцкий-Р1өтө]ј А. 
35 假定 根据 边界 条 件 
$ -Ф- (0) =ф() ГЕ, (121.3) 
Зр ЕЭО ОЬ ВИНО КН Ф (2) ,此 处 Ф (0) 
是 答 定 在 工 上 五 类 的 向 量 . 
解 由 公式 


Ф0-5: | 20 (9) (121.4) 


输出 ,这 里 
у (2) = (уз, Уз, ""*, Уһ) 

是 支 量 у, уз, ‘+, У, 都 是 任意 多 项 式 的 向 量 . 向 量 y(2) 是 向 
量 Ф(2) 在 无 穷 远 处 的 主要 部 分 , 因此 , ЛЕНЕ ГРЕЯ 
后 ,向 量 y (2) 便 是 完全 确定 了 的 . 特别 是 ,如 果 按 条 件 多 (oo) =0, 
‚ у() =0. 

42 上 一 段 中 的 精 果 , 当 工 是 一 条 逐 段 光滑 曲 炮 ,而 向 量 9 (0) 
是 属于 Н* 类 的 情形 下 , 仍然 是 有 效 的 ;在 这 个 情形 下 ,当然 ,要 求 


Ц. РАО 673 


使 条 件 (121.9) 在 不 是 车 点 的 点 处 都 是 适合 的 . 特别 是 , 当 曲 线 Г 
由 一 些 光滑 的 封 央 图 米 构 成 的 ,而 向 量 р (1) 在 有 限 个 点 处 是 间断 
的 情形 (我 们 把 这 些 点 当 作 烙 点 ) 便 是 上 述 的 情形 . 

5° 假定 在 条 件 (121.3) 中 的 向 量 p(t) 只 是 连续 的 ,而 不 是 属 
于 互 类 . ЖА, 可 以 得 出 下 述 的 业 论 (参照 § 31, 2° В): 如 果 存 
在 在 无 穷 远 处 有 有 限 阶 的 分 区 全 芳 向 量 Ф(2) 适合 条 件 (121.3)， 
那么 , Ф(а) 由 公式 (424 .分 给 出 


$122. ЗЕЕ 


ПЕ ГЕН ИВО АЗ ИЕН Е ЛХ 
ВОН. 

我 个 如 下 来 提出 ЕН: ВАН ЖИ ЕАН 
题 : 


要 求 根据 БАБАЕ: 
9:0) = 9.00) Ф: (0) + Gas (0) Bz (0) + +t Go lb) Bi (0) 
(«=1, 2, --., т) 
或 者 简写 后 的 条 件 
$*(®-@(6-(®), (122.1) 


ры 
5 $2 (Ф, Ф, …， DB,), 这 里 
9(0) = 19.в(#) 1 


是 检定 在 L БМН Нун, #8 90) Г 下 处 处 都 不 是 退 


оо о а а фо 


в 


ЕЕ, саза 193. 1) 的 解 时 ， 我 们 通常 НРА, 
ЖФ 一 0 的 解 . 

在 着 手 求解 这 个 问题 之 前 , 我 们 对 画 数 Goe (0) 在 有 限 个 点 处 
能 够 具有 第 一 类 疗 断 点 的 更 一 般 情形 略为 改 几 名 疾 ， 
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和 具有 事先 给 定 的 单 值 群 的 正则 奇 点 之 禾 性 微分 方程 粗 的 构造 问 
这 种 问题 的 特殊 情形 : 画 数 Gaelt) 是 水 段 常数 


的 情形 . 

在 上 述 特 殊 情 形 (当面 数 Gss(t) 是 逐 段 常数 时 ) К, В. Rie- 
mann 首先 从 刚才 提 到 的 扩 性 微分 方程 理论 中 的 周 题 提出 了 (我 
们 这 样 吓 它 ) 齐 次 联 糙 问题 , 但 是 , 他 并 没有 指出 这 个 问题 的 任 
何 解 法 (这 个 问题 的 提 法 包括 在 В. Riemann ПН 9 10) 5 Я 21 27 
中 ). 

后 来 , Riemann 所 提出 的 问题 (我 们 指 的 是 齐 欢 联 糙 闫 题 或 
渚 微分 方程 理论 中 对 应 的 问题 ) 成 为 很 多 著者 的 许多 重要 研究 工 
作 的 论题 . 

但 是 , 为 了 我 们 的 目的 , 序 为 了 用 来 研究 奇异 积分 方程 理论 ， 
我 们 要 求解 决 的 是 在 这 一 节 开 始 所 提 到 的 那 种 提 法 下 的 联 糙 问 
题 . 

这 种 形式 的 问题 实际 上 是 由 D. Hilbert (但 是 , 在 更 强 得 多 
的 限制 条 件 下 ) 提出 和 部 分 地 解决 的 (Gitting. Nachrichten,， 
1905; 在 р. Hilbert 的 书 [2] 中 第 94~102 页 上 合 狼 转载 过 ) . 
р. Hilbert 葵 出 的 解法 是 把 问题 归 精 为 Fredholm 积分 方程 , 这 
个 解法 很 复杂 而 且 不 能 认为 是 完整 的 . 

在 这 不 久 以 后 , J. Plemelj[2] А 715898 (п РК 
计 雯 某 些 容易 弥补 的 缺陷 ) 而 且 很 聪明 的 解法 。 这 位 著者 亦 象 
р. Hilbert 那样 ,是 利用 Fredholm 积分 方程 的 , 但 是, 他 所 用 到 
的 Fredholm 积分 方程 和 D. Hilbert 作出 的 那些 是 大 不 相同 的 ; 
在 作出 这 些 方程 时 ，J. Plemelj 主要 利用 了 Cauchy 型 积分 的 性 
质 . 

7. Plemelj 的 主要 辕 果 是 作出 某 些 特殊 解 粗 [我 们 把 这 个 解 


Ф Ј. Plemelj 是 在 出 D. Hilbert 更 为 一 般 的 假定 下 解决 这 个 问题 的 。 但 是 ， 
他 所 作 的 假定 比 我 们 所 条 用 的 条 件 还 更 稍 欠 一 般 些 
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租 叫 做 典 则 解 租 (参看 $126)] ， 并 旦 通过 这 些 特 殊 解 租 直接 表 
НАИ — ®. 

РИКИ К НЕ, № Ј. Plemelj 所 给 的 
解 要 简捷 得 很 多 。 所 以 能 够 得 到 简化 是 由 于 我 们 不 象 J. Plemelj 
那样 把 问题 归结 为 Fredholm 方程 , 而 是 把 间 题 归 精 为 奇异 积分 ， 
方程 租 ， 这 个 奇异 积分 方程 和 提供 了 极 伴音 地 建立 起 一 粗 我 们 叫 
做 基本 解 粗 的 解 的 存在 性 之 可 能 性 (参看 $ 125), 

比 之 Ј. Plemelj 更 为 简单 之 处 还 在 于 , 在 定 出 了 基本 解 粗 以 
后 , 典 则 解 租 的 作法 亦 比 较 简单 (§ 126). 


$123. 归 千 为 奇异 积分 方程 组 


在 上 一 节 中 所 提出 的 齐 次 联 竺 问题 (122.1) „ЖЕНЕ ЖЖ 
下 烈 形式 的 极 简 单 的 奇异 积分 方程 粗 . 
我 们 全 
DD —Ф-(0) =ф(0 ЕЁ. 
那么 , 要 找 的 在 无 穷 远 处 有 有 限 阶 的 分 区 全 和 纯 向 量 Ф (2), пр А 
成 下 面 形式 ($121, 5° В): 


5 人 = 元 了 | (2), (123.1) 


Ф 还 应 证 注意 到 G. О. Birkhof 的 工作 (他 的 论文 11, [2] 以 及 其 他 葡文 ) . 
这 位 著者 的 葵 交 发 表 在 J. Plemelj 的 工作 之 后 (但 是 他 是 独立 地 完成 的 ) 在 这 些 论 
中 输出 了 较 不 完善 的 解 (由 于 对 曲线 世 及 矩 障 С 加 了 相当 强 的 限制 ) , 但 是 , 仍然 是 有 
价值 的 , 因为 它 仙 包含 了 ~ 邓 列 能 够 用 来 简化 叙述 的 精 果 。 在 这 些 葵 文中 ， 特别 是 在 
诅 文 [2] 中 , 芝 位 著者 是 用 逐次 逼近 法 来 求解 这 个 问题 的 ， 从 方法 上 来 讲 这 亦 是 有 意义 
的 ;这 个 方法 经 过 必要 的 推广 和 修改 后 ,可 以 导出 相当 完善 的 结果 , 在 В. Garnier 的 
夜 文 [中 作出 了 某 些 这 样 的 推广 和 修改 . 

ЗЕ Е. Ф. Манджавидзе 52 [5], [6] 中 以 及 在 Г. Ф. Мапджавидзе 和 В. В. 
Хведелидзе уаз Г17 в ЈАК ЕЕ А ТЕНИ НН ЈАВЕ, ЕАУ ЛЯ 
МЕНЕЕ Вітко 的 方法 是 完全 不 同 的 ;参看 8$ 133. 

© Ј. Plemelj 把 这 个 解 组 叫做 基本 解 组 ;我 们 在 另 一 些 意义 下 使 用 基本 解 组 这 
АЖ $ 125). 
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其 中 
у (2) = (Уа, Уз, ,Yn) 
是 支 量 ye= ya(z) 为 某 些 多 项 式 的 向 量 , "ЕЕ Ф (2) 在 无 穷 远 处 的 
主要 部 分 .这 样 一 来 , 则 题 归 千 为 确定 向 量 g(t) 与 7 他， 
从 问题 的 提 法 本 身 知道 ,向 量 
Pt) = (Фа, Фэ, -**, Фи) 
ЛЕ Г БИ УЕ ЕК Е фу = 91(?) ,ps== 92(b)， 
…， Фи Фф. (2) 都 应 该 在 上 上 是 t ИНН. ЧН, ЗИРЕ, 
假定 , g(t) 是 属于 五 类 的 ;后 面 我 们 要 证 明 (§ 128), 我 们 问题 的 
每 一 个 解 都 应 该 适合 这 条 件 @. 
Љ (128.1) 出发， 根据 Сохоцкий-Р1ете1] 公式 (§ 121, 2° В) 
算出 边 值 B*(io) 及 G7(io), 把 它们 代入 关系 式 (122.1 井 在 
(122.7 Нь, 我 们 容易 得 出 


во) (рё _ 
Ар) 20| О), 28.2) 


此 处 ,为 了 简短 起 见 , 已 分 
А(ь) =BE+G(io), ВО) = Е-6(6), (123.3) 
f (to) =2[9 (4) — Е Ту (6), (128.4) 
ЕН. Е Зл. 
如 果 假 定 方 程 (123.2) 的 右 端 , 亦 就 是 ,假定 向 量 丰 (to) 是 已 知 
的 , 那么 , 方程 (123.2) 对 于 向 量 9 的 支 量 pz，pa，…，9p* ПЕ 
是 最 简单 的 奇异 积分 方程 租 , 亦 就 是 ,特征 方程 组 . | 
这 个 方程 租 是 正 划 型 的 方程 稻 , РА Е 9 ЕН б=А-В. 
=28 及 D=4 一 B=2G 在 地 上 处 处 都 不 取 值 雾 ; 此 处 我 们 提醒 
一 下 , 按 条 件 ,在 工 上 det 9(9 +0. 
但 是 , 向 量 f(io) 包含 了 事先 没有 确定 的 多 项 式 71(to)，. 


Q@” 奖 题 的 提 法 本 身 假定 了 对 曲 禾 工 上 的 所 有 点 МИЯ +00), ФО ЕЕ; 
В, Ф+(0) , Ф- (0) 都 必然 是 连 糖 的; 贿 看 $9. 
О ”正和 象 锡 定好 的 那样 ,我 们 假定, 矩阵 &( 轧 是 属于 五 类 的 ， 
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Уз(%), +", У. (о). НЕ ЕЕ (123.2) лет] ВЕ И ИЕ — 55 
件 来 确定 它们 ,那么 ,这 些 多 项 式 的 选取 可 以 完全 是 任意 的 ， 
正如 我 们 知道 的 ($ 120) , 方程 租 \123.2) 的 可 解 性 条 件 是 下 
烈 一 些 等 式 
|тоо, а=1, 9, 1%, р, (198.5) 


其 中 09 (0), а=1, 2, --., К 是 (128.2) 的 相 联 齐 次 方程 租 的 六 性 
无 关 解 的 完备 系 . 

根据 多 项 式 y1，Ys,…, Yn 的 任意 性 ， 显 然 可 以 用 无 穷 多 种 
方法 来 使 得 这 些 条件 是 适合 的 ,因此 ,问题 可 以 有 无 穷 多 个 解 . 


8124. 齐 次 联 桔 问题 的 解 的 某 些 性 质 


在 进一步 作出 齐 欢 于 题 的 一 般 解 之 前 ， 我 们 先 介 契 一 些 几乎 
直接 可 以 从 问题 提 法 本 身 以 及 上 一 节 中 的 结果 ， 而 得 出 的 这 个 问 
题 的 解 的 某 些 人 性质. 

1° 我 们 首先 指出 ,如 果 向 量 

Ф(2) = (Ф, Ф,, .-., Ф,) 
. 齐 次 联 烙 问题 (128.1) 的 某 个 解 , 而 了 = 了 (x) 是 任意 多 项 式 , 那 


Ф(2) Р(2) = (Ф,Р, Ф.Р, -.., Ф,Р) 

亦 是 解 ， 更 一 般 地 , 如 果 向 量 (2), Ф? (2), --., 6"(2) Е т 
^ЖФ , 而 Р, (2), Р.(2), ---, Р. (2) ЖЕТ, АЕ 
Ф (2)Р, (2) +Ф2(2)Р, (х) + + "(2) Pn, (3) 

亦 是 解 . 
所 有 这 些 都 可 以 直接 依据 边界 条 件 (122.1) 的 形式 推 得 . 
2% 假定 (2) = (Ф, Ф, --., Ф,) 是 齐 次 联结 问题 的 任 一 解 ， 


Ф 我 们 通常 用 右上 角 的 号 码 表 示 解 (向 量 ) 的 标号 , ПР ГНО 
解 (向 量 ) 之 支 量 的 标号 ,因此 ,例如 ,有 
Ge (Ф1, Dh, <, Ф). 
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ЗЕТЕ БАЕ ГБ йу сж Ф(с) =0, 亦 就 是 有 
Ф,(0) =Ф,(0) =. =Ф, (в) =0. 那么 ,比值 


Ф(2) ү Ф020) Ф,(2) , Ф,(2) 
(2) = 2—6 -( де? 2-е’ ? а). (124.1) 


现在 假定 ,点 位 在 上 ， 在 这 种 情形 下 , 当 讲 到 , 解 $(2) 在 
点 e Дв Ф (с) =0 时 ,我们 是 指 Ф" (0) =0, 5-(e) =0. 
我 们 指出 ,根据 关系 式 B17(e) = 000) Ф- (0) 及 detG(e) +0, 从 这 
两 个 等 式 中 的 一 个 得 出 另 -一 个 . 

现在 假定 , $B(2) 是 某 个 这 样 的 解 : + (©, Ф-(0) ВНЖ 
的 @ , 双 假 定 在 刚才 所 指出 的 意义 下 @(e) 一 0, АБ с 
点 ， 我 们 证 明 , 在 这 种 情形 下 , 向 量 多 (2) 是 解 , ЗЕНА 07У (©, 
到 -全 在 工 上 包括 点 6 在 内 处 处 都 是 属于 五 类 的 . 

我 们 如 果 能 够 诈 明 后 一 个 事实 ,那么 ,我 们 的 车 险 便 显然 可 以 
得 证 了 . 

首先 , 根据 在 § 21 中 所 讲 过 的 精 果 , 容易 看 出 ,向 量 罗 (2) 是 
分 区 全 和 纯 (以 工 为 跳跃 曲 粮 ) 向 量 , 井 且 点 с 看 作 精 点 .其 次 , 如 
果 再 象 在 8 128 中 那样 假定 @+ (的 一 (一 gp(), 那么 ,对 工 上 
ВЕНУ с 的 点 ,都 有 

р + 0) pO -0. 


Аж, Ф* (с) = Ф- (с) =0, 因此 ， о-в; 再 者 , МОЖ 
数 p (是 属于 卫 类 的 ,因此 ,显然 丽 数 册 () 是 属于 Н". Р 
是 , 正 象 在 8 123 ИЕ (2:98 $ 121, 4° 段 ) 有 


00-3] 000 уд), 


яф 9 (2) иванов, 


Ф иб 128) 要 永明 :每 一 个 解 都 具有 这 个 性 质 ;但 是, 我 们 在 此 处 不 利用 这 一 
个 事实 ， 办 为 我 们 还 涪 有 证 明 过 这 一 点 ， 
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正 象 在 8 123 中 那样 , 由 此 知道 , 可 能 除了 点 e 2, ВЖЕ (0) 
总 适合 方程 (123.2) 。 因 此 (参看 $ 120 未 尾 的 注释 ) а (0) 
在 点 。 处 以 适当 的 值 ,那么 , ВАС (©) 在 工 上 就 是 属于 Н ЙО. 
但 是 ,此 时 上 面 的 公式 表明 : 向 量 罗 (Gz) ИИ ИНН 
展 到 曲线 五 的 所 有 点 (包括 点 。 在 内 ) 上 ,并 且 它 的 边 值 是 属于 五 
类 的 ,而 这 亦 就 证 明了 我 们 的 业 论 . 

8 最 后 ,我 们 证 明 , 齐 次 联 类 问 题 的 解 (我 们 指 的 是 取 边 值 属 
НЖМД: 任何 非 雳 解 在 无 穷 远 处 的 阶 数 不 低 


ee 


亦 就 是 , 容易 看 出 ,我们 问题 的 任何 一 个 解 $B(%) 的 阶 数 都 不 
可 能 低 于 m= 一 6, 此 处 是 与 方程 (128.2) 所 对 应 的 齐 次 方程 之 
各 性 元 关 解 的 个 数 . 
事实 上 , 如 果 解 Ф(2) 在 无 穷 远 处 的 阶 数 低 于 ФВ, 那么 ,向 


н 
Ф (2), 2Ф(2), ---, 28Ф (2) | 
ЖЕ СРЕТЕН (122. ДЕ УИЯЕ У) ЙЕ, 但 是 , 此 时 ， 
向 量 
Ф(0) = (0) —Ф- (0), tip(t), РФ, ---, РФ 
是 方程 (128.2) 所 对 应 的 齐 次 方程 的 4 十 1 АЕ 9. ПОХ 
是 不 可 能 的 ,因为 这 个 方程 线性 无 关 解 的 个 数 等 于 不. 


$15. 基本 解 组 


_ 2 售后， 我 们 常常 要 研究 齐 次 联结 间 题 (122.1) 的 % 个 解 的 
解 组 ,我们 用 右上 和 角 的 号 三 来 区 别 这 和 个 解 : 


Ф 后 面 ($123) 要 证 明 : 每 一 个 解 部 具 有 这 个 性 质 ; 但 是 ,我 们 在 此 处 不 利用 这 一 
个 事实 , 因为 我 们 还 没有 证 明 过 这 一 点 

图 “与 在 无 穷 远 处 取 秆 雳 的 解 Go) 对 应 的 夯 数 Ф(2) ,适合 由 (123.2) ЮЕ 7 (10) 一 0 
而 得 出 的 齐 次 方程 , 因为 向 县 Ф(2) 在 无 穷 远 处 的 主要 部 分 7(2) ТР, 因而 由 于 
(123.4), f (to) 一 0 。 
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Ф'(2) = (Ф1, Ф}, 7, Ф), 
Ф (2) = (ФТ, G2， 7, Ф"), 


анна (125.1) 
Ф (2) = (Ф, @3, ---, Фр). 
Я 
Ф! (2) DIz) --. $ 
IO BO | әв.) 


це оо ооо во оное со оао чье во 


Bi(z) Ф202) + D(z) 
叫做 已 欠 解 粗 的 解 敌阵 , 它 的 烈 是 向 量 ( 解 ) Ф* (2), Ф? (2), "(2). 


显然 , 根据 边界 条 件 (122.1) ,成 立 着 下 列 的 矩阵 关系 式 : 

148 (&) 1900) 16806) 15, (195.3) 
其 中 训 号 (十 ) 与 (一 ) 表 示 和 矩阵 162(2) | 的 对 应 边 值 . 

Бе, А ЕН |4 (2) | 的 元 素 Ф% (2), а, В=1,2, --.,п 
НЕНИЯ, 又 车 这 个 矩阵 适合 关系 式 (125.3) ,那么 ,这 个 
矩阵 的 每 一 列 , 当 把 它 考 虑 成 向 量 时 , 都 是 齐 次 联 桔 问 题 (122.1) 
的 解 . | 

2。 对 今后 重要 的 是 要 找 出 齐 次 联结 问题 的 这 样 4 个 解 的 解 
组 ,它们 的 短 际 的 行列 式 不 恒 等 于 零 ， 我 们 把 这 样 的 解 租 叶 做 基 
本 解 租 ,并 把 这 个 解 租 的 解 短 阵 叫做 基本 解 短 卫 ， 

正如 我 们 货 沟 见 到 过 的 那样 ,这 样 解 组 存在 无 穷 多 个 ,我 们 在 
后 面 将 村 证 明 ,为 了 得 出 问题 的 一 般 解 ,我 们 只 需 作 出 它们 之 中 的 
任 一 个 来 亦 就 名 了. 

例如 , 可 以 用 下 史 方 法 作出 一 个 基本 解 租 来 . 

我 们 取向 量 

уе (2) = (0, 0, ---, 76, 0, ---, 0) 
当 作出 现在 公式 (123.1) 右 端的 向 量 (2), 这 个 向 量 除了 标号 为 
8 的 支 量 外 , 其 他 支 量 都 等 于 需 , 而 异 于 需 的 那个 支 最 92) 一 7 
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是 一 个 系数 未 定 的 多 项 式 . 我 们 这 样 取 定 这 些 系 数 , 使 得 与 它们 

对 应 的 方程 组 (123.2) 是 可 解 的 , 亦 就 是 , 使 得 它们 适合 由 公式 
(128.5) 所 答 出 的 条 件 : 

|, 0р0 0, a=1, 2, ,bP, (125.4) 


这 里 ,由 公式 (128.4) 
18 (0) =2[G 00) —Е1 у. 
ДЕ (125.4) 中 用 未 定 系 数 的 多 项 式 替代 УФ, 我 们 显然 可 得 
出 关于 这 些 未 定 系数 的 龙 性 齐 次 代数 方程 组 ， 如果 选取 次 数 不 低 
于 8%' 的 多 项 式 当 作 y&(2) , 那么 , 所 得 出 的 方程 租 总 有 非 需 解 ,这 
是 因为 此 时 上 述 方 程 租 中 未 知 数 的 个 数 不 少 于 %' 十 1 个。 选 定 这 
个 方程 组 的 任 一 个 异 于 适 的 确定 解 ,我 们 得 出 多 项 式 y8(z) 的 明确 
表示 式 , 从 而 便 得 出 向 量 ys (2) 的 确定 的 表示 式 . 再 把 这 个 值 代 
大 公式 (128.2) 之 右 端 ,我 们 便 得 出 可 解 的 奇异 积分 方程 租 .假定 
ФО 是 这 个 方程 组 的 解 ( 如 果 有 几 个 解 , 就 假定 它 是 其 中 任 一 确 
定 的 解 ) .那么 , 对 于 我 们 所 选 定 的 向 量 y() = у (2) 值 , 公式 
(128.1) 葵 出 了 齐 次 联结 问 题 的 确定 解 B6(z), 如 果 让 6 取 值 
1， 2，…，%， 我 们 便 得 出 下 列 % 个 解 的 解 粗 : 
Ф*(2) = (Ф1, $}, .-., Ф), 
_Ф2(2) = (Ф, Ф, --., Ф), 
Ф"(2) = (Фі, Ф, .-., Фа), 
我 们 指出, 由 于 我 们 总 是 把 方程 (123.2) 的 解 gp (0) #5 Н 
类 的 解 , 因此 , ВАК Ф°(2), В=1,2, ---, фер ЕЕ 
取得 的 边 值 是 属于 匡 类 的 . 
容易 看 出 ,所 找 出 的 解 粗 之 解答 午 [Ф| 的 行列 式 不 恒 等 于 
2. 事实 上 ,这 个 行列 式 在 无 穷 远 点 的 邻 域内 必然 异 于 零 ,因为 当 
2-эоо 时 , № Г Ем, ЕН ЕН, 而 对 


(125.5) 
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ЛУ сЗЭ У ЛЬН ЕР но ЗК y&(2) 为 其 主要 部 
ло. 

这 样 一 来 , 解 粗 (125.5) 是 一 个 基本 解 租 . 


$ 126 .正规 解 组 和 上 典 则 解 租 


15 我 们 把 具有 下 烈性 质 的 基本 解 租 1, 2, ..., Ое 叫做 齐 
砍 联 精 半 题 的 正规 解 粗 : 它 的 垂 阵 之 行列 式 det| 220) | 在 有 限 距 
离 内 ,包含 曲 禾 厂 上 的 点 在 内 ,处 处 都 不 到 值 需 ， 所 诅 行 列 式 在 Г 
ЕЖЕ, 我 们 是 指 ， 它 从 左 倒 及 右 侧 所 取得 的 边 值 都 不 等 于 
28 ЕН, 
det |074 (0) |+ 0, det [474 (0) || =0, 
从 这 些 不 等 式 中 的 一 个 根据 关系 式 
det| (2) |+ =—det @ (2) ае (0) [- (126.1) 
得 出 另 一 个 ,而 这 个 关系 式 是 由 (125.3) 得 出 的 . 
我 们 把 正规 解 粗 的 敌阵 叫做 正规 解 敌阵 . 
我 们 现在 证 明 : 有 了 基本 解 粗 或 者 有 了 基本 解 和 矩阵 1@8(2)| 之 
后 ,容易 作出 正规 解 粗 ， 在 整个 这 一 节 中 ， 我 们 把 解 理解 为 它 的 边 
值 是 属于 互 类 的 解 . 
假定 c 是 平面 上 的 某 个 点 ( 它 不 是 无 穷 远 点 ), 又 假定 
901082) | 在 这 个 点 处 取 值 零 ;我 们 暂时 假定 点 ¢ 不 在 上 . 
根据 假定 ,我 们 有 
Ф ”我 们 指出 ， 如 果 解 在 由 曲 粮 工 分 制 平 面 而 得 的 任 一 个 过 通 部 分 内 不 恒 等 于 
需 ， 它 就 在 由 曲线 工 分割 平面 而 得 的 每 一 个 巡 通 部 分 内 都 不 恒 等 于 畴 事实 上 ,如 果 
#2 Ф (2) ДЕЗ МЕРА ВА, Че 保持 在 这 一 部 分 内 部 而 趋 于 它 的 边 
р, Ф (2) 所 取 的 边 值 等 于 零 . 但 是 ,此 时 ,根据 (122.14) 42 从 在 此 边界 另 一 个 的 部 
分 内 趋 于 边界 时 ， F(z) 取 的 边 值 亦 等 子 堵 ,因此 ,在 每 一 部 分 内 (它们 都 以 工 之 一 部 分 
为 边界 } 名 (2) 都 等 于 汰 ;由 此 便 得 出 我 们 的 烙 论 .。 


从 上 所 沪 还 可 以 知 遵 , 如 果 解 在 平面 上 任意 小 的 区 域内 恒 等 于 零 , 那么 , 它 在 整个 
нЕ. 
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$0 Фе) + Ф100) 
Фс) BO) 5 Ф010 


ооо оао оно фо oo as, (126.2) 
Фі (е) Ф,(с) ---. Ф. (с) 
因此 ,总 可 以 找 出 不 完全 为 堵 的 数 ct, съ, ++, о, 使 得 
5 а,08(0) =0, а=1, 2, .on (126.3) 
Е В 
а." (с) +а,Ф2 (с) + .-. + а," (©) =0 (126.4) 


成 立 ， 现 在 讨论 解 

Ф(2) =а1Ф (2) а.Ф? (0) + Һа," (2). 
根据 (126.4), З Ф (с) =0. 因此 ,根据 8$ 124, 2° 段 所 指出 过 
的 ,比值 


9 (2) -20). (126.5) 


亦 是 解 . 
假定 М, А, +, м УЗ ФИ), Ф? (2), «.., Ф" 2) 在 无 
穷 远 处 的 阶 数 . 不 失 一 般 性 , 可 以 假定 АА А. 我 们 用 
an МЕЛ ал, аз, "0, а 中 最 后 一 个 不 等 于 零 的 数 . 
用 由 公式 (126.5) 所 确定 的 解 罗 (z) ЖЕ ЖМ Я Ф (2), 
Ф? (2), ---, Ф*(2) 中 的 解 B”(z) , 我 们 显然 可 以 得 出 一 个 新 的 基本 
解 租 ,此 时 老 的 解 租 中 的 一 个 解 亦 就 是 Ф (2) Ба ХДЕС У ре 
外 阶 数 要 减少 一 阶 的 解 @. 
根据 在 $124, 2° 段 中 所 讲 过 的 烙 果 , 容易 看 出 , 当 点 6c 位 在 
ШЕ Г ЕВ, 亦 可 以 类 似 地 进行 研究 ， 在 这 种 情形 下 ,我们 现 
在 应 该 把 在 (121.4) Ф Фі (с), Ф? (с), ---, 加 (e) 理解 为 边 值 
Ф 新 的 基本 解 考 之 解 矩阵 的 行列 式 显然 等 二 
729. 4621, 


Мт, РАЗНАЯ. 
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Фі (с), Ф (е), Ф" (е) 或 者 边 值 Ф!- (с), $? (е), ---, $" (©); 
由 于 关系 式 Ф* (0) =@ (0) Ф- (с), 在 这 两 种 情形 下 ,我 们 可 以 得 出 
用 求 确 定数 а, 2, ..., Cn 的 等 价 方 程 . 

这 样 一 来 ,在 所 有 的 情况 下 ,如 果 基 本 解答 阵 的 行列 式 在 平面 
上 某 一 个 处 等 于 零 , 那 么 ,我 们 可 以 把 基本 解 粗 换 成 另 一 个 在 无 
劣 远 处 有 一 个 解 的 阶 数 要 减少 一 阶 的 基本 解 租 . 

如 果 这 样 得 出 的 新 的 基本 解 粗 之 解答 障 的 行 烈 式 ， 在 焉 而 上 
基 企 点 处 双 取 值 零 , 那么 , Г ЛУН ЕВ НЕ, 等 等 。 当 每 
一 灵 这 样 用 新 的 基本 解 组 替代 老 的 基本 解 组 时 ， 个 别 解 在 无 穷 远 
处 阶 数 的 总 和 要 减少 一 阶 . 但 是 ,我 们 知道 ,任何 解 在 无 穷 远 处 的 
阶 数 都 不 可 能 低 于 一 个 定数 (8 124, 3° ВО. 

因此 ,多 过 上 述 形 式 的 有 限 次 运算 以 后 ,我 们 便 导 出 这 样 的 基 
АЯН, 它 的 解 和 矩阵 的 行列 式 在 有 限 距 离 内 处 处 都 不 取 值 雾 ， 

这 样 一 来 ,我 们 便 得 到 正规 解 租 了 ,我 们 用 [478 (2) | зя Ено 
КОНІ. 

2. ААС уле 0, ОВЕНА НОЕН |02) | 的 行 
ЯГА ЛЕА ЕР НВ АБА, Е НЕЕ Ка 
НЕЕ Р Их ХЕ Ру а не. 169099 0606 РАЈ 2288 РЧ, 这 
个 行列 式 可 能 是 保持 有 界 的 , 但 是 亦 可 能 取 值 需 或 者 有 极点 。 从 

Ф 本 书 所 条 用 的 由 基本 解 粗 作出 正规 解 租 的 方法 是 О. D. Birkho 企 的 论文 [2] 
中 指出 的 ; КРОВЛЕ ВУ ЗСТ]. Ч ке 在 工 上 的 情形 下 ，(126.5) 是 解 的 这 一 精 
论 的 根据 由 这 位 作者 在 下 列 很 特殊 的 假定 下 得 出 的 : ВН Е Г Е Га, ПЕ 
О (0) Аул Г Г ЕН Л ЛЕНИЕ Г 附近 都 是 解析 图 数 ; 但 是 ,在 这 些 例 
外 的 点 附近 ,它们 是 无 穷 多 次 可 微 的 。 

Ф. Д. Гахов [51, [9] 贫 对 另 一 些 稍 有 不 同 的 但 是 相近 的 问题 ， 用 了 类 似 的 方法 
(他 并 不 知道 G. D. Birkhoff 的 论文) ;同时 ,事先 除去 了 点 < 在 世上 的 情形 。 

J. Plemelj [2] 输出 了 另 一 个 相当 复杂 的 从 基本 解 粗 出 发 作出 正规 解 组 的 方法 
[并 且 用 这 个 方法 不 仅 立 可 得 出 正规 解 租 , 而 且 也 得 出 典 则 解 组 ОН Е ХДЕ КВА 
要 指出 ) ]; 在 我 们 的 情形 下 ; 当 点 在 工 上 时 ,这 位 著者 的 论据 是 不 充分 的 , 在 Н. И. 


Муехелишнвили № Н. П. Векуа НЕА] 7 Г. Plemelj 的 方法 之 严格 论据 ， 
这 在 本 书 第 一 版 中 角 经 转载 过 ， 亦 可 参看 Н. П. Векуа 的 论文 [8] 与 著作 [16j， 
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РЫБА ДЕН „ДЕ НАТ ВВ Е НК АВЕ, ;ЛЕЯЯ, 
ИН Е о КЛЕ СУ РЕЛИЗОВ ВОИН НУ НЕ 2:90 
关 的 ， | 

АН. Е ЕС зч БАВИ РА ВЕЛ, И] Е ТЕЗ ЕИ сар 
成 为 便于 讨论 的 形式 . 

亦 就 是 ,我 们 用 

一 MI， 一 X3，… 
表示 构成 正规 解 粗 的 解 
ЧА (2), 92 (2, +55, 人 

ЖЕ РЕНИ. ЗН ОЕ фт ИД УАК К АИ 
5: 


‚ 一 Mn 


80+ |074 (2) | =27%—%—7—9* д.04), 
24 2—>оо 时 , я “АХАЗ 2а (2) 都 趋 于 确定 的 有 限 值 ; 
因此 , 当 “一 ce 时 ,行列 式 
4 (2) = дө |20 (2) | (126.6) 
趋 于 一 个 确定 的 有 限 值 ， 所 以 这 个 行列 式 在 点 2= оо 的 邻 域内 是 
一 个 全 纯 画 数 . 
дЕ З АЕ 07 (0), 2 (2), 56, Ш" (2) 对 应 的 行列 式 
(126.6) 当 2=оо ВР (从而, 它 在 无 穷 远 点 的 某 一 个 邻 域内 
Р-Р), АРИЯ 把 这 个 正规 解 炙 叫做 典 则 ЯН. 
我 们 证 明 : 每 一 个 正规 解 租 都 可 以 变 成 典 则 解 租 ,此 时 并 不 改 
变 宪 的 解 和 矩阵 之 行列 式 . 
事实 上 ,如 果 4(ce) +0, ЖА, НИЯ. 现在 我 们 假定 
4(ce) 一 0， 对 很 大 的 |z| , ЗАРЯ |9 (2) | 的 元 素 的 下 面 形 
式 的 展开 式 : 
а) =" анО(2)), а, 
因此 ,有 
0= 4(оо) =detlasl. 
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但 是 ,此 时 ,可 以 确定 这 样 的 不 全 等 于 需 的 数 аз, аз, <", аһ, 使 得 
тада, =0, а=1, 2, п. 
6=1 


我 们 可 以 认为 —ж. < ха) х, ЖЫ, Грн 
|197 (2) | 的 列 重 新 排列 (这 仅 能 导致 解 的 重新 辕 号 , 井 且 这 仅 能 引 
起 行列 式 变更 符号 ) ат А ал, аз, "<, а, А МАЕ 
零 的 数 ， 现 在 在 正规 芥 粗 7102), (2), ..., Ч" (2) 中 , 把 解 
Ч" (2 换 胶 解 

аз (2) а? (2) +. 0, АР" (2), 

我 们 显然 便 得 出 一 个 新 的 正规 解 粗 ， 并 且 老 的 正规 解 租 中 的 一 个 
解 换 成 了 在 无 筋 远 处 阶 数 至 少 要 低 一 阶 的 解 〈 其 他 解 的 阶 数 都 不 
变 ) ,而 新 的 正规 解 粗 的 解 和 矩阵 之 行 烈 式 与 对 应 的 老 的 正规 解 粗 的 
解 和 矩阵 之 行列 式 , 仅 差 一 个 弄 于 需 的 常数 因子 ;我 从 可 以 认为 这 个 
因子 等 于 1 ， 必 要 时 可 将 新 的 正规 解 矩 阵 的 一 烈 乘 以 一 个 不 等 于 
需 的 常数 就 行 了 。 这 样 一 来 , 我 们 可 以 认为 新 的 利 老 的 正规 解 租 
的 解 垂 阵 之 行列 式 彼此 是 相等 的 ， 

如 果 新 的 解 粗 是 典 则 解 租 , 那么 ,我 们 的 目的 已 沟 达 到 ; 在 相 
反 的 情形 下 ,我 们 可 以 引进 与 上 面 类 似 的 变换 .， 因 流 画 数 4(z) 在 
无 穷 远 处 的 阶 数 按 条 件 是 不 恒 等 于 适 的 ,而 是 一 个 人 确定 的 有 限 数 ， 
因此 ,这 样 的 变换 不 必 无 限 次 地 重复 下 去 . 

这 样 一 来 ,多 过 有 限 次 上 壕 初 等 运算 之 后 ,我 位 便 导 出 典 则 解 
硼 , 其 解 和 矩阵 的 行列 式 与 原来 的 基本 解 矩 阵 的 行列 式 是 相等 的 呆 。 

3° 我 们 通常 用 

(2) = (а, №, 5 м), 
X22) = (Жї, х2, ~", 0), (126.7) 


Хе) = (и, ж, 5, ж) 


Ф 参看 9. о. Birkhoff 1], [2], 亦 可 以 参看 H. П. Bexya [8], [16], Ф. Д. 
Гахов [51,19], 
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Эа ДОПУСНАЛ НЗ ЕН , Е ВН 
ХОЗЕ, МИ 
X12) (2) + д @ 


хо = 01| 2® 00) 77 00) |) (126.8) 


ИИО 


ТОНОО) 
些 性 质 ,这 些 性 质 就 是 
和 性质 1 АИ Х (2) БЕ, МН (20), В=1,2,--- м 
АЕН] ЕЛЕ ДАН , 亦 就 是 改 , о К АЕ ААТА; 
4(z)=det Х (2) = ө х2(2) | (126.9) 
ТЕТЕ РЧ АБА А 5. 
性 质 2 假定 一 xs 表示 解 х 在 无 穷 远 处 的 阶 数 , 那么 , 行列 
式 
29 (2) = дө] (2) [| = 267+ Д (2) (126.10) 
ТЕ ?一 co ДЕР, | 
后 一 个 性 质 显 然 可 以 这 样 来 理解 : 行列 式 detlx 引 在 无 穷 远 
处 的 阶 数 等 于 年 障 |xs(z) 上 [的 烈 在 无 穷 远 处 的 阶 数 之 和 ;我 们 把 列 
在 无 兰 远 处 的 阶 数 理解 为 宅 的 元 素 在 无 穷 远 处 的 阶 数 的 最 高 者 ; 
我 们 提醒 一 下 , 当 把 标号 为 В 的 一 个 烈 之 元 素 的 全 体 考虑 成 一 个 
向 量 时 , 它 便 是 解 x* (2). 
4° 典 则 解 租 比 之 正规 解 租 的 优越 住 之 一 在 于 它 的 下 列 性 质 . 
我 们 讨论 下 列 形式 的 解 x(z) , 它 是 典 则 解 租 中 的 解 以 多 项 式 
为 系数 的 线性 组 合 
x (2) = 2) Р. (2) +x (2) Рь@) ++ (8) Р, (2), (126.11) 
其 中 Pi1(2)，P2(z),…， Р,(2) 分 别 是 次 数 为 та, ть, …, т, 的 
多 项 式 ;这 个 解 显然 可 以 写成 ($ 118, 1° 段 ) 
,-ХОРО, (196.19) 


; 
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其 中 Gz) 表示 以 了 i(z) ,Pa(z),…， Pi,(2) 为 支 量 的 向 量 , 亦 就 是 
8, 
Р(2) = (Р, Р», --*, Р,), 

在 (126.11) 中 右 端 的 各 个 项 在 无 穷 远 处 的 阶 数 分 别 等 于 
MI Му, Таиз, ***, 7 — 01, 

从 人 (co) 大 0 的 事实 出 发 , 亦 就 是 ,从 典 则 解 舌 阵 的 性 质 2 出 
ж, онен, НЫ О 在 无 穷 运 处 的 阶 数 正好 等 于 数 
Та — Хі, а — о, ***, Man 一 和 талат ЗЕЯ, 在 和 式 


容易 者 由 反 过 来 从 这 个 ен 2. 


§ 127.， 济 次 联结 问题 的 指标 


15 我 们 把 整数 xi， xa,…, xs( 亦 就 是 , 和 — 典 别 解 粗 中 的 解 在 
ЕАИС НОВО) 叫做 所 讨论 的 齐 闵 联 桂 问 题 之 偏 
指标 ,而 把 它们 的 和 

~ и=и и. и, 
叫做 总 指标 , 或 者 简单 地 叫做 指标 . 

在 后 面 (8 130 中 ) 我 们 将 要 证 明 , 偏 指标 与 典 则 解 租 的 选 撑 是 
无 关 的 (如 果 不 顾 及 到 解 的 标 码 次 序 ) , 亦 就 是 说 , 偏 指标 是 问题 的 
不 变量 . 1 
起 着 重要 作用 的 总 指标 x 的 不 变性 ， 可 以 由 从 标志 着 给 定 的 
章 次 联结 问题 的 矩阵 GC) 直接 表 出 的 总 指标 的 表示 式 导 出 ,我们 
现在 证 明 这 一 点 . 

2° 仍然 假定 4(2) 表示 典 则 解 符 障 之 行列 式 . 对 于 每 一 组 mw 
个 解 的 行 烈 式 ,我 们 都 有 

4+ (0) = 0 900) 4-(0) СЕ, 
由 此 得 出 ， 
[In 4+ (+), = [2 det @(#)] „+ По 47(#'],, (27.1) 
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е ], ВЕ, ЕЖЕ 
#8 Т. ЈН 8. 

正 象 在 8 29, 1° 段 中 那样 , НИНЕ Г АЈА 5 
分 , 粗 成 平面 的 两 个 部 分 8+ 与 S-, 井 且 我 们 现在 假定 ,在 工 上 的 
正方 向 照 $ 29 中 所 指出 的 那样 来 选择 @. 另外 , 我 们 还 假定 , 用 
S- 表示 包含 无 穷 远 点 的 那 一 部 分 . 

因为 , 画 数 4(z) ДЕ S+ 部 分 内 是 全 炖 的 并 且 不 取 值 需 , 因此 ， 
有 | 

[ln 4+ (0)1,=0. 

再 者 ,我 们 用 卫 тл ЕНА РАНЕНИЯ 
线 的 全 体 : 这 些 围 线 包 园 成 舍 于 S- 内 振 包 含 无 穷 远 点 的 平面 过 
通 部 分 ,而 用 7' ЗЕНА Г ИОН. 那么 ,与 前 面 类 
似 地 ,有 

Па 4-(#) 1.„=0. 
现在 我 们 计算 画 数 In 1-00) 当 t Е Г Л 部 分 时 的 十 
量 ， 显 然 有 
а 4-(®1ь= fn 4(2)] г, 
其 中 工 表示 秆 径 为 充分 大 的 图 周 ,并 且 规 定 荆 上 的 正方 向 为 反 时 
全 方向 . 
但 是 ,根据 公式 (126.10) 


4(2) = 4° 209), 


Ж 49 (2) Я 126951205. 0 6 Рд А 8 0, ЗЕН БЕ 
Ма ЖЕР6. 因此 ,对 于 守 径 为 充分 大 的 圆周 二， 
По 29(2) 1.=0, 于 是 ， 

[md4( 1nr= 一 1 一 xin2r 一 一 250x， 


Ф Ев, Ни Г 的 左 邻 域 是 属于 8+ 部 分 的 ,而 工 的 右 邻 域 是 属于 5- 部 分 
的 ， . 
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这 样 一 来 ,根据 (127 .1 ， 
21 _ 1 
к=: [In деф G (2) 1, = әт det G (0)1.,. (127.2) 


正确 的 . 
”“ 事实 上 ,如 果 构 成 工 的 任 一 条 团 米 的 正方 向 与 在 推导 公式 
时 所 作 的 假定 不 一 致 ,那么 ,我 们 可 以 把 这 一 条 园 绪 的 方向 改 成 反 
方向 ,同时 为 了 便 得 问题 的 条 件 保持 不 变 ,应 在 这 一 条 力 疙 上 把 答 
№ GD) ЛЕ Г) 1-2 ВЧК. 但 是 , 此 时 在 公式 右 端 所 对 应 
的 项 

Па дов 9(8)1, 5101 dot 9 (1 
РЕКАХ. ВИНЕН АРУ А. 


§ 128， 齐 次 联 秸 了 问题 的 一 般 解 


15 (ЕНЕВО АЯ 
有 (有 一 GO 有 一 (有 在 LE (128.1) 

的 ( 任 一 个 ) 典 则 解 租 以 后 ,要 找 出 它 的 一 般 解 便 没有 任何 困难 了 . 

假定 

д8 (2) = (00, 23, 0, 00), B=1,2,.%,% 
是 任 一 个 典 则 解 租 ,而 Х (2) ЛУ А ААН Х (2) = | ха(2) | 
(В 是 列 的 标 导 , а 为 行 的 标号 ) ЖА, 
Х+(0) =9(00) Х-(0, 


由 此 得 出 我 们 常常 要 用 到 的 公式 
ав = + (0) LR- (0) 1-1, (128.2) 
我 们 现在 证 明 : КОНИ (АРНЕ 
远 处 为 有 限 阶 的 分 区 全 炳 解 ) 都 由 公式 


Ф ФЕН. И. Мусхелишвили 的 论 妇 [7 中， 对 于 稍为 较 特 丈 的 情形 ГЕЛЯ 工 
图 成 在 面 的 某 一 个 连通 部 分 (区域 ) ] 答 出 了 这 个 公式 ， 
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D(z) = у. (8) Pi(z) + x2(2) Р. (8) +. +1" (2) Pi (2) (128.3) 
КН, Рио, Р.(2), +, Ра) 都 是 任意 多 项 式 , 或 省 , 同样 
地 ,都 由 公式 


Ф(2) = Х (2) Р(2) (128.4) 
НЗ РО ВЕТ 
Р\=) = (Py, Ра, .", Р,). (128.5) 


事实 上 , 用 表示 式 (128.2) 替代 G2) ЯКА. (198.1), 我 们 

得 出 
[х*($ 1$ = ГХ (0) 17 (0), 

由 此 看 出 , п [Х (2) 1$ (2) Е ЕО; 又 因为 
由 条件 ,下 (2) 在 无 穷 远 处 有 有 限 阶 ,因此 ，[ 忆 (2)]- 牟 (2) 在 无 穷 远 
处 亦 有 有 限 阶 ,从 而 ,有 

[Х(21*$(=Р@), 

其 中 Р(2) 是 一 个 支 量 Pi1(?)， Р.(2), …，, Pn (z) 此 为 多 项 式 的 向 
量 ， 因此, 推 得 公式 (128.4) ,或 者 ,同样 地 得 出 公式 (128.3) . 

反之 , 显然 , 对 于 任何 选取 的 Pi(z) Рь(@®), ---, Р, (2), 公式 
(128.3) 或 者 同样 地 公式 (128.4) 都 和 输出 回 题 (128.1) 的 解 ,于 是 我 

们 的 精 论 得 证 . 

2% 我 们 指出 , 为 了 推导 有 关 每 一 个 解 ,都 可 以 表 成 形式 
(128.3) 90 (128.4) кав, ЫЕ НЕ 有 (2) 是 正规 解 矩 阵 就 
Ф. | 

НЕ ЕЭС АГА Е ИСТЕ У, ЈН ДЕЕ 
阵 却 更 便于 选取 多 项 式 Р,(2), Р.(2), ++, Р„(2). 

这 就 是 发 ,根据 在 8 126, 4° 段 中 所 捐 出 的 ,显然 ,所 有 在 无 穷 
远 处 阶 数 不 超 过 已 给 整数 记 的 解 和 (2) , 都 可 以 由 公式 


Ф ”如果 互 (?) НЕЖИН, 那么 , 情况 便 不 尽 相 同 ; 在 这 种 情形 下 , 容易 看 
出 , 为 了 能 得 出 所 有 的 解 , 在 公式 (128.3) 中 的 Pi(z) , P2(%) ，…，Pn(#) МЕЖ 
А (而 不 仅 是 多 项 式 ) ,在 选取 这 些 有 理 画 数 时 ,要 使 得 解 在 有 限 距 部 内 没有 极 
5. 
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Ф(2) =x 2) Permt (2) Риа + (2) Р, (128.6) 
ЖАН ЖЕ Ри», (2) ЗЕ АК ВО ЕНА М Е Е ЗА; 当 
64-0; <0 时 ,应 该 假定 Р, (2) =0 
如 果 多 项 式 Ри, (2) Е ЕВА 到 6 十 nj 次 , 那 
2,ЖФ(2) ВЕРН ЕВ. 
如 果 所 有 的 7 十 wy 二 0, 那么 , 问题 (128.1) 没 有 在 无 穷 远 处 的 
阶 数 不 超 过 并 的 ( 非 平 凡 ) ЙЕ. | 
АУ НЕЕ ОМА (128.3) 导出 : НН 
МЕС (0) 适合 上 面 ($ 122) 所 加 的 条 件 ， 这 个 问题 的 每 一 个 解 的 边 
值 Ф* (1) 及 Ф- (2) 都 是 属于 Н жү. 
事实 上 ， 我 们 已 名 看 到 (8 126) ,总 可 以 作出 边 值 是 属于 Н 
的 正规 解 和 矩阵 忆 (z) 。 如 果 把 对 (理解 为 这 样 的 矩阵 ,那么 显然 ， 
А55 (128.3) 的 右 端 总 是 属于 卫 类 的 . 
特别 是 ,从 上 所 述 推 出 ,构成 任意 一 个 典 则 解 矩 阵 的 元 素 之 边 
值 都 具有 这 个 性 质 . 


$129. 关于 齐 次 联 辕 问题 的 解 的 某 些 补充 脱 明 


1: 我 们 已 经 看 到 , 在 作出 ( 任 一 个 ) 正规 解 粗 以 后 , 便 极 容易 
地 把 齐 次 联结 问题 的 一 般 解 用 明显 的 形式 表 出 ,我 们 将 会 看 到 ， 
亦 可 以 同样 地 处 理 在 $132 中 将 要 提出 和 解决 的 非 齐 次 联 糙 问 
题 . 

在 这 一 节 中 ,我 们 答 出 在 一 系列 情形 下 对 于 正规 解 矩 阵 ( 从 
П, ОДОН) 的 作法 是 有 帮助 的 一 些 部 明 . 

25 我 们 首先 指出 下 述 事 据 .假定 Za Za …，Z 表 示 构 成 
гиф. 我们 说 明 , 以 工 为 边界 曲 欠 的 联 业 问题 的 
正规 解 租 的 作出 , 可 以 归结 为 依次 作出 每 次 单独 地 从 曲 久 
Іл, Іл, "~, 中 取出 一 条 当 作 边 界 曲 米 时 的 联 精 半 题 的 正规 解 
#8. 
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事实 上 ,假定 Х (2) ЗОН 


ФФ -9(0Ф-(0) ЕЁЕ (129.1) 
ПОЛЕЗНЫЕ. 
我 们 找 乘积 形式 
Х (2) = Х,(2) 对, (2) 人 (2) (129.2) 


№9 Х (2), Ж Х,(2), В=1, 2, ---, Pp 是 在 无 穷 远 处 为 有 限 阶 的 ， 
以 全 为 跳跃 曲 纹 的 分 区 全 纯 乍 障 . 从 而 在 4 上 ,我 们 应 该 有 
RI) Х,(0 R(t) ХЕ (0) Tart) Rpralt) T(t) 

—G(t) Xt) T(t) R(t) Хх Хы: ФХ 8 (#0): Х,(0) ? 
因为 在 М ЕЯ ХУ = Хр (0) = Х,(0) (24 је). иж Ел 
式 两 端 左 乘 [及 1 ХФ. ХТ, Же [了 al 人 (站 吓人 下 
Х, 0], 那么, 我们 得 出 


х:@=9@хХ;:@® ЖІ, Б, (129.3) 
此 处 我 个 已 含 
900) = [X31 (0) Xs) E10) 
ха [XG Ft) 1d)]) (129.4) 


ЖЕ 1ь Е, #=1, 2, ---, р; 
当 8= 工 时 ,前 一 个 等 式 应 该 理解 为 
Q(t) = GE) 在 Li 上 . 

我 们 现在 把 Х,(2), (0), 6, (0) 分 别 理解 为 当 8=1， 
2,…, р 时 问题 (129.3) 的 正规 解 算 阵 ; 那么 ,由 公式 (129.2) 所 确 
定 的 和 矩 障 Х(2) 显然 是 问题 (129.1) 的 正规 解 和 矩阵 ， 但 是 ,我 们 从 
Х, (2) 开始 可 以 依次 地 作出 和 矩 陈 节 1(z2), 及 (2),…, Х,@®. 。 事 
ВСЕ, С, (0) алей: 0. (0) = (0) Е 1, Е; ЖН 5. (2) 以 
后 , 我 们 根据 公式 : 在 Lo 上 Gs(t) = СХ (0129 (0) Х.(0) 确定 
Gu) ,等 等 

此 处 所 介 帮 的 方法 是 在 8 35, 4° 段 中 便 沟 采用 过 的 方法 之 推 
Г; 区 别 在 于 : 在 现在 因子 (0), (2), 6, (2) ВЕНН, 
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因此 ,在 一 般 情形 下 它们 是 不 能 交换 次 序 的 . 

在 Н. П. Векуа 的 论 交 [17] 中 , 指出 了 在 形式 上 比 这 里 要 稍 
为 复杂 一 些 的 方法 . 

3% 有 时 在 讨论 齐 次 联 业 问题 的 解 时 ,更 恰当 的 是 要 计 论 比 到 
目前 为 止 我 们 所 时 论 过 的 要 稍 一 般 一 些 的 解 , КВ, УМЕНИЯ. 
我 们 把 分 区 秆 乞 解 理解 为 具有 下 述 性 质 的 解 : 这 个 解 可 以 从 左 俩 
及 右 侧 连 秆 拓展 到 工 上 , 宅 在 由 曲 禾 工分 害 平 面 而 得 出 的 各 个 连 
通 部 分 内 ,除了 有 有 有限 多 个 极点 (在 无 窍 远 点 处 可 能 出 现 的 极点 亦 
包括 在 内 ) 外 ,都 是 全 芳 的 ;我 们 亦 不 尤 许 它 有 其 他 的 奇 点 . 

显然 ,从 每 一 个 分 区 叶 纯 解 乘 以 适当 的 多 项 式 以 后 ,可 以 得 出 
在 无 穷 远 处 有 有 限 阶 的 分 区 全 类 解 . 

我 们 把 ”个 其 行 烈 式 不 便 等 于 雳 的 分 区 全 纯 解 的 解 租 趾 做 基 
ЖЕРАРА, ПОЧВЕ И РОН. 

н, к ЕЛЕ РСН рда, гуа 
出 在 无 穷 远 处 有 有 限 阶 的 分 区 全 芳 解 租 :为 此 ,只 需 用 适当 的 多 项 
式 乘 分 区 御 芳 解 粗 中 的 解 就 可 以 了 ,此 时 ,基本 的 分 区 守 纯 解答 阵 
对 应 的 列 分 别 乘 以 这 些 多 项 式 . 

作出 了 基本 的 分 区 全 炖 解 敌阵 以 后 , 正 象 在 8 126 中 那样 , 进 
一 步 可 以 作出 正规 解答 障 和 典 则 解 憩 阵 . 

4° 王 面 是 立 可 找 出 基本 解 租 的 一 个 最 简单 的 特殊 情形 @. 

假定 二 是 由 一 条 简单 的 封 于 园 线 所 构成 的 ,又 假定 (2) 76 
素 皆 为 有 理 夯 数 的 符 阵 ， 那 么 ,矩阵 

G(z) 24266%*, 
хө Е —32Е5-, 
显然 是 一 个 基本 的 分 区 守 和 纯 解 矩阵 , 其 中 Е УМОМ 9 及 
S- 是 由 曲 米 工分 制 焉 面 而 得 出 的 区 域 (并 且 5+ ЕЁ БАН. 
如 果 工 是 由 儿 条 封 阴 图 艇 所 构成 的 ,又 若 将 S* 及 S° 照 $29,1? 


~ -一 
Ф 参照 H. П. Векуа [8]. 
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段 中 那样 理解 ,再 车 在 到 上 的 正方 向 亦 照 29 中 那样 选择 ,那么 ， 
上 面 所 指出 的 千 果 都 仍然 是 有 效 的 . 

5° 比 上 面 的 情形 稍为 一 般 的 情形 是 下 烈 情形 :二 是 由 有 限 条 
简单 的 封 阴 团 入 Г, Го, …， 轧 所 构成 的 ,在 五 , Pa, …， Lo 上 任 
意 选 定 其 正方 向 ,而 

а() =9®( ЕЕ, b=1, 2,…,p， 
其 中 Go (6) 是 元 素 莫 为 有 理 画 数 的 矩阵 (这些 元 素 在 不 同 的 转 粮 
上 可 能 是 不 同 的 )， 此 时 , 显然 可 以 用 下 法 来 作出 基本 解答 障 
хо (参照 2° 段 及 和 9 Вр). 

我 们 用 St 及 SF 表示 由 灰分 制 平面 而 得 出 的 平面 部 分 , 且 如 
此 采用 记号 ,使 当 在 .上 沿 着 它 的 正方 向 移动 时 ,区 域 如 保持 在 
2-4, 24 С Г. ВЕ, РЕ НН С. (0) 9900); 然后 注意 到 
а, (0 的 元 素 都 是 有 理 画 数 ,有 
Gi(z)， Щ2Е5+, 

И, у 2С 687. 
е, ЧС, В, 900) = [ХФ (о (0); 8 ЈН 
9.00) 的 元 素 亦 都 是 有 理 画 数 ,于 是 有 
Gs(z)， 3268, 
х9 И ш 5685 


х0 


等 等 . 

和 矩阵 (2) (0) (2) 显然 是 原来 问题 的 基本 的 分 区 御 
纯 解 垂 阵 ， 

65 最 后 我 们 指出 ， 齐 砍 联 烙 问题 (129. 忆 显然 与 下 列 问 题 是 
等 价 的 :将 给 定 在 二 上 的 垂 障 G (0) ЗЕЯ 

а=х+( LT tI 

的 形式 , К (0) ХФ ЧЕМ ОИЕ ЮЕ Х (2) 
的 边 值 ,并 且 det Х (=) 在 有 限 距 离 内 处 处 都 不 取 值 零 . 

事实 上 , 如 果 上 述 表 示 式 成 立 , 那么 , НХ) 显然 是 问题 
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(129 .的 正规 解 算 障 . 

别 是 ,如 果 SS- 所 表示 的 与 $29,1° 段 中 的 是 相同 的 ， 
在 LL 上 正方 向 的 选 法 亦 与 $29 中 的 相同 , 又 车 用 任何 方法 ,把 
GO 表 成 乘积 

(0) =0*(009-(00) 在 了 上 
的 形式 , 其 中 9", С ВЕ ТОКА Ос) 的 边 
{Е ЕН. де Q(z) ЖАНР, ЖА, ЧО ЯВ (129.1) 
БЕЖИТ. Е, ДЕНЕГ, 
0(2), 当 2EGAS+， 
хө -{ [002], 3:68- 

К [р (129.1) ВУНЕ АЈ ЛУ БС РАЕН р, ВАЕН НЗ Же ну 
РЕН ЛЕЗ Дни АПАЕ УЕ. 


$180. 上 典 则 和 解 租 之 间 的 联系 . 偏 指 标的 不 变性 


现在 我 们 转 到 研究 同一 个 齐 次 联 灶 问题 的 两 个 不 同 典 则 解 租 
之 闫 的 联系 ,我 们 首先 证 明 : 偏 指 标 ， 亦 就 是 ， 数 x1, xa,…，, xn 
($127, 1° 段 ) 对 于 所 有 典 则 解 租 都 是 相同 的 (如果 不计 更 标 出 典 


则 解 中 的 解 所 用 的 号 码 欢 序 ) . 
假定 
х (2), х* (2), ---, 0" (2) (130.1) 
及 
(2), C2(2), 2) (130.2) 


是 任意 两 个 典 则 解 租 ， 又 假定 іу Из, … Kn № №, №, и, А 是 
与 它们 所 对 应 的 偏 指标 , 因此 ,一 Xi, а, …， 一 Xn № А, 
Аа, …， —А, 是 (180.1) 及 (180.2) 中 的 解 在 无 穹 远 处 的 阶 数 . 

我 们 认为 把 这 些 解 如 此 标 上 号 码 , Е како, 及 
入 宇和 >… 之 入。 我 们 必须 证 明和 一 X14, 和 a 一 X92， 5, №. 


Ф 8 Ф. Д. Гахов [5]; 这 位 著者 言论 了 当 工 包 圈 平面 某 一 个 过 通 部 分 ， 而 
О(2) (参看 后 面 ) 是 分 区 全 邯 解 矩 障 时 的 情形 。 
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从 更 则 解 组 的 基本 性 质 知 道 ， 解 (130.2) 可 以 通过 解 (180.1) 
用 下 述 形 式 的 公式 表 出 : 
= у1Р. + РНР, а=1, 2,..…, п, (180.3) 
其 中 Pue 是 多 项 式 ;用 类 似 的 公式 可 以 通过 解 (1380.2) 把 解 
(130.1) =. 
为 了 一 般 起 见 , 我 们 现在 假定 
Из Из Kp > Hpt1 № № = М> Nr, 
要 证 明 , 一 Xa, 1. 3856 Е, 将 公式 (130.8) 应 用 于 (130.2) 中 
前 7 个 解 上 ,并 比较 左 、 右 两 端的 阶 数 ,因为 (130.8) 右 端 在 无 穷 远 
处 的 阶 数 不 能 低 于 一 x1,， ЖЗ, 一 Ma> жа. З ЕН 
(180.1) 及 (130.2) 所 处 的 地 位 ， 我 们 类 似 地 便 得 出 , — а> А, 
由 此 可 以 断言 , ж. 
对 (180.2) 中 前 1 个 解 都 来 比较 公式 (130.3) 左 、 右 两 端的 阶 
数 ， 便 可 知道 (180.3) 右 端 仅 包含 前 4% 项， 亦 就 是 说 了 , 4 а=1, 
2... ТВ, 
= Р-Н Раа +. Ра. (130.4) 
ДЕН 126, ВА, ААА (130.4) 知道 ， 至 少 存在 一 个 形 
式 为 
161+ 620+. -06;=0 
的 关系 式 , 其 中 ОБЖ ЩО, ППР Е 
粗 是 不 可 能 的 加 。 交换 (130.1) 和 (130.2) 的 位 置 , 正好 用 同样 的 
方法 ,我 们 可 以 证 明成 立 着 相反 的 不 等 式 , 因此, 1= 8. 
因此 ,我 们 有 ха = Л, …, хе Ар, кък, Me 之 Mx+1， 现 在 假 
定 Иная Ино Инь Муна, № Ава = Мав Metstl. 


我 们 证 明 , жа = Ава, ?一 8， 把 公式 (130.3) 应 用 于 解 


Ф 在 现在 的 情形 下 ， 显然 Ра, Р.а, ..., Рок 都 是 常数 ， 但 是 ， 为 了 (与 今后 ) 一 
致 起见 ,我 个 把 它 个 看 作为 多 项 式 的 特 丈 情形 
Ф ”事实 上 ,在 相反 的 情形 下 ,我 们 显然 有 det1?81 一 0. 
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Сет, (+2, 5, кте, 

我 们 首先 可 以 断言 ,这 些 公式 之 右 端 都 不 可 能 仅 由 前 Л, РЯ 
为 否则 ,对 于 а—1, 2, --., 8 十 8， 我们 有 形式 为 (130.4) 的 关系 式 ， 
因此 ,至 少 成 立 着 一 个 形式 为 

CQ О. Обь QQ 0 (130.5) 
的 关系 式 ,其 中 Ч 是 一 些 不 全 为 零 的 多 项 式 ,而 这 是 不 可 能 的 ， 

由 上 所 述 知道 ,必然 有 一 Mit 写 一 xx+1， 类 似 地 我 们 可 以 得 
НН, — жа — Аа, И, Алика. 现在 把 公式 (130.3) 应 用 
到 (1830 .2) 中 的 前 8 二 ss 个 解 上 ,我 们 显然 可 以 有 形式 为 人 
Р-Н Ра: + Роль, а=1, 2, 8 十 8 
的 公式 . 

如 果 s>7， 那么 , 从 上 面 这 些 关系 式 至 少 可 以 得 出 一 个 形式 
为 (130.5) 的 关系 式 , 而 这 是 不 可 能 的 ， 类 似 地 ,我 们 可 以 知道 , 相 
反 的 不 等 式 亦 不 可 能 成 立 . И, тз, 

进一步 的 推理 过 程 是 显然 的 ,于 是 ,我 们 可 以 认为 上 述 命 题 得 
ТТ ВЕНН. 

根据 上面 的 推理 ,容易 指出 找 出 了 一 个 典 则 解 粗 以 后 ,所 有 的 
典 则 解 租 的 构成 法 .但 是 , 我 们 不 准备 停留 在 这 一 点 上 ; 参看 
Н. П. Begya #55116], 85. 


$131. 相 联 的 齐 次 联结 问题 


15 我 们 把 对 应 于 边界 条 件 
Ф" (0) =90)Ф-(0) 1 O 
я | 
p+ = [6 (0170-0) 在 了 上 (1) 
的 齐 次 联 精 圈 题 叫做 是 相 联 的 齐 次 联 本 问题 正 象 通 常 那样 ， 梳 


елт Е АН Е. 
Ф ”这些 公 式 中 前 个 与 公式 (130,4) 是 一 至 的 ,但 是 ,这 对 我 们 并 不 重要 ， 
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在 相 联 的 间 题 的 解 之 问 存 在 着 紧密 的 联系 ， 亦 就 是 , 容易 看 
出 ,如 果 
Х (2) = [= | 
是 问题 (ИЕР ИЛИ, 
20) = 180) 1 do 
а 
НС Е, НХ (2) Ер (П) ЕР, 那么 , 由 正规 解 
短 阵 的 定义 ;行列 式 
4A(z)=det Х (=) 
在 有 限 距 离 内 处 处 都 不 等 于 零 . 因此 , Нм ЕХ (2)17 070 
Ls(z) 都 可 以 由 公式 


__ 8 (2) 
£8= 209 (181.1) 


ЖЗ 482) 是 行列 式 4(2) Ф 2) 的 代数 余子 式 , 且 它 
们 都 是 在 无 穷 远 处 有 有 限 阶 的 分 区 全 和 纯 画 数 . 
再 者 ,从 关系 式 
х+ф`=а 9х0, 

显然 可 得 

С 0) 197 (091027 01-4, 
而 这 就 表明 , ЕЕ С Са) 2 ЛЬНА СГ) ЗЕ то У У НО 
НН. ТАБ, МЕРИ 


det 2 (2) =ае [Х' (2) 17" = у: я 


ДЕН ЕЛЬ РЕ. РЕЖ, 24 Х (2) ТЕЗЕ ВЕ 
时 ,我 们 的 结论 已 经 得 到 了 诈 明 . 
现在 假定 , ХНА. ЗАВ ЕЛ (ха) 
表示 人 解 8 (2) = (40, 25, …， №) Е РЕЛЬ. ЖА, Н АЈ 
МНН Е У, АТА, 
29 (2) = 6 |28 (2) | = дец х2 (2) | 
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在 =- оо РЕ, 此 处 已 令 Xe (人 一 2 和 人- 但 是 ,依据 
(181.1) Й 容易 看 出 ， 


0-50), (181.2) 


其 中 42(z) ЖКТ 29 (2) 中 元 素 Xe (2) 的 代数 余子 式 、 从 
最 后 公式 首先 可 以 知道 , 解 54(z) = (0, 08, 5-6, С) 在 无 穷 远 处 的 
阶 数 正好 等 于 ив, 行列 式 


det| 2—*э (а (2) | = 2972) 15) 


在 无 穷 远 处 不 等 于 零 . ОКЕЕВ Т, НВК 2 (2) = [Х' (0) ] "ЖЕ 
问题 全) АЧ ДЈЕВЕ. 

从 上 面 还 可 以 得 出 , 如 果 жа, xa，…， wn 是 问题 (I) 的 偏 指标 ， 
ЖА, ж, мы …， и, лр (Т) 的 偏 指标 ， 因 此 , 相 联 


os 0 oo ооо 


21 特别 是 ,我 们 考虑 有 ет" (Ф 及 (1) 在 无 穷 远 处 
取 值 零 的 解 的 问题 . 
假定 ка, ха, "7", х, АЛЕНЕ (Г) 的 偏 指标 ,又 假定 
и ив 02 та... (181.3) 
(如 果 所 有 к, 都 不 是 中 的 ,那么 , тет 如 果 宅 们 都 是 员 的 ,那么 ， 
我 们 认为 т=0). 
另外 ,我 们 还 合 
入 一 X1 十 X3 十 … 十 zw ， 一 内 一 Xi 十 Xp+3 十 十 xn (181.4) 
因此 
: 入 一 凤 一 %。 (181.5) 
ЖА (128.6), И (Т) ТЕЭ09У А У ЖЕ Я 
是 ,在 无 穷 远 处 的 阶 数 不 超过 8 一 一 1 的 解 ) 由 公式 
Ф(2) = (2) Ра) + а) Ри а) тех (2) Pr 3(8) 
(131.6) 
给 出 ,其 中 Pw-1(%) 是 次 数 不 超 过 %j 一 1 的 任意 系数 的 多 项 式 (24 
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х,<0 ВУ, Р», 1(2) =0) ,或 者 由 公式 
Ф(2) = Х (2) Р(2) (181.7) 
ЖН, 这 里 Plz) НИ Рз (2), Р,,-1(2), ++, Ра) узев . 
МЕ: 
Р(2) = (Р,„-1, PT Ри. 1). (131.8) 
如 果 用 C1, Сь, …, 0; 表示 多 项 式 Р, (а), Р (2), +, 
Р»„-1(2) 的 系数 按照 任 一 种 欢 序 排 烈 的 车 果 @ , 那么, 容易 看 出 ， 
了 (2) 可 以 表示 为 下 述 形式 
Р(2) =С;Рі(:) OsP’(z) TF.…+O0.P’(z), (181.9) 
其 中 Ро) ИТВ, УРТ ЗЕНИТУ — КАИРА, 
ШЕРА узе ЛЕ 2 МЕА. 显然 ,向 量 P1(z), Р* (2), 
9, Р^(2) АЕ. 
因此 ,根据 (181.7) ， 
Ф (2) = ОФ (2) -+ OB (2) + +-С,Ф%(2) , (181.10) 
Ж Ф(0), Ф? (2), ---, (2) 是 由 公式 
Ф (2) = Х (2) Р) (2), j=1, 9, --., А (131.11) 
РЕ, ЕНЕ: А (Г) 的 在 无 穷 远 处 取 值 雾 的 解 ， 
而 С, С, “ ”5 С, 都 是 任意 常数 ， 
容易 看 出 , 向 量 $*(2), $? (2), ---, $*(2) 是 粮 性 元 关 的 、 事 
实 上 , 如 果 由 公式 (131.10) 所 确定 的 向 量 $B(z) 恒 等 于 需 , 亦 就 是 
З, ш 
Ф (2) = Х (2) Р (2) =0, 
那么 ,必定 有 了 (2) =0, ху 46% Х (2) =0. 但 是 , 此 时 , 由 向 
量 Рі (2), P (2z),…:, Ра) 的 条 人 性 无 关 性 ,再 由 公式 (181.9) 可 以 
推导 出 ， С:=(.= … 一 0 一 0. 
Ф щя,>0 ЕЖА РЕВ) ЖЕНЕ му, М %j<<0 时 ,这 个 


ЛЕЗЕТ. 因此 ,根据 (131.3) 及 (131.4) ,所 有 ЕВ ЖААРТ 
Xl 十 x9 十 十 Nm 二 入 。 
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ОВЕ — Ж, ЧАА (1) 恰好 及 个 在 无 穷 远 处 取 值 需 的 多 性 无 关 
解 
D1(z), Ф (2), --., Ф^(2); (181.12) 
这 些 解 的 全 体 由 公式 (131.6) 或 者 (131.7) 答 出 . 
完全 类 似 地 ,如 果 注 意 到 , Г (о) 172 Я (Т7) УЖЕ 
障 , 而 它 的 偏 指标 是 一 x1， 一 x2,，…， 一 Xx， 那么 ,我 们 就 有 下 询 的 
КЕД: | 
А (17) ВЖЕ 9 ЕЛЬ АН АЕ — ВЕЛ Н А 
| Р (2) = [2 (2) 17 6 (2) (131.13) 
答 出 ,其 中 
@(2) = (9-1, Ома, "7, Ql) (131.14) 
ЕН. 9-„1-—9-„,-1(2) 表示 次 数 不 超过 一 % 一 1 的 任意 多 项 式 
(24 жу2>0 时 , Q-w-1 三 0)， 
我 们 有 与 公式 (181.9) 类 似 的 公式 
Q(2) = DQ (2) 二 DaQ2(z) + + DQ (2), (131.15) 
其 中 Di, 2, …, О, 都 是 任意 常数 ,而 Q!(2) 表 示 以 多 项 式 为 支 量 
| Н — О я РАЈЕ ЭСЭ ЈЫН Ф. 利用 这 些 记 号 , АА (181.13) в] 
以 表 成 : 
Ф (2) = DD (2) 十 用 3 了 2(2) +--. + РР" (>), (131.16) 
其 中 
Wi(z) = [X' (2)1-1Qi(2). (181.17) 
向 量 
71(2), №2(2), (2 (131.18) 
”是 问题 (TI ЛЕ ЕЛЬ СЕЙ. 
这 样 一 来 , ША (Г) РН и ЛЕ рОН ЭРЛ 6 
ЗЕ (131.18). 
对 照 上 面 所 得 出 的 烙 果 , Е НЕЕ (181.5), 我 们 还 可 以 断 
Ф 92 的 含义 与 公式 (131.9) 中 的 Рі (2) 的 意义 是 一 样 的 。 一 一 深 者 注 
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: В (1) 与 (1') жж ЕЕ НЕЕ ВСЕ 


ооо оа ооо 0 0 ооо оо 


чей 的 《总 ) 指标 . 


$ 132， 非 齐 次 联 桔 疝 题 了 


15 我 们 这 样 来 提出 若 于 个 未 知 画 数 的 非 齐 次 联 业 问题 : 
要 求 根据 曲 六 了 上 的 边界 条 件 : 


ФФ = (0) Ф (Р) + 90 , (182.1) 
ашо, ноо 大 在 的 应 
矩阵 ， +В. а) 在 上 处 处 都 不 是 退化 的 ， 而 900 是 НЕ РЕ 
的 H 类 的 向 旱 . 

用 下 面 的 方 法 我 们 容易 得 出 这 个 辣 题 的 解 . 

仍然 假定 Х (2) н (132.1) 15 9(0) =0 而 得 出 的 齐 次 问题 的 
ЈАНЕ, 那么 ,由 公式 (128.2) ， 

аф = 有 T+ [TD1T. 

把 这 个 表示 式 代 入 (182.1) 之 中 ,我 们 得 出 

[XZ+) G+) — [XDD = [X01 gt), 
由 此 再 根据 在 $ 121, 3” 段 中 所 指出 的 结果 ,可 以 知道 , 所 言论 的 
旬 是 适合 所 提出 的 条 件 的 所 有 解 ,都 由 公式 


__Х@) 
7974 


РОВ 


{, [Х* (03004 +х(Р(®) (182.2) 


Ф 早 就 指出 过 ， 中 . Д. Гахов ЯН Т ТТЕ Я ОЕ К 
зу НОАК. ЖЕНЯ] Ч, КАТЮ ТЯ АТК СЯ 
ЕН, Е НРУ ОЕ НГ 5 Ј. Реле} [2] 对 齐 次 问题 
所 稚 出 的 方程 组 类 似 的 Fredholm 积分 方程 租 。 不 过 , Ф. Д. Гахов 用 这 个 方法 并 
没有 得 出 比较 完整 的 解 。 但 是 , 在 这 一 节 中 将 要 指出 , 利用 与 里 . Д. Taxos 在 单个 未 
知 画 数 情 形 下 所 用 过 类 似 的 方法 , 容易 将 非 齐 次 问题 的 求解 妇 糙 为 对 应 的 齐 次 于 题 的 
求解 。 在 此 处 所 推导 的 解 是 在 Н. И. Мусхелишвили 和 Н. Ц. Векуа 的 论文 [1] 中 
稚 出 的 。 
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P(z)= (Р:, Р, *…, Р,), 
ЯВ, РО 都 是 任意 多 项 式 
我 们 把 与 已 答 问 题 对 应 的 齐 次 联 桔 辣 题 之 偏 指标 x%1 ,xs,… ,x 
和 总 指标 x 分 别 吓 做 已 输 问 题 的 偏 指 标 和 总 指标 (或 者 简称 指标 ) 
2° 从 进一步 应 用 的 角 朗 来 看 ， 特别 重要 的 是 要 找 在 无 穷 远 处 
取 值 零 的 解 . 
ЗЕЕ ЕВ) 2° 段 中 那样 ,假定 
му 0322-02202 д2, (132.3) 
入 一 2 十 Xt3a 十 … 十 xn， Иа и,. (182.4) 
现在 我 们 引进 记号 | 
С (0) 172900) =ВО = (а, ћа, е, №); (182.5) 
那么 ,公式 (132.2) 显然 可 以 改写 成 


202) = А ИИ 


г 1—2 


注意 到 ,对 于 很 大 的 |z|, 有 


| а 一 — 2 А Һ() 27% |, tha(t) dt 


— = | £2h (© 41—..., (132.7) 


ЗОНА НН (182.6) РНЕ РЕБЕ А, , 
容易 断言 ， 存 在 在 无 穷 远 处 取 值 零 的 解 的 充分 和 必要 条 件 是 自由 
Ну же и ТЖ: 

|, еъ, j=0, 1, 22, фи, 82.8) 

а=т+1, m+2,.…, п, 
振 且 当 自 由 项 适合 这 些 条 件 时 ,所 要 找 的 形式 的 一 般 解 由 公式 
(32.2) 葵 出 ,在 其 中 应 该 假定 
Р(2)= (Pi, Pas, Pi 0, 0, …，0)， 
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此 处 Р, 1=Р,, 12) 表示 次 数 不 超 过 wj 一 1 的 任意 多 项 式 ( 当 
%j 一 0 В, Ps-1(2) =0). 
条 件 (1832.8) 的 侈 体 可 以 写成 一 个 条 件 的 形式 ; 亦 就 是 ， 将 等 
式 (132.8) 乘 以 任意 常数 后 ,并 把 它们 相 加 ,我 们 得 出 
| |, оова, (182.9) 
其 中 9@ 是 由 公式 

@(® = (0, 0, ---, 0, QQ) 

所 确定 的 向 量 , В 9_„1=@_„,1(2) 表示 次 数 不 超 过 (一 %j 一 1) 
的 任意 系数 的 多 项 式 ， 

为 一 致 起 见 , 正 象 在 上 一 节 中 那样 ,今后 我 们 写 出 
Р(2) = (Ри а, Pai1, +", Р.„ 1), (132.10) 
9 (2) = (9 жа, Оша, а), (32.1) 
река Р.=Р.(2), Qs 一 Qslz) 理解 为 次 数 不 超 过 4 的 任意 多 

项 式 , 并 且 当 4<0 时 , Р.(2) =0, Qs(%) =0. 
利用 这 些 记号 , 车 注意 到 公式 (182.5) , 我 们 可 以 把 已 得 出 的 
结果 叙述 如 下 : 
пя (182.1) НЕБО МЕ 
是 自由 项 9() 适合 条 件 

| а 0+(0)1-19(00=0, (182.12) 
其 中 00 是 形式 为 (132.11) 的 任意 向 量 ; 当 适 合 这 人 НЫ, 所 


ьо о о 6 


па зи 一 项 在 现在 的 情形 下 是 由 (182.1) 取 

98) =0 而 得 册 的 齐 次 问题 的 在 无 穷 远 处 取 值 雾 的 一 般 解 ; 这 一 

项 是 所 提 到 的 齐 次 问题 在 无 和 旁 远 处 取 值 需 的 北 性 无 关 解 (8 181, 
2° В) 

Ф (2), Ф*(2), ---, ФФ (139.18) 


606 НЕ ЯР 
的 带 有 任意 常数 系数 的 线性 粗 合 . 
НЕ ЕЖА 


|, QW LX* 0700) | gO LZ" отоо) 
及 公式 (131.13) ,条 件 (132.12) 还 可 以 改写 成 
| (Фано, (132.14) 


其 中 到 ”的 表示 (182.1) АНДОРЕ АЕО — 
般 解 罗 (%) 的 ( 左 ) 边 值 ;这 个 条 件 等 价 于 个 条 件 


J, W900 ј=1, 2,6, и, (182.15) 


其 中 

pit (зу, WI (р), -.., Pett) (132.16) 
2: (132.1) КАНЕ ТЕ 29 99 зд ДЕ ХИ ЗЕ ВЧ а Е ЭСЭ АЕ 
071 (2), (+), --., Ш (2) МАН ($ 181, 2° 段 )， 由 后 一 些 向 基 
的 线性 无 关 性 ,容易 小 出 ,向 量 (132.16) 亦 是 烤 性 无 关 的 . 


$ 133 .用 素 次 逼近 法 求解 联结 阅 题 


我 们 已 盔 看 和 到， 求解 齐 次 和 非 齐 次 的 联结 问 题 实际 上 都 可 以 
ИЕН ЕАО АДЕ Е, АЛУ ЕЕ УЕ Ву р ИЕН ТЕА ЕН 
В ОДЕН ОУЕН АНЕ, 我 们 利用 了 建立 在 奇异 
积分 方程 理论 上 的 方法 . 在 $122 中 我 们 指出 了 建立 在 Fredholm 
积分 方程 理论 基础 上 的 Г. Plemelj 的 方法 . 

最 近 , Г. Ф. Манджавидзо [5] № [6] ж: ТЛИ 
НН ИЖ ДЕ ЖЕНЕ ОИ АЕ О. 我 们 在 这 里 对 这 个 方 
法 作 一 简要 的 叙 进 . 

Ф 参看 8 118, 公式 (118.6). 


® 在 $122( 第 575 页 注 @) 中 已 指出 过 ， НЕ 了 Birxhof 方 
法 是 完全 不 相同 的 ， 
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在 叙述 时 ,我们 要 用 到 在 $ 49 рН 
的 某 些 基本 概念 和 命题 . 

在 叙述 这 个 方法 本 身 之 前 , 我 们 先 指出 在 $ 49 中 引进 的 范 数 
的 某 些 在 这 一 节 中 要 用 到 的 性 质 . 

为 了 简单 起 网 ,我 们 假定 工 是 一 条 简单 的 光滑 的 封 阴 国 焰 人 . 
我 们 用 8+ 及 5S- 分 别 大 示 由 工 所 轿 成 的 有 界 区 域 及 无 界 区 域 ;我 
们 将 假定 : 当 沿 着 工 的 正方 向 移动 时 ,区 域 8+ 保持 在 工 的 左 侧 . 

ЗИМЕ СЕЛЕ Г БН Н (а) 000 сат) и Г 
的 集合 .根据 在 8 49 中 所 指出 的 糖果 ,如 时 用 下 法 引进 范 数 

ІУ пах |7 Ol+sup 0 0 


1—1“ 
他 友 , БЕГ), ЖА, К л З НО В ЕДК Е А 04 
Н“. 我 们 用 У ОКТ АНЭУ а. 

РО) АЗ (за Н (о) ЕПОХЕ, В ВЕРЕ 
|. ЗЕЯ шах [а |а, 而 把 用 (8) ЕЛЭ ах (Ја (0 | 中 最 
大 的 一 个 . 

不 难看 出 ,如 果 访 坟 及 户 的 是 适合 互 (o) 条 件 的 画 数 ,那么 ， 

ЦАР Cmax | У (8) | + lfalet max|falt) | ДА), (188.1) 
于 是 ， 


а зо. (38.2) 
пи Р,(0) 与 Р.Ф 之 乘积 的 范 数 亦 有 类 似 的 不 等 

№: 
[А.Е «АМ ОРа) (Р. МСР) Р.) (133.18) 

Е 


Е.Р. «21Р. 21. ‚ (138.2а) 
依据 在 $18 中 所 指出 的 , 如 果 深 研 所 进行 过 的 推导 ,那么 , 容 
ВЕ В о Еф 都 适合 五 (a) 06 (а<1), нм 


Ф ”我们 知道 , ЯН ВИНЕ Т КААН Б, 便 可 以 对 某 些 这 
样 的 图 线 的 租 合 的 情形 作出 基本 解答 隙 (§ 129, 29р), 
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以 用 关系 式 


4 (4) 一 а |, ФИ — p(to) Ф 


把 它们 联系 起 来 时 ,不 等 式 
ри (6) | < С, sup [Ф (i2) 一 т 


|“ | —# 
是 成 立 的 ,其 中 是 与 因数 pb) 无 关 的 学 . 
此 外 ,显然 ， 
р) | 5 | йв р 1208) 一 2 人 5) | ， 


5% 1. SP е 
把 这 些 不 等 式 相 加 , 便 容易 看 出 ， 


We< Aosup 1207—2401 Aolghe, (188.8) 


其 中 4 是 与 9 (6) 无 关 的 常数 . 
(0 Жр) 用 关系 式 


ф (4%) = 二 | 了 ДОГ _ 1 | и 4+ 1 p(to) 


г #— ё 2 Эа] 
联系 起 来 ,那么 ,不等式 
1.8.11 (133.3а) 
显然 亦 是 成 立 的 , 此 处 Bs 是 与 (0) ВНЖ. 对 于 短 阵 亦 有 
同样 的 不 等 式 . 
不 等 式 (133.3a) 类 似 著名 的 Riesz 定理 中. 
我 们 现在 讨论 上 一 节 中 的 边 值 问题 
Ф+ (1) =<ФФ-+9®Ф 在 了 上 ; (138.4) 
此 处 我 们 把 g(t) (РА Р) Я ИРИ ФЕЯ 
未 知 的 分 区 全 纯 的 吨 阶 方 阵 ( 为 了 今后 推导 方便 才 这 样 做 )， 
我 们 假定 GC) 及 9 人 G) ЯЕ ВА исі НА 
件 ;在 此 处 我 个 还 保留 了 .上 一 节 中 的 其 他 的 限制 和 记号 . 


Ф 参看 M. Riesz [1]. 
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ЗАНЕСЕН ЗЕЛЕНИ (ЗЕНОН 
ЗЕ Г Б) ни В(2), 使 有 
IG—RI|,<s, 
此 处 为 某 一 个 正 数 , П Си О. 如 果 数 8 充分 小 ,那么 ,在 工 
上 显然 有 det В ($) +0, ЕН. [67 |, 亦 是 一 个 任意 小 的 量 (s 
阶 的 ) ,而 8—41, 是 一 个 有 界 的 量 : 
je 一 一 信和 Cs， |В-|, < 0:, 
其 中 С, С. 都 是 常数 . 
引进 记号 
ф(2)=$(2) \2Е5*, ф()=8В()$(@) 当 2ES-， 
我 们 可 以 把 边界 条 件 (133.4) 改 写成 形式 : 
pT фт (0) = 600) 9 (8) +900), (138.5) 
其 中 
а= (9— Б) В; 
根据 (138.2a) 


[Gol,<nlG—RI,IRT ,<nOe. (133 .65a) 
我 们 讨论 分 区 全 和 芳和 矩 阵 序 列 
1 Гао, 1 [оа 
Pn (2) 一 521, Р Tog А ШВ 
(m=1, 2，…) ， (133.6) 


其 中 Фо (0) =0. В, Фа 及 ФФ жа Н (и) ЖЕ. 
从 (133.6) 得 出 


pri(2) — Pin (2) = 5 |А Go (+) Гры) — m1) 1 ; 


再 应 用 Сохоцкий- Р1өлөї) 公式 ,我 们 不 难得 出 ， 


Ф 不 难 证 明 : 可 以 用 有 理 丽 数 按照 Н» зера ЖОКЕ ЕАУ 4 的 及 条 
件 的 画 数 jd оси; 一 般 讲 来 , ЖЕ о =): зер ЕН, f(t) 可 以 用 变量 + 的 分 
段 各 性 的 函数 ( 亦 就 是 ,在 引 arBk 上 为 形式 ал 4-0. ВИА, У, xBx 二 上 ,ak 与 Bk у 
常数 ЖИ; 其 次 , 可 以 证 明 , 能 用 对 t 具有 连续 导 醒 数 的 画 数 米 捍 近 分 段 粮 性 的 西 
数 ;最 后 ,容易 证 明 , 可 以 用 有 理 画 数 来 逼近 这 样 的 画 数 。 
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Физ (№) — Фи (№) 
一 | о-ва] - 6%) 1р0) 5-а) Ф. 


227% t—ito 
、 (133.7) 
从 而 ,根据 不 等 式 (138.3) 
[gari— pals <А, Со (ра Фи-1) [5 
<nd,|Gol, Ф pail, 
<belgi— parsl,, (133.8) 


其 中 А, =. А,, 
从 不 等 式 (183.8) 可 以 推出 
[Фаз Ра С) "||, m=1, 2,.…, (183.9) 
因此 , 当 А,е<1 В, ЖЖ 
> [ран Ф|, 
АЈС САА. 

这 样 一 来 , 序列 oz (0) 按 Н? Ауа ЯСТ ф- (0). 
同样 地 (2) ВОРА фт (Р). ЕВЕ р (0) А ф-(0) ФЕ 1 ЕЕ 
合 互 (2) ЖИ А ЕРЕЕН (А 36 ВЈ Р Б 25 й Н 
Фф (2) 的 边 值 ;同时 它们 适合 边界 条 件 (133.5)， 

现在 取 9(@® ФРА()Е (0), ЖА, 从 边界 条 件 (133.5) 可 
以 得 出 

о") 900 В) Гр-(0 +]. (188.10) 
现在 在 上 面 所 进行 的 推理 中 , ОЕ а (0) КО А () 
(此 时 , 召 显 然 可 以 换 成 及) ,我们 可 以 作出 一 个 在 无 穷 远 处 取 
值 零 , 并 且 适 合 边 办 条件 
д = (Р) Е(Р) 0 (0 + Е] (188.11) 
АЛБ ЛЕЕ (2). 

5. (188.10) 5 (188.11) 可 以 得 出 

det ф* (Е) деу? (2) =де [7 (К) + Е] 607 (0) + Е]. 
因此 , 画 数 
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а ={ dotg (2) "det (2), 当 2EQS+， 
деё[ф (2) + Е] -4е [4 (2) +Е], 当 2ES- 
在 全 平面 上 是 全 和 纯 的 ;因为 它 在 无 穷 远 处 等 于 1, РБА (8) =1. 由 
此 得 出 ， 在 S* 十 工 内 ае р(2) +0, ДЕБ--- Г М аөі[ф(2)- Е] +0. 
РЕЖ, 
| ф(2), 当 2EGS+， 
| ново +в, 当 zES- 


АНН 

Ф (2) - 900) Ф- (0) 
ДЕЕ УХ "РИН. 正 象 我 们 在 上 面 已 看 到 的 那样 ,从 
这 些 解 出 发 ,可 以 作出 正规 解答 阵 及 典 则 解 徐 阵 这样 一 来 , 辆 题 
便 得 到 了 解决 . 

上 面 的 方法 可 以 推广 到 GC) № 9 都 是 属于 互 o 类 的 情形 
(Г. Ф. Манджавидзе[ 6] ) ， 就 我 所 知 ， 还 可 以 推广 到 年 障 G (2) 仅 
是 连续 的 ,而 9(Ф) 是 属于 Г, 类 的 情形 (p>>1) (Г. Ф. Манджавидзе 
和 Б. В. Хведелидзе[1]). 

НЕ ”上面 所 进行 的 推导 表明, 如果 G@G 人 昌 及 9 的 适合 指数 
жр Н ЖЕ, ЖА, НИ (133.4) 的 任意 解 的 边 值 适合 指数 为 
一 97 的 于 条 件 , 此 处 wm 是 任意 小 的 正 数 . 进行 了 补充 推导 以 后 ， 
能 够 指出 , 当 风 < 工时 , 解 的 边 值 将 适合 指数 为 上 的 互 条 件 . 

事实 上 ,从 等 式 (183.7) 可 以 导出 : 

[ari— Фи „Аи [бо (Фи — Физ) 14; 
但 是 ,依据 (133.1a) - 
[6% (pin— фи-1) [М (Go) | Фи Фи-1 м 
М (фу Фа) * [во „}. 


М (4) < 16], 03е, 
М (фа pa Slon— Фа-11,< (А8) "фі |, 


612 第 大 章 奇异 积分 方程 组 和 若干 个 未 知 汞 数 的 联 灶 问题 
后 一 个 不 等 式 是 根据 (133.9) 得 出 的 ， 这 样 一 来 ， 
рана Фи < Dielpn ~ Фы-н| t+ аСА,8) "2, (188.12) 
其 中 
Ру=т?С,А,, Р=пА, |6,1 |,. 
从 不 等 式 (133.12) 可 以 导出 
Хота ае 5) les-pialst DD в)" 
或 者 | 
GDis) Ў) аа Фай, Рае рг, 5) Св)", 
因此 ,如 果 е 充分 小 , 亦 就 是 说 ,如 果 Dis <1, 4,s <1, ЖА, 
ЭК 5) [ртн — 1, 是 收敛 的 , 亦 就 是 说 ,序列 px (D) 按照 空间 
Не уль ови, ЯН ЦАА АА РЕ Г Ьа О А у Н 
条 件 . 


ПІ. 应 用 于 研究 奇异 积分 方程 组 
在 前 一 部 分 中 所 叙述 到 的 辕 果 是 利用 第 一 部 分 的 糙 果 而 得 出 
的 ， 这 些 业 果 本 身 亦 可 以 再 用 来 对 第 一 部 分 中 所 和 狂 述 到 的 奇异 积 
分 方程 理 葵 作 重要 的 补充 . 
$19. 用 于 特征 奇异 积分 方程 组 的 研究 
我 们 来 时 论 在 $ 119 中 叫做 特征 方程 租 的 奇异 积分 方程 租 : 
haalio) polio) + Ве оар) 


五 4—1 


(a=1, 2, .-, т), (134.1) 
或 者 用 敌阵 形式 表 出 : 
Коре) р) +200) | PO +), (184.9) 


г Ё—1 
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其 中 
A(to) =| Ав), В) = Вов 1, 
а, В=1, 2, ·.., № 
ЖА Г ЕЈР Н 类 的 矩阵 ,而 


У (в) = (№, Ра, Ка Р) 
及 


p(to) = (ф1, Фэ, ‘~, Фа) 
分 别 是 五 类 中 的 已 知 向 量 和 未 知 向 量 ， 
我 们 将 假定 方程 粗 (184.1) (或 者 同一 方程 (134.2)) 是 正则 型 
的 方程 组 ,这 就 是 改 , ИЕН 
°@=А(-В®, 2() = А(0 -В() (134.3) 
在 亏 上 处 处 都 不 是 退化 矩阵 , 亦 就 是 部 ,在 也 上 处 处 都 有 detS +0» 
det D¥0., | 
求 方 程 粗 (134.1) 的 解 ,可 以 极 简 单 地 归 竺 为 和 它 有 紧密 联系 
的 联 烙 圈 题 的 求解 (在 $123 中 为 了 相反 的 昌 的 我 们 已 经 利用 了 这 
种 联系 ) . 
亦 就 是 ,在 研 宪 时 我 们 引进 分 区 全 纯 向 量 


00-51| 20%. (134.4) 


此 时 ,根据 Сохоцкий-Р1еше! 公式 
~ Ф) = (6) 一 于 (to) ， 
而 | 004 (и) + 6- (to) . 


тё г 1—10 


(184.5) 


把 这 些 值 代入 (134.2) 中 ,并 注意 到 (134.3), 我 们 得 出 (把 为 字 作坊 
800+ (0) = DED +70) 
或 者 
Ф (0) -6(0-®+90, (134.6) 
此 外 已 全 
GO =108%1-2®, 90 = 180017700. (184.7) 
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这 样 一 来 ,方程 (134.2) 在 下 述 意义 下 归结 为 非 齐 次 联 精 乓 
题 : 由 方程 (134.2) 的 每 一 个 解 , 根据 公式 (134.4), 对 应 问题 
(134.6) 的 在 无 穷 远 处 下 值 需 的 确定 解 ， 而 问题 (134.6) 每 一 个 这 
样 的 解 依据 公式 (134.5) 中 的 第 一 式 与 方程 (184.2) 确 定 的 解 相对 
№. 

ейте $ 132, 2° 段 中 所 得 出 的 车 果 , 当 且 仅 当 适合 条 件 
(132.12) 时 , 1 (184.5) 7 15 ЛЕ 5 99 0 ДЕ ХАН 25 ИЖ, ЯА. 
在 这 种 情形 下 , 解 由 公式 (132.2) 葵 出 ,在 其 中 PGz) 具有 形式 
(132.10). 

从 公式 (182.2) 再 依据 Сохопкий-РЛешен 公式 ,可 以 得 出 中 


D+ (to) = (to) {GLE to) g(t) 


1 Й х0) ода) т + (to) P(to) , 


в 9 (134.8) 
Ф000) {50 0017900) 
І Г [ХФ Файт 
十 521, #2, }- 9 Х-(А)Р(), 


因此 ， 依据 公式 p (加 ) =Ф*(%)-Ф-(ъ), НОННА р (2) 
的 表示 式 ， 为 了 入 化 后 一 个 岩 示 式 , 再 引进 下 列 记 号 旬 
MGOPINMOP OOGOP TINOP eG (134.9) 
А0) -1[8-9+0(01, 
1 (134.10) 
В“) = — 51500 一 DOD]， 


我 们 得 到 


о 我 们 把 书写 成 本， 这 当然 没有 什么 关系 。 
Ф 在 (134.9) 中 以 及 引进 (134.10) 时 ,我 们 利用 了 关系 式 ; 
X+—GX-，G=6-1D. 
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од ео) 0209 | ОТО 


一 如 
+В" (to)Z (to)P (to); (134.11) 
容易 看 出 ,充分 和 必要 条 件 (132.12) 在 这 些 记 号 下 可 以 写成 
|, РО) [2' (01726 (0 а=0. (134.12) 


我 们 提醒 一 下 ,在 公式 (184.11) # (184.12) 中 
Р(®) = (Р, 1, Po, ~, Риз), 
9(0) = (Qn 2, Ql) 
其 中 Р,=Р,(0), 0.= 6,00) К a 次 的 任意 多 项 式 , УЕ 
且 当 a<0 时 , Р„ (4) =0, 9.(0) =0. 
仍然 假定 


Иа 0322 т О > Ива Итан, 


(134.13) 


(134.14) 


Ани Ниш Ш ра д, 
公式 (134.1) жата аА РО), Тя г 
形式 (人 $ 181, 2° В): 
Р() = С.Р) +0,Р?(0) +.-+0,Р*Ф, (184.15) 
其 中 C1, 0s,…, О, ЖЕНЕ т РЕФ, Р?(0), --., РР 
一 些 以 多 项 式 为 支 量 的 完全 确定 的 黎 性 无 关 向 量 ， 
与 此 同时 ,在 公式 (134.11) 中 
В* (4%) (6) P(to) = Озу (to) +Озу? to) 十 十 CCto)， 
(184.16) 
其 中 
у” (ю) =B*(t0) Z(t Р"(6), a=1,2,..…,\ (134.17) 
是 五 类 中 确定 的 向 量 ; 容 易 看 出 ,它们 是 米 性 无 关 的 ， 事实 上 ,如 
果 对 于 某 些 常数 01, 0,…, С», (134.16) 右 端 恒 等 于 需 , 那 么 ,有 
ВР) =—3[X (to) — Х- 6 P(to) =0, 


由 此 可 以 知道 ,向量 了 (2)P (2) ДЕЗ ЕН ЕЖА; М ЕЛЕ 
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ЗЕЕ, О, АЖ Х (2). Р (2) =0, 由 此 推出 , Р(2) =0, 
ЕН 0,=С,=--.=0,=0, 而 这 亦 就 证 明了 我 们 的 烙 论 . 

在 条 件 (134.12) 中 的 向 量 @G 可 以 表 成 (§ 181, 2° ВЕ) 

QO) = DQ +00 (0) +-----0,9(0), (184.18) 

其 中 DD, Ds,…, 六, 都 是 任意 常数 ,而 全 从 ,由 人 900) 
是 一 些 以 多 项 式 为 支 量 的 确定 的 线性 无 关 向 量 。 因此, 条 件 
(184,12) 等 价 于 个 条 件 


JF OW DAO а-1, 2, =, ш, (184.19) 


其 中 
(В =[2'(9 1-8" (®, a=1, 2, и. (184.20) 
向 量 уо 的 都 是 属于 总 类 的 。 ЖЕЖ, ЕВЕ 
的 ， 事实 上 ,如 果 对 于 有 些 常数 Di, D，,，…， Di，, 我 们 有 
Рр (0) + Р? (0) +... Рр (0) = 
2, 12 00)176(00) =0, 其 中 QG) 由 公式 (134.18) 确 定 ; 但 是 ， 
此 时 , 900) =0, 因为 det[Z 的 ] 于 显然 不 等 于 零 , 而 由 此 再 依据 
向 量 00 (0) 的 线性 无 关 人 性 有 
р:=Г,=...=р,=0, 
这 样 一 来 ,我 们 就 有 下 述 的 车 果 : 
方程 组 (184.1) РОНЕ ‘ва. 2) 可 解 的 充分 和 必要 条 


9 
ооо 
ооо 


РАНЕН ко ож, Лян 0184.1) 或 者 
一 方程 (184.2) 以 及 算 子 ?的 偏 指标 及 总 指标 ， 我 们 把 总 指标 亦 
馆 单 地 称 做 指标 . | 

我 们 指出 , 如 果 所 有 偏 指标 都 不 是 员 的 , 那么 ,可 解 性 条 件 总 
满足 ,并 且 解 包含 x 个 任意 常数 
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我 们 现在 寻 论 由 (134.2) 取 了 一 0 而 得 出 的 齐 次 方程 在 这 种 
情形 下 ,可 解 性 条 件 (184.12) 是 适合 的 ,并 且 我 们 有 下 述 精 果 : 
齐 次 方程 
Ep=0 
恰好 及 个 各 性 无 关 解 ， 特 别 是 ,如 果 和 0, 亦 就 是 ,如 果 所 有 仿 


指标 都 不 是 正 的 ， 那么 , 章 次 方程 就 没有 蜡 于 堆 的 解 . 


$135. 特征 方程 组 的 相 联 方 程 租 的 太 罕 


1 我 们 现在 讨论 与 特征 方程 组 (134.1) 相 联 的 奇异 积分 方程 
钥 , 亦 就 是 ,写成 乍 阵 形式 为 下 烈 形式 的 方程 粗 : 


кре) ОО ов), (185.1) 


Ее 40), В) ВЕ НМ А), В) ВЫ, 
9%) 是 互 类 中 的 已 知 向 量 , (0) 是 Н 类 中 的 未 知 向 量 . 

形式 为 (185.1) 的 方程 当然 可 以 单独 地 讨论, 但 是 , 把 它 与 广 
程 组 (134. 了 或 者 完全 一 样 的 方程 (134.2) 联 系 起 来 讨论 ， 会 更 为 
方便 ;而 且 这 样 做 并 不 致 失去 一 般 性 . 

也 可 以 简单 地 , 但 是 要 用 稍为 不 同 的 方法 , 便 能 把 方程 
(185.1) Ее ТВЕН. 

ЖАН, ЗЕЛЬЕ НО НИНЕ 

多 加 = 十 | 20004. (185.9) 


2—2 


如 果 注 意 到 公式 
B' G0) (tio) = 100" (0) —P-(h)], 


ВОЙ нь) 0)]， 


затеи, 85.1 РЕ: ЗН 
上 的 边界 条 件 : 
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2 А' (№) 0 (6) = (6) НЯ (®) +29 (%), 
2 В' (to)w Qo) = = (to) — V(to), 
ТЕ І Еб №, за НЩ Н 向 量 И (2) 和 一个 在 天 内 


人 : Кек снин 让 而 得 的 ) 条 件 : 
5" (в) 4 (в) + (в) +9), (185.8) 
D' (6) w(to) =Ч9 (0) +90), 
其 中 
5' (в) =A'(to) +В (и), 2 (6) = А) – В) 
或 者 在 工 上 
(в) = [S(t 1 (о) + LS (t0) 1729 (00), 
4 (в) = СО (6) 1790-0) + 0" (6) 1—10 (6). 
Нб ЕЕК, ЗАРАНИЕ ВЕБЕ Е СИЗ о С 0) 
Wr) = [а (91-7 -(® + 019" 1 В }9(®, (185.5) 
О ЕН 
G( 人 办 一 [TS (009172000 (185.6) 
ТЈЕР, 而 0 АСАН, 并 且 要 求 所 要 找 的 解 在 无 穷 远 处 
等 于 雳 ， 解 出 这 个 问题 以 后 ,我 们 可 以 根据 公式 (1385.4) 中 之 一 找 
НСО. 

这 样 一 来 ,求解 与 方程 租 (134.1) 相 联 的 方程 租 (135.1) ,可 以 
归 竺 为 找 与 上 一 节 中 的 问题 (134.6) 相 联 的 联 和 精装 题 (135.5) 在 无 
ЭРО ИЕ ЛУ. 

我 们 知道 , 如 果 Х (2) 是 与 (134.6) 对 应 的 齐 次 联 精 阅 题 的 典 
ДОИРА, 那么 , СО (2) 1-1 是 与 (185.5) 对 应 的 齐 次 联 精 间 题 的 
ЗЕ. 

ЗЕ, НЕРЖ УЕ ПАИ а р ЕВА, 
ДПИ, 0, 可 以 认为 , 相 联 的 奇异 积分 方程 租 (134.1) 及 
(185.1) 的 求解 问题 , 亦 就 是 ,方程 


(135.4) 


НЕ 
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Kp=f, К’ф=9 
的 求解 问题 是 等 价 的 问题 . 
25 我 们 特别 时 论 与 方程 
Кор-=0 
相 联 的 齐 次 方程 (方程 租 ) 
到 "一 0， = 
与 及" 一 0 对 应 的 联结 问 是 (135.5) 变 成 了 齐 次 联 精 问题 
+ (0) = [0 (0) 170 (0). 
а — “АЕО ЛЬВИНАЯ „ВЕНА, (8 181, 2° 
в) 
9 (2) = [Х' (2) 1 (2) (185.7) 
给 出 ,其 中 利用 了 8 131, 2° 段 中 的 记号 
© (2) = (0.1, Ө, yo)， (135.8) 
#8 9.=0.(2) 表示 次 数 不 超 过 a 的 任意 多 项 式 ( 当 a<0 时 ， 
Qalt) =0). | | 
所 要 求 的 方程 Коу 0 的 一 般 解 可 从 公式 (135.4) 中 的 任何 
一 个 确定 , 在 其 中 现在 我 们 应 该 假定 9(04)=0. 如 果 我 们 同时 利 
用 记号 (184.9) ,那么 ,我 们 就 得 出 要 找 的 一 般 解 为 形式 
出 的 一 E ©1890), (135.9) 
或 者 如 果 回 忆 起 ,依据 公式 (31.15) 
QO =2.9: (0) +.р,9° (0) +:..+.р,0“ (0, (185.10) 
其 中 Di, Ds,…， О, 是 一 些 任意 常数 ,而 9), 900), +6, Ө (0) 
是 一 些 以 多 项 式 为 支 量 的 确定 的 米 性 无 关 向 量 , 那 么 ,我 们 就 有 . 
= Dp) + Dap?(t) + + Рр (0), (135.11) 
其 中 
(О =[7'(0 1], a=1,2,.%, ш (185.12) 
иду Кор 0 НЕЕ ЭЭС. 
现在 我 们 看 出 ， 出 现在 方程 К?р =} 的 可 解 性 条 件 (134.19) 
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中 的 ,并 且 由 公式 (184.20) 所 确定 的 向 量 4 (0) (а=1, 2, ---, и) 
是 与 公式 (135.12) 所 确定 的 向 量 一 致 的 ， 并 且 它 们 是 相 联 齐 次 方 
程 Кор =0 的 米 性 无 关 解 的 完备 系 .， 根 据 $ 120 中 的 一 般 性 定 
理工 可 以 知道 ,这 果然 是 如 此 . 

3% ЕФЕ Т ЕЖУ 及 "9 一 0 的 米 性 无 关 解 
的 个 数 等 于 入 ; 刚才 我 们 断定 了 ВА Кор 0 的 线性 无 
关 解 的 个 数 等 于 jy， 回 想起 , 入 一 j=%, 我 们 便 得 出 下 述 结 果 : 

相 联 的 齐 交 方程 К'р= 0 及 有 "小 =0 的 粮 性 无 关 解 的 个 数 之 


把 这 个 精 果 与 06 的 定理 芽 对 照 一 下 ,并 且 回 想起 ,根据 算 
子 及 的 指标 之 定义 可 以 知道 ，K 的 指标 等 于 有 &? 的 指标 , 而 算 子 
Кэ К 的 特征 部 分 ， 我 们 便 得 出 8 120 че Е ПТ АЕ ВЯ, 在 
$120 中 拓 没 有 说 出 证 明 . 


$136， 将 联结 赔 题 的 解 应 用 于 奇异 积分 方程 组 的 正则 化 


< 完全 类 似 于 在 $57 中 对 于 单个 方程 的 情形 那样 ,从 在 
$8 134, 135 中 所 得 出 的 特征 奇异 积分 方程 租 及 其 相 联 方程 租 的 
解 ,容易 导出 奇异 积分 方程 组 的 一 个 正则 化 的 方法 . 
特别 是 ,从 这 左 法 出 发 ,能 够 得 出 在 $ 120 中 用 其 他 方法 证 
明 过 的 基本 定理 . 事实 上 ,在 Н. П. Векуа 完成 的 著作 中 , 便 首先 
是 这 样 来 证 阴 这 些 定理 的 (如 果 不 考 碟 到 首先 由 G. Giraud ВЕ ВВ 
过 的 定理 ) ,在 这 著作 中 仅 利 用 了 我 的 一 般 性 指示 .在 我 们 合作 的 
— 25 (Н. И. Мусхелишвили 和 HH. П. Векуа[1]) 中 ,对 这 篇 
ВСЕ 7 ЖИРЕ (ВЕРЕЯ x 的 
明显 和 有 效 的 表示 式 ) ;在 本 章 第 二 部 分 中 主要 利用 了 它 的 一 部 分 
ВЕ. 
刚才 所 指出 的 正则 化 方法 在 一 般 情形 下 效果 上 比 之 $120 中 所 
指出 的 方法 要 来 得 差 ， 因 为 它 个 和 若干 个 未 知 画 数 的 联结 阅 题 是 
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有 联系 的 ,而 后 一 种 联 糙 问题 , 一 般 讲 来 , 与 单个 未 知 画 数 的 情形 
是 不 同 的 , 它 是 不 可 能 完整 地 解 出 的 ( 亦 可 以 参看 2” В), 

但 是 ,在 一 么 列 具有 较 大 实际 意义 的 特殊 情形 中 ,与 所 讨 葵 的 
奇异 积分 方程 想 对 应 的 联 业 问题 都 可 以 有 效 地 解决 ,因此 ,刚才 所 
指出 的 正则 化 方法 从 应 用 的 角度 来 看 浆 是 非常 有 用 的 . 

例如 , ВЕ А 及 BU) ШЕЕ (Е Е 
С (0) = ГА(0) +В(0) 15А —B()] 的 元 素 亦 都 是 有 理 夯 数 ) 时 
($ 129) 以 及 在 某 些 其 他 的 情形 下 中 , 便 是 这 样 . 

2° 在 $55 中 叙述 过 的 ,基于 И. Н. Begya 等 价 性 定理 的 研究 
奇异 积分 方程 的 方法 , 亦 可 以 推广 到 奇异 积分 方程 组 的 情形 ， 在 
Н. П. Begya 有 价值 的 论文 [2 中 便 是 这 样 做 的 , 我 们 让 读者 去 参 
看 这 篇 论文 . 特别 应 该 指出 , 将 奇异 积分 方程 粗 正则 化 为 与 它 等 
价 的 fredholm 方程 租 , 可 以 不 通过 实际 求解 对 应 的 联结 问题 ,这 
就 使 得 这 一 种 正则 化 的 方法 是 一 个 有 歼 的 方法 . 

ДЕ Н. П. Векуа 的 论文 [10] 中 , 将 在 859, 1° 段 中 所 指出 
И. Н. Векуа 的 糙 果 推广 到 了 奇异 积分 方程 租 的 情形 . | 


$ 137， 关 于 某 些 推广 和 应 用 的 简单 介绍 


15 从 这 一 章 所 叙述 过 的 车 果 的 重要 推广 中 (这 些 糙 果 对 一 系 
列 问 题 的 应 用 具有 重要 的 意义 ) ,我 们 首先 指出 对 于 若干 个 未 知 画 
数 的 联 千 问题 的 求解 和 奇异 积分 方程 组 的 理 给 在 间断 系数 情形 上 
的 推广 

7. Plemelj 在 我 们 不 只 一 次 提 到 过 的 他 的 论文 [2] 中 , Ч 
出 了 具有 了 间断 柔 数 的 齐 次 联结 问题 的 一 个 特殊 情形 [ 亦 就 是 , 柔 教 
是 分 段 常数 的 情形 (与 这 个 情形 对 应 的 Riemann 问题 原先 是 由 


Ф 参看 H. П. Векуа № Д. А. Квеселаза [1], [2], Н. Г. Чеботарев № Ф. Д. 
Гахов[1], Ф. Д. Гахов[5], Д. И. Шерман[7], Г. Н. Чеботарев[1], [2]; 亦 可 以 
寡 看 本 书 $ 129, ~ 
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Riemann 提出 的 ;参看 8 122)] 的 求解. 

Н. П. Векуа [31, [41 ЧН Теа Е 
租 在 杀 数 属于 Но 类 的 情形 下 的 求解 ， 在 这 两 篇 论文 中 , ЕР 
的 方程 租 是 由 方程 (96. 蕊 ) (96.12) Ж р, р ВЖЕ 
У, 9 痪 成 向 量 , 并 将 画 数 (00, 0) 换 成 矩阵 而 得 出 的 , 在 Н. П. 
Begya 的 论文 [6] 中 , 把 上 面 的 结果 应 用 于 求解 奇异 积分 方程 
Kgp=f, 此 处 区 是 由 $96 中 公式 (TD) 所 确定 的 算 子 , К, 0) 是 
Но 类 中 的 画 数 ,但 是 并 不 要 求 К 可 以 归结 为 同一 节 中 的 形式 (a) 
和 (b) 之 一 . 在 Н. П. Begya 的 论文 [9] 中 和 解决 了 奇异 积分 方程 租 
类 似 的 问题 .前面 所 提 到 的 车 果 在 Н. П. Векуа 的 书 [16] 中 都 作 
тА. 

在 Ф. Д. Гахов 的 给 文 [6 中, 指出 了 , 可 以 用 略 有 不 同 的 方 
法 求解 具有 间断 系数 的 联 烙 问题 . 在 工 了 . Магнарадзе 的 论文 
[71 中 和 给 出 了 一 个 推广 ， 在 Ф. Д. Гахов 的 论文 [7]，[3] 中 , ЖЧ 
论 了 在 联 竺 问题 中 det ОКР) 可 以 取 值 震 或 者 变 成 无 穷 大 量 的 某 些 
情形 . 

在 上 面 所 提 到 的 各 篇 论文 中 , 所 谈 到 的 都 是 当 工 由 一 些 光 少 
НОВЫЕ. ХЕ Н. П. Вокуа 的 座 文 [1 和 中 , 讨论 了 工 由 
一 些 汲 段 光 请 的 简单 围 线 所 构成 的 情形 ; 亦 可 以 参看 他 的 书 [16] . 

Г. Ф. Манджавидзе [2] 把 8$ 110, 11 所 所 叙述 过 的 和 烙 果 推 
广 到 了 方程 粗 的 情形 . 

9° ЖЕ М. П. Ганин 311, НУ Я РАМЕ 
异 算 子 及 的 作法 : 在 方程 Кр-/ ЗН тр 
情形 下 , 它 等 价 于 方程 RKgp 一 Rf, 后 一 个 方程 是 了 rodholm 方程 
(方程 粗 ) ; 在 这 篇 文章 中 著者 引用 了 И. Н. Вевуа [7] 的 一 个 想 
ж. ЛЕМ. I. Ганин 的 论 交 [2] 中 还 答 出 了 具有 同样 性 质 的 其 他 
算 子 的 造 法 ,这 种 算 子 是 В. Д. Бупрадзе[4] УЧЕНИЮ 4 ЗЕ 
广 ; 那 位 著者 井 没 有 注意 到 这 个 作法 具有 下 列 缺 点 : 它 需 要 找 出 两 
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个 奇异 积分 方程 组 的 所 有 解 . 

3° 我 们 指出 ,在 Д. И. Шерман 的 论 交 [7] 及 [9] 中 所 指出 的 
奇异 积分 方程 租 的 一 个 新 的 正则 化 方法 ， 这 个 方法 还 可 以 应 用 到 
某 些 不 属于 正则 型 的 方程 租 ， 

4° ж Б. В. Хведелидзе 的 论 交 [16]，[i8] 中 , ВЕВНТ: 在 这 
一 章 中 所 得 出 的 有 关 若 干 个 未 知 画 数 的 联 灶 问 题 的 主要 糙 果 ， 对 
于 下 述 情 形 仍然 是 有 效 的 :在 边界 条 件 (1382.1) 中 的 非 退 化 乍 阵 
G 人 是 属 手 五 类 的 ， 向 量 9 人 是 属于 9, 类 的 (р> 0), 1-4 
Ляпунов НН, 而 未 知 向 量 Ф(2) 可 以 表 成 以 了 为 跳跃 曲线 、 井 且 
其 密度 是 属于 9, 类 的 Cauchy 型 积分 。 аж, ЖГ. Ф. Мандка- 
видзе 和 Б. В. Хведелидзе 的 论 广 [1] 中 对 这 些 结 果 作 了 重要 的 补 
充 ， 亦 就 是 说 , 上 述 画 位 著者 证 明了 , 对 于 非 退 化 敌阵 GC) 只 要 
ВИТ. 

ДЕ Б. В. Хведелидзе 的 论 交 [17] 及 1181 中 , 就 下 烈 的 情形 论 
НЕ Г Noether 定理 对 奇异 积分 方程 粗 的 正确 性 ;在 方程 (119.6) 中 
的 矩阵 А (5), В(%) ЖЕ Г ЕЛЕ НК ВЕЗЕ НОЈ, 并 
且 和 条件 (1l9.10 在 到 上 处 处 都 是 成 立 的 ， 而 未 知 夯 数 及 已 知 画 数 
ФФ ЖРО 是 属于 &o(po; П) 0, Ш Жр>1, рф 是 形式 为 
(116.4) ЕЕ, ХК АТ. 

还 应 该 指出 ,在 B. В. Хведелидзо 的 论文 [181 中 ,对 做 开 的 国 
萎 的 情形 或 者 对 系数 具有 第 一 类 间断 点 的 情形 ， 在 作出 正则 化 算 
子 时 ,与 在 8 120 中 所 做 的 类 似 ,并 没有 引用 到 联结 边界 问题 . 

5° 在 Б. В. Хведелидзе 的 论文 [种 中 , 答 出 了 我 们 趾 做 问题 
V (参看 8$70, 71) 的 于 题 的 求解 推广 到 车 二 个 求知 函数 的 情形 
Е. 

6° ДЕН. П. Векуа Мля 251%, 7-5 5° 中 相同 的 问题 
у Е „АВ. ЕЕГ АГ Т ИНЕК О. 

— Ф ЖЕЛЕ Б.В. Хведелидве 的 论文 [18] 中 得 到 了 推广 。 
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7% Б. В. Хведелилзе ТЕ $76, 3° 段 中 所 提 到 的 椭 图 型 
方程 的 Poincaré 问题 以 及 这 个 问题 的 求解 . 

Т А. В. Бицалве 的 副 博 士 学 位 论文 中 (这 篇 论文 的 捕 要 发 表 
在 他 的 论文 [ 吉 中 ) „ЖН т ХИН ЖЕН, 


Ч \ ди, Ou 
4+ [4 у) да; +Вь(=, 1) ду + Oy (2, 0и == 
j=1, 2, --- 多 


情形 的 推广 , 其 中 Ал(х, у), Вл(е, у), Се, у) 都 是 其 所 有 变 
ВХ. 

3. И. Халилов [1] АВ ЕЛ Н У ВИ ЕЯ, 
ВУ ОК А З. И. Халилов[2]). 

8° ТЕ Л. Г. Магнарадзе 的 论 女 [2 中 , ЖЕ Н. П. Begya 的 论 
文 [28] 中 , 在 P. С. Исаханов #7883 141% 01 Наас, ж 
出 了 把 $117 中 亡 指 出 的 车 果 推 广 到 了 车 于 个 未 知 画 数 的 情形 . 

9° ФЕН. П. Векуа 的 论 交 [9], [11],[12] ,[15] , [191 , [20] 
(前 四 篇 葵 文 的 和 结果 在 同一 位 著者 的 书 f16] 中 都 令 述 过 ) 中 , 给 出 
了 把 $81, 4° 段 所 指出 的 问题 的 求解 推广 到 堵 干 个 未 知 夯 数 的 情 
形 上 ,并 且 将 这 个 结果 应 用 到 了 一 种 推广 后 的 奇异 积分 方程 粗 . 

在 М. П. Ганин 的 论文 [4] 中 ,给 出 了 研究 上 述 类 型 的 奇异 
积分 方程 租 的 其 他 方法 .在 他 的 论文 [8] 中 ,提出 了 作为 上 述 丙 题 
中 的 一 个 推广 的 非常 广泛 的 个 题 ， 振 且 把 这 个 问题 归 精 为 奇异 积 
АН. 这 一 位 著者 在 那 一 篇 论文 中 并 没有 对 所 得 出 的 方程 粗 
进行 过 研究 . 

10° 在 A. В. Месис 的 论文 [3] 中 , 讨论 了 当 系 数 满足 一 定 条 
件 的 代数 画 数 情形 下 的 齐 次 联 业 问 题 ， 

11° 在 1. Н. Чеботарев 的 论文 [83] 中 以 及 在 Ю. Л. Шмулян 
的 论文 纠 ] 及 [21 中 ,都 专 交 研究 了 联 灶 问题 的 偏 指标 . 

ДЕ Б. В. Боярский 的 论文 [3],[4],[5] # ‚Е И. Ц. Гохберг 
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和 М. Г. Крейн 的 论文 [] , [2] Фр ЖЕ Г. Ф. Манджавидзе 的 论 
文 [4 中 , 都 研究 了 联结 问题 的 偏 指 标 对 于 答 障 G( 微小 变化 的 
稳定 性 问题 .在 最 后 一 篇 给 康 中 所 得 出 的 关于 偏 指标 是 稳定 的 结 
论 是 不 正确 的 . 

12° ЕЕ. 836 М И. Ц. Гохберг # М. Г. Крейн 的 论 
文 [2] 中 以 及 在 М. Г. Крейн 的 论文 [1] 中 (在 那里 可 以 找到 对 更 
рта СНД), Е У ЛЕНЕ ЕЯ ра 
Ж. 

18° # Г. Ф. Манджавидзе р) #в 5С [4], [5], [6] 中 以 及 在 
В. В. Иванов НН 2С [51% ‚УЕ 7 ЖР С РОБЕ ГЕТЕА 
的 近似 求解 问题 . 

14° 下 列 边界 问题 是 这 一 章 所 研究 过 的 联结 问题 的 推广 : 

要 求 根据 边界 条 件 

Ф+ (0) = А (0) Ф- (0) -В(0Ф- (0) +g(), (187.1) 

ЭУЕ ЕАУ 2 1 Е Ф(2) = (Ф, Ф, …， 
Ф,), ЖЪА(), В 都 是 适合 Н ДЕЕ НИЕ, у) 是 已 知 
向 量 , 它 亦 适 合 瑟 条 件 . 

А. И. Маркушевич [1] 提出 了 在 一 个 未 知 画 数 情形 下 的 这 个 
问题 . 

Н. П. Векуа [21] 全 你 研究 了 这 个 问题 . 


№ = 


—. ЖЕ ВОВЕ 


1° ЛЕЗЬ, РОЖЕ Т ЭР 2 或 者 (做 开 的 或 
者 封 并 的 ) 光 滑 图 交工 的 定义 ;我 们 仍然 沿用 那 一 节 中 的 记号 ， 特 
У, ЗА Г, 的 参数 表示 式 写 成 形式 


v=g(8), У=ШС), 5853, (1) 
此 处 s 是 强 坐 标 ， 我 们 用 ?表示 缴 工 的 长 度 , 因 此 ,有 
【一 8 一 So . (2) 


假定 碳 与 刀 是 荆 上 的 任意 两 个 点 .我 们 用 oo (а, в) 
ле 荆 上 介 于 友和 如 之 问 的 那 一 部 分 之 长 度 ,并且 在 РИ 
轩 杰 的 情形 下 ,我 们 把 c ~ o (ia, 切 ) 指 的 是 较 短 的 那 一 段 绝 的 长 
ИС. ЗЕ, 在 封闭 转 线 的 情形 下 0<o < 2, ЕЖЕ НН 
情形 下 0<o <1， 另 外 ,我们 还 用 7(4, 5) 一 7 表示 点 在 与 名 之 
ИЕР. 显然, 7 是 点 去 与 妇 的 弧 坐 标 $51 与 s М М. 
我 们 考虑 所 有 使 得 


a(t, 5) >^, ол (+) 


的 各 对 点 二 和 如， 其 中 和 是 从 上 述 区 间 内 任意 取 定 的 一 个 数 , 在 
成 立 (*) 的 假定 下 ,分 

р=р(^,) =min 7 (&, В). (жє) 
ЖАН һ 5, 达到 这 个 最 小 值 ， 容 易 看 出 , (А) >0. 事 
实 上 ,如 果 p( =0, №2 „55 工 将 自身 相交 ,但 是 这 与 假定 矛盾 . 
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这 样 一 来 ,对 每 一 个 数 (0< 和 < 也), 都 对 应 地 存在 一 个 具有 


下 述 性 质 的 数 p= р) >0: 如 采 以 上 上 任意 一 个 点 如 为 中 心 ， 
以 po<p 为 年 径 作 图 周 , 那么 , 在 图 条 地 上 所 有 使 得 с (bo, 2) 2А 
的 点 Ё, 都 位 在 这 个 圆周 的 外 面 . 


2% 假定 ао 是 任意 给 定 的 锐角 : 0<ж< =. АРМЯН 


向 变化 的 连 着 性 得 出 , 存在 着 一 个 仅 与 a。 有 关 的 , 并且 有 具有 下 述 
性 质 的 数 ro= colao)>0: НЕ Г ЕН МЫ ВЕ oli, а) 
Фоо, Е С ЕН М Ь ЖЕ ВИКИ Я а 就 不 超过 ао, 
以 后 我 们 将 要 假定 оо. 


我 们 考虑 Г 上 长 度 不 超过 оо МА А. НН ЕР НЕ, № 
ВЕК 130 上 任意 两 点 т: 和 za 的 弦 与 去 ( 或 者 如) 处 的 切线 之 问 所 
ЖЕНЕ ао; 事实 上 , ЛЕЩ тато 上 总 可 以 找到 一 点 , 在 
这 个 点 处 的 切 久 在 行 于 所 讨论 的 豆 ， 

3° ню 是 工 上 任 一 个 定点 ， 我 们 讨论 由 工 上 适合 条 件 : 
с (їо, #) Зоо 的 那些 点 t 所 构成 的 缴 Го, 此 处 ae ЕН Е № 
的 数 . 不 失 一 般 性 , 在 Г Е ЖЕНЕ НОЕ Г, 我 们 可 以 认 
为 , 5 (1) 中 的 值 3=5 或 者 зь 所 对 应 的 点 不 在 Ze 上. 点 如 把 
То 分 成 对 应 于 >30 及 s<so 的 两 部 分 ; 例外 的 情形 只 是 当 工 为 
ОРА, Т 10 是 弧 的 端点 之 一 的 情形 .我 们 诗 , 论 24 2 
І 移动 时 , 距离 7(to, 纺 的 变化 ， 容 易 看 出 , 人 = + сова, 其 中 
а 596 tot 和 ДРЛ ТЗН ЕА; 对 于 s>so 的 部 分 , 取 
“十 ?号 ,对 于 s<s 的 部 分 , 取 “ 一” 号， 这 样 一 来 , 我 们 看 出 , 在 这 
些 部 分 的 每 一 个 上 , 距离 7 是 3 的 单调 图 数 , 因为 co8 a 之 c08 ау 
= 0, ОТ. 在 这 两 部 分 上 ,我 们 都 有 

bo|s—so| < т (io, t) |s—so|. (++) 


现在 以 加 为 中 心 ,以 BR< Bo ЕВА Г, К В 是 数 
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p(oo) 及 ho0o НЯ; 我 们 把 p(co) 理解 为 1 段 中 的 p(X) 
在 入 一 ao 处 的 值 . 
容易 诈 明 ,圆周 Г 恰好 与 工 相交 于 两 点 ,除了 当 工 ,为 一 条 阴 
3%, В.М 如 到 最 近 的 端点 之 距离 小 于 五 时 的 情形 是 例外 ;此 时 ， 
ГУУ Г 相交 于 一 点 . 
实际 上 ,首先 假定 工 是 一 条 封 阴 图 米 , 当 А зо И зо +оо 
时 , Е т, 0) 从 值 0 单调 地 增加 到 值 т:22 осо Во; 因此 ,点 
与 圆周 了 恰好 相遇 一 次 ; 当 s 从 so 减少 到 so 一 oo 时 , 亦 有 同样 
情况 发 生 . 依据 在 1° 段 中 所 指出 的 ,不 存在 工 和 械 的 其 他 交点 ， 
亦 可 以 完全 类 位 地 研究 似 开 园 炉 的 情形 . 
我 们 指出 , 从 对 于 充分 小 的 о (to, #) 是 成 立 的 不 等 式 (***) ， 
显然 可 以 得 出 ， 对 于 工 上 任 一 对 点 都 成 立 的 不 等 式 
boo (hs, <, ty обы, ty) (01), (8) 
此 处 ,用 bo 表示 上 述 区 间 内 的 一 个 常数 , 并且 io В ЖЖ 
上 的 位 置 是 无 闫 的. 
45 现在 我 们 讨论 在 $1, 4° Верт УНАН А В В Эб 
Д. 
М н) {ЕН РОЭ Ар р Н 
形式 为 (1) 的 参数 表示 式 来 表示 , 但 
№ 是 , 导 画 数 pg'(s) 和 Ч" (3) 在 各 个 光滑 
部 分 的 联 楼 点 处 ( 亦 就 是 ， 在 角 点 处 ) 
图 22 ИК. о 
角 点 时 ,切线 方向 变 成 它 的 反方 向 , 那么 ,这样 的 点 就 是 返回 点 或 
ЖЕ. | 
我 们 指出 ,在 不 是 实 点 的 角 点 的 邻 域内 , 不 等 式 (3) 仍然 是 成 
立 的 ， 事实 上 ,显然 只 要 脸 证 :在 下 述 情 形 下 ,不 等 式 (8) 是 成 并 的 
就 够 了 : ЖЕ 与 如 在 角 点 e 的 邻 域 内 ， 同 时 双 分 别 在 с НУР НТ. 
“从 对 于 三 角形 с 的 分 析 ( 图 22), 可 以 看 出 , 如 果 та 及 ra 是 从 


一 、0Oauchy 型 积分 在 角 点 附近 的 性 质 629 
ь А, Э] е ИЕ, А, 
(734-72) sin Зв, ь) <т1-Та, 
其 中 7 с 点 的 顶 角 . мы, ь 与 6 ХОЗ, ЗИЯ 
sin >, 
此 处 加 是 一 个 正常 数 . 

此 外 ,再 将 不 等 式 (8) ЗЕРНА сн 及 cis 上 ， 我 们 得 出 
(ото) 雪人 站 十 fa<ai 十 aa， 此 处 of 和 ca ВЗК сі 和 с 的 长 
ВЕ, ШБ, о (в, 切 =ox 十 ra) ПИ 是 适合 不 等 式 0< 码 < 的 党 
数 . 由 此 可 以 得 出 我 们 的 业 论 . 


二 、Cauchy 型 积分 在 角 点 附近 的 性 质 


在 这 一 个 附录 中 , 我 们 要 考虑 Cauchy 型 积分 在 一 条 简单 的 、 
逐 段 光滑 的 积分 曲 厂 的 角 点 附近 的 性 质 . 这 个 问题 是 在 826 中 全 
沟 竹 究 过 的 特殊 情形 ,但 是 ,在 此 处 不 依据 $ 26 中 的 结果 ,我们 可 
以 直接 来 研究 它 .此 时 ,我 们 得 出 -一些 重 要 的 ,但 是 在 本 书 正 文中 
没有 推导 过 的 公式 ， 为 了 便于 读者 参考 起 见 ， 我 们 在 此 重复 某 些 
在 本 书 正文 中 进行 过 的 (形式 上 略 有 不 同 的 ) 推 理 . 

1° 假定 石 是 一 条 封 于 的 或 做 开 的 ,简单 的 逐 眉 光 请 弧 ,又 假 
定 pg 的 是 曲线 Г 上 的 点 了 的 画 数 ，9 (4) 同时 又 是 二 上 的 强 坐 
标 $ ВНЖ. 

当 讲 到 夯 数 g (7) ЛЕН Г 的 某 个 部 分 上 是 适合 Н (ш) А06 
的 时 , 现在 应 该 区 分 , 我 们 所 考虑 的 夯 数 是 上 的 画 数 , 还 是 $ МИН 
数 . ， 

在 第 一 种 情形 下 , Н (ш) ЖЕНА 

|р) 一 9 (+) «т |“ (1) 
ЗЕ ПЕ ННН Г, АРЕНА, 
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[ф (Cz) —Ф(4:) | Зо (2) 
表示 ; 在 这 些 公式 中 , и ЕЕ 0<jw<1; А 与 加 是 所 讨论 的 
部 分 上 的 任意 两 个 点 ，7aa= | 加 一 如 | ， 而 оз 是 这 一 部 分 上 介 于 
所 与 1. 之 问 的 绝 之 长 底 . 

我 们 知道 , 对 于 位 在 曲线 Г, 的 任何 光 请 部 分 上 的 点 喜与 思 ， 
ЗЕ) 与 (2) 是 等 价 的 。 在 不 同 于 尖 点 的 任何 角 点 的 邻 域内 ,这 
两 个 条 件 亦 是 等 价 的 ; 这 可 以 从 上 一 个 附录 , 4° ВЕРНЕЕ 
导出 来 . 

但 是 , 在 拓 点 的 邻 域内 比值 т/а 可 能 是 任意 小 的 , 因 此， 
从 (2) 不 能 导出 (1)， 反 过 来 ,明显 地 ,从 (DD) 可 以 导出 (2). 

与 前 面相 应 , 如 果 不 等 式 (1) 成 立 ,那么 我 们 就 说 ，p (的 适合 
强 形式 的 Н (р) 06; 如 果 不 等 式 (2) 成 立 ， 那么 我 们 就 说 ，9 的 
适合 弱 形 式 的 Н (р) 条 件 ， ВР Н (ш) 条 件 的 画 数 类 ， 
在 本 书 正文 中 ,我 们 叫做 Н 类 . 今后 ,如 果 不 作 相反 的 识 明 ,我 们 
便 把 五 条 件 理解 为 弱 形 式 的 Н 0, 亦 就 是 , 在 不 等 式 (2) 的 意 
义 下 的 瑟 条 件 , 对 属于 玉 类 的 意义 亦 作 同样 的 理解 . 

2° 在 $18 中 , 公称 对 Г=а 是 一 条 光滑 弧 的 情形 推导 了 公 
式 (13.4): 

Ф (2) = 1 


21% 


| ФФ 
І t—to 
b—to 


= і (to) 
2 2 (to) + 970 In а 


1 pO —ф(6) 

| 12 | ры 0. (3) 
这 个 公式 在 Г-ЖИ ИВА, т бо КЕ В д (Ла 
点 ) 的 情形 下 ,显然 亦 仍 然 是 有 效 的 . 在 进行 了 和 在 8 18 中 完全 同 
样 的 推理 以 后 ,容易 断言 ,如 果 加 是 一 个 角 点 ,那么 ,替代 公式 (8)， 


我 们 有 


二 、Cauchy 型 积分 在 角 点 附近 的 性 质 631 


_ 1 p(t) dt 
0) -| 
= 一 (1 一 如 -) р) +54 р). ln 26 


ра д ,0<а< 9х, ВИНЕ ВНЕ ВВ, 当 点 1 保 
持 在 工 的 左 侧 ,从 to0 ВЕ 加 转 到 ato 部 分 上 时 所 旋转 的 角 
(图 23) .在 普通 点 的 情形 下 , а=, 于 是 ,我 们 重新 得 出 公式 (3) . 
3° 在 $15 中 ,在 X=ab Е 
Э АЕ ЕК, 我 们 推导 了 公 
(15.5). 显然 ,在 工 ина 
БОЮН, 而 如 不 是 角 点 的 情形 下 ， 
这 些 公式 仍然 保持 有 效 ， 容 易 看 出 ， 
当 й 是 角 点 ,特别 是 尖 点 的 时 候 , 这 
些 公式 以 及 关于 画 数 Bz) 可 以 从 左 
ИН НЕ Е 81 如 НЕК a 
仍然 是 成 立 的 。 事实 上 ， 假 定 ос 图 23 
是 一 个 角 点 ， 正 象 在 $ 15 [公式 (15.4)] 中 那样 , 我 们 有 


0) = | 2-е + 2) In 2 一 . 


当 z 从 工 的 左 侧 或 者 右 侧 趋 于 ; 时 ,这 个 等 式 右 里 的 积分 趋 于 一 
个 确定 的 极限 ; 如 果 把 这 个 积分 分 成 两 个 积分 : 一 个 展 布 在 绝 ae 
上 ,而 另 一 个 则 展 布 在 弧 ср 上 ,又 车 注意 到 密度 р (从 一 p(o) 在 点 
2—0 处 取 值 零 , 那 么 , 便 不 难 证 实 这 一 点 . 正 象 在 316 中 那样 , 通 
过 取 极 限 ,我 们 便 得 出 所 要 找 的 公式 ， 

4° 根据 上 两 段 中 的 烙 果 ， 容易 看 出 , 在 如 是 角 点 的 情形 下 ， 
Coxorgnt-Plemelj 公式 (16.2) 具有 下 述 形式 : 
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$) = ( rT), ©) 
Фи = т Ф (to) +55 |А ет › (6) 


其 中 工 是 жена т 4 是 上 面 (2° 段 ) 所 确 
定 的 角度 . 

5 在 $18 中 ,在 假定 了 工 是 一 条 光滑 曲 米 的 情形 下 ,证 明了 
Plemelj-TIpusazos 定理 .容易 看 出 , 在 不 是 尖 点 的 角 点 的 邻 域 
内 ,无 论 是 § 18 中 的 精 果 ,还 是 其 证 明 方法 ,都 毫 无 例外 地 是 成 立 
Ф, 

剩 下 要 讨论 的 只 是 尖 点 的 邻 域 ， 我 们 证 明 , 在 工 是 任意 一 条 
简单 的 逐 段 光 滑 曲 厂 ( 可 能 有 类 点 ) , 并 且 把 五 (w) 条 件 按照 它 的 
强 形式 或 者 能 形式 来 理解 的 情形 下 , 定理 亦 是 正确 的 . 

与 此 同时 ,我 们 将 把 $ 21 中 的 定理 推广 到 区 域 是 由 一 条 逐 段 
光滑 的 图 入 所 图 成 的 情形 . 

关于 $ 21 中 的 定理 我 们 提出 下 面 一 点 注 记 ， 假 定 46 是 一 条 
做 开 的 光滑 弧 , 又 假定 р (0) 在 аъ 上 适合 Н (ш) 条 件 (<), 并 
Н р(а) =0、， 我 们 用 在 а ДНЕВЕ wa, З ар 从 点 4 向 外 延 
拓 , 井 且 在 аа Е, p (6 =0, ЗВЕНЕ 


Ф(2) = =: | ф(0)0 1 | PO (7) 


аа 1—2 214 job &—1 
根据 在 9 01 (注释 2) БЫ, 画 数 Ф(2) ХЕ ар 的 邻 
域内 (点 2 的 邻 域内 可 能 例外 ) ,在 2 的 左 侧 ( 右 侧 ) 适 合 不 等 式 
Ф (22) –Ф (а) | 入 Clza 一 二 |^. (8) 
如 果 把 名) 在 45 上 点 2 КАНЕВ аб 的 左 侧 或 右 侧 而 取 


Ф ”这 里 问题 便 归 竺 为 研究 积分 
-1 ФО. ~ to) 
о = |, 1—1 а, 


最 简单 的 方法 是 依据 公式 (15.5) 来 证 实 它 。 但 是 , 对 积分 во 可 以 完全 类 似 于 在 
$ 18 中 所 进行 的 那样 来 研究. 
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得 的 边 值 , 那么 , 这 个 不 等 式 对 wb 上 的 点 0 点 的 邻 域 可 能 除外 ) 
亦 都 是 成 立 的 . 
现在 假定 Г 是 任意 一 条 简单 
的 逐 段 光滑 图 六 ， 因 为 , 整个 问题 
显然 都 可 以 归 精 为 研究 丽 数 


在 角 点 的 充分 小 的 邻 域内 的 性 质 ， 
因此 ,不 失 一 般 性 ,可 以 认为 工 是 只 
有 一 个 角 点 4 的 一 条 简单 封 阴 图 图 24 
ЖЕ. №, 不 失 一 般 性 , 还 可 以 认为 在 < 处 有 四 进 的 角 , 亦 就 是 指 
ЖР я 的 角 a( 如 图 24 所 示 ) ; 24 а= 2л 时 ,我 们 就 得 到 一 个 尖 点 ， 
假定 9 (在 二 上 适合 弱 形 式 的 Н (п) Е. 不 失 一 般 性 ,我 
们 可 以 认为 g(c) =0, 因为 在 相反 的 情形 下 ,我 们 可 以 不 讨论 积分 
F(z) , 而 讨论 积分 
1 [20 -oy 人 在 S' РЧ, 
2% J Ё — 2 Ф (2) 在 S- 内 
现在 用 点 4 和 任 一 其 他 的 点 5 Е Г АА НН Г 
和 Г"; 与 此 相应 ,把 这 个 积分 $(z) 表 成 两 个 积分 之 和 的 形式 : 
Ф(2) =Ф, (2) -$,(2), (11) 
这 两 个 积分 分 别 展 布 在 27 及 Г" 上. 
将 上 述 有 关 积 分 (7) 的 性 质 之 结果 ,应 用 到 这 些 积分 的 每 一 个 
上 , 便 容 易 断 言 , 在 S- 内 点 4a 附近, 从 而 在 整个 8- 内 ,估计 式 (8) 
是 成 立 的 ; 为 了 使 得 所 壕 烙 葵 更 变 得 明显 一 些 ， 显 然 只 要 将 从 点 
а НЕ ЛУНЕ аа’ 和 аа" (在 4 是 一 个 尖 点 的 情形 下 ， 
ЕВУ аа’ 与 аа" 重合 ) 进 行 延 拓 ,并 且 注 意 : 区 域 8- 内 与 点 а 相 邻 
的 邻 域 , 无 论 是 对 光滑 弧 баа', 还 是 对 光滑 弧 аа, 都 在 同一 便 . 
特别 是 ,如 果 让 公式 (8) 中 的 21 和 2, 分别 趋 于 边界 Г ЕЯ 


(10) 
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і 和 为 ， 我 们 就 可 以 断言 ,甚至 只 要 g(t) 适合 能 形式 的 (р) 条 
件 , 边 值 Ф- 的 ( 亦 就 是 , 从 “四 进 的 方面 ”取得 的 边 值 ) 是 适合 强 形 
式 的 Н (и) ЖУО. 

剩 下 来 要 讨论 的 是 在 区 域 5* ОК хе “А отан Ву 180”) 
Ф (2) ВОВЕ. 我 们 有 

D(H =Ф-(0 +р(0). 

因为 от Ф- (0 080 Н (р) ФЕ, Ми, Ф (0) ува 
合 互 (由 条 件 ， 

ЗОВ, Роше} Привалов 定理 现在 已 经 推广 到 了 任意 一 


оо оо оо ооо ое о в 


МИО оо 


我 们 指出 , 如 果 ФЕ Н (и), 那么, Ф'(0) 
亦 适 合同 样 的 条 件 , 因为 根据 前 述 ， Ф- (是 适合 强 形式 的 А (и) 
条 件 的 。 7 | 

6” 在 上 一 段 中 ,我 们 顺便 地 把 $21 中 的 定理 推广 到 了 点 а, зо 
位 于 边界 上 角 点 4 的 邻 域内 (在 凹 进 的 方面 ) 的 情形 ， 而 剩 下 来 我 
们 要 计 论 的 就 是 当 сы, 2 位 于 边界 上 角 点 а 的 邻 域内 (但 是 在 是 
出 的 方面 ) 的 情形 了 ,在 5° 段 中 我 们 用 8+ 表示 这 一 个 区 域 

容易 看 出 ,这 种 情形 对 gp (0 只 要 求 适合 弱 形 式 的 (м) ЖА 
是 不 能 的 . 因此， 我们 现在 假定 р (0) 适合 强 形式 的 Н (ы) ЖАР. 
此 时 , 正 象 刚才 已 证 明 过 的 那样 ， 边 值 Ф* () 亦 适合 这 样 的 条 件 . 
然后 容易 证 实 ,在 $21 中 所 进行 过 的 推理 不 需要 作 任何 本 质 上 的 
修改 , 便 可 以 应 用 于 现在 的 情形 .只 是 在 讨论 关系 式 (21.6) 的 时 
候 ,必须 考虑 到 下 列 事实 : 首先 , 对 于 区 域 8+ 内 位 于 点 “附近 的 
每 一 个 点 ,都 可 以 用 一 条 和 工 不 相交 的 直 米 段 把 m 和 a 或 者 
Г Ба 点 近 旁 的 某 一 点 联接 起 来 ， 在 这 两 种 情 纪 下 , 由 丽 数 Ф(2) 
形式 为 (1 了 DD 的 表示 式 及 从 公式 (8) 可 以 得 出 ,估计 式 |900) — (| 


”我 们 提醒 一 下 , 强 形 式 的 НН 条 件 和 愤 形 式 的 Н (п) 条 件 只 是 在 尖 点 的 邻 
城内 才 是 有 区 别 的 ， 


三 、 关 于 双 正 交 画 数 粗 的 一 个 基本 命题 635 
<0|z 一 zol* 对 上 述 直 线段 上 每 一 点 z 都 是 成 立 的 ， 


三 、 关 于 双 正 交 商 数 粗 的 一 个 基本 命题 


限定 是 在 和 在 面 -ot ДЕННА, ЗЫ 


Ф1(®, ab), +, Prlt) 
是 卫 上 点 Ё= 2+6 Е ИНН 


ео о ss ооо оо о ЗИ К 
соо о а о . 
о ое зоо в 


(рь ©) Е ФК оО = ду, (1) 

其 中 y=1 (3 2), 8-0 (4 240). 

我 们 首先 证 明 , 存 在 着 画 数 gi 的 这 样 的 线性 粗 合 у, (7 1,2, 
… %) ， 对 于 这 些 由 我 们 可 以 选取 在 工 上 适合 五 条 件 的 画 数 
ху, ВАВ, %) = 

我 们 将 假定 下 面 用 ву, ху 季 来 表示 的 两 数 是 属于 Н 类 的 

我 们 用 фл 表示 фа, 莉 且 选取 任意 的 画 数 入, 使 得 (фа, ха) 
和 0@ ;这样 的 画 数 ,显然 ,存在 着 无 穷 多 个 ;将 乘 以 一 个 合适 的 
常数 ， 就 可 以 认为 (Wi, ха) =1. ЗАРИ Чо = ра — су. КЗ 
Ж фо, 并 且 如 此 选择 常数 6, 使 得 (Чо, да) = (Фа, X1) фе (фа, ха) 
= (фа, Зл) —в=0. 我们 就 有 Cw 20) =1, (ра, 为 ) =0. 假定 ә 


Ф 如果 不 要 求 xi 是 属于 Н АМ А ПИВО 几 及 хи Ч 
数 ps ХКА з 用 普通 的 方法 进行 正 交 化 ,也 就 是 ,做 它们 的 纺 性 钥 合 у 使 得 


|А уу, 8 д1 
于 是 х, 0 适合 条 件 (ya XD) ы. 


© ВХ 加 =91 ЖАНАЙ: А Я нете, 这 是 由 于 函数 ply Фа, …， Фо ЖЕМЕ 
无 关 的 ， 
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是 任意 一 个 使 (Vs, хз) =1 МСО. В хо = x2 一 cn 代替 而 
数 уь, 提 且 如 此 选取 常数 6, 使 得 (фа, Ха) = (фа, x2) — (фа, Ха) 
= (Чл, 0) -е=0. 于是, 我们 有 这 样 的 琅 数 уа, фо, хз, Ха, 使 得 
(Чи, 5) = (6, 1=1, 2), НЯ фа, фа, фа, +", Ф, 是 六 性 无 
关 的 . 

再 将 画 数 ps В ув = фз — аа софо, 振 且 如 此 选择 常数 
с, Cs, 使 得 (ys， Ха) =0, (фз, Ха) 一 0， 亦 就 是 , 使 得 (ps, а) 6 
=0, (фз, Ха) 一 2 一 0 再 这 样 选取 夯 数 хз, 使 得 (We, xs) =1, # 
且 用 Ma 一 Xa 一 CaXi 一 CaXa 替代 хз, 使 得 (如 ， Хв) =0, (фа, хз) =0. 

现在 我 们 有 了 这 样 的 画 数 а, фа, Фа; да, Ха, Уз, АФ (Ча, х3) 
=64 (6, {-1, 2, 3) ， 这 个 方法 显然 可 以 继 炽 下 去 . | 

这 样 继 炉 下 去 ,我们 得 出 这 样 的 ” ЧЕ ВЕЗС ЭЕ ЙА Чл (ОЕ 
СЕНА w 的 线性 组 合 ) А Кв Л х, 使 得 

(Чи, хз) 一 25. (2) 
因为 Ф, НЕБО ре 的 各 性 粗 合 ,因此 , 反 过 来 ,应 该 有 


п 
Ф; = У а Ч, 
к=1 


此 处 ац ЕЗЖУ А = [а | 的 行列 式 不 等 于 雳 。 
现在 我 们 如 此 选取 常数 5;;, 使 得 画 数 


Gj 一 > 0 和 
适合 条 件 (1)， 把 这 个 条 件 写 出 ,我 们 便 得 出 
ду= (фи, oj) = > ви, (фь, х) 
=> Ха биди- Хабы, 
或 者 同样 地 有 
АВ-Е, 


Ф ЖЖ ул, у. фз, …y Фо 是 线性 无 关 的 , И, уо НТР. | 


苦 、 关 于 双 正 交 而 数组 的 一 个 基本 命题 。 637 
其 中 Е 是 单位 垂 障 , 而 五 一 | 2 因此 ,我 们 所 要 求 的 量 bu 是 存 
在 的 , 艾 就 是 说 ВА. 这 样 一 来 ,就 证 明了 我 们 的 论断 . 

我 们 指出 一 个 可 由 上 面 的 命题 直接 得 到 的 推论 . 假定 91(#)， 
ps 的 ，…， ры) 是 答 定 的 点 的 粮 性 元 关 的 连续 面 数 ,又 知道 对 
全 人 在 7 上 属于 И ноа 50, ВВК, 

(фа, 0) 一 0， j=1, 2，… 
必然 得 出 关系 式 (po，o) =0, 其 中 фо = Фо ИУ 是 上 上 某 一 确定 的 


se 


Е Ро Фо В фа, Фа, ‘~, Фф. ДЕЖ н, 那么 ， ， 
就 会 存在 着 这 样 的 画 数 oo，wi，… on， КВ (о, оз) =6 (57 一 
0, 1, …, т); 特别 是 ,有 

(фл, oo) =0, (фа, во) =0, **-, (фи, ао) =0, (Фо, wo) =1, 
而 这 与 所 假定 的 条 件 是 矛盾 的 . 

注释 1 如 果 扩 大 两 数 9; 的 类 ,而 压 粮 画 数 oy 的 类 ,那么 ,在 
本 附录 三) 的 一 开始 所 指出 的 命题 还 可 以 大 大 地 加 以 推广 ， 

例如 ,显然 ,如 果 规 定 画 数 p; 可 以 在 有 限 个 点 处 有 间断 ,但 是 
仍然 保持 ру 的 移 对 可 积 性 ,那么 ,命题 仍然 是 成 立 的 ,不 过 在 这 种 
情 沈 下 ,应 该 把 仅 在 间断 点 上 彼此 不 同 的 面 数 看 做 是 相同 的 @. 
| 再 者 ,不 难 证 明 , 例 如 , 可 以 取 有 理 画 数 当 作画 数 oy (0); 而 且 
如果 曲 糖 卫 是 仅 由 一 些 做 开 构 成 ,那么 ,甚至 还 可 以 取 多 项 式 当 
作 wj 全 四 .但 是 , 因为 这 一 点 我 们 用 不 着 , 因此 在 这 里 就 不 再 铬 
ЖЕТ. 

加 “后 一 个 条 件 对 干线 性 无 关 性 概念 的 定义 是 很 重要 的 ;在 这 一 个 条 件 的 影响 下 ， 
如 果 存 在 着 这 样 的 不 全 为 霍 的 常数 0р, Соу …，cn) 使 得 在 工 上 可 能 除了 间断 点 外 处 
处 成 立 сарі Софа ++ 4. сафь 0, ЯКА. У АЖ Фі, Фо, …，9n 看 成 是 六 性 无 
ИХ ЕВРЕИ Ро, КЛМ ©. 例如 ,如 果 画 数 ps 本 


自 就 是 多 项 式 ,那么 ,无 前 9) 是 怎样 的 多 项 式 ,都 会 有 (gt, 01) =0, ЖЕ, (Ф 9) 
=0, 从 而 ;不 能 象 所 要 求 的 那样 而 等 子 1。 
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注释 2 如 果 把 亏 上 的 已 知 画 数 的 线性 租 合 理解 为 实 (常数 ) 
系数 的 米 性 租 合 ， 并 且 与 此 相应 地 来 理解 入 性 无 关 性 及 入 性 相关 
性 的 概念 , 亦 就 是 说 , 亦 就 象 在 本 书 正文 中 有 时 所 讲 的 按照 “ 狐 义 
意义 下 ”来 理解 铬 性 租 合 . 黎 性 相关 性 和 炎 性 无 关 性 的 概念 ,那么 ， 
上 面 所 得 出 的 业 果 不 再 是 正确 的 了 ， 但 是 , 成 立 着 在 现在 要 证 明 
的 类 似 的 结果 . 
亦 就 是 ,假定 Фа (0), фз, ---, (ФЕ Г ЕВ ВНЕ 
关 的 (在 狭义 意义 下 的 ) ЕАН. ЗБ, ЕР НВ ОУ 
法 ) 造 出 这 样 的 丽 数 оз (О, оз (四 ，…, оон (0), 


Ве(фь о) —Re| род, 61,2, =, п, 


诈 明 与 前 面 的 就 明 完 全 是 类 似 的 : 只 要 处 处 都 将 积分 (p， 4) 
用 它 的 实 部 Re(p, 内 来 替代 ,同时 把 所 讨 答 的 威 仁 棚 合 都 理解 为 
实 系数 的 线性 组 合 . 

与 前 面 完 全 类 似 地 还 可 以 斌 明 下 逃命 题 .。 假 定 ф1(®), Ф- ©, 
…, pa( 四 是 上 上 已 知 的 、 灯 性 无 关 的 (在 狭义 意义 下 的 ) Ш 
数 ,' 又 假设 知道 对 在 上 上 属于 五 类 的 任何 画 数 w(t), 从 关系 式 
Ке(ф, о) 一 0, 6 一 1,2,…,n 均 可 导出 关节 式 Ве (фо, о) =0, 此 处 
Фо= Фо(#) 是 工 上 某 一 个 确定 的 画 数 ， 那么， ро (0) АЕ фу (0), 
Фз(®, -*, (0) ЕЖУ У. К) ЕЕ. 

在 注释 1 中 所 指出 过 的 全 部 ， 可 以 移植 到 在 这 里 所 考虑 过 的 
情形 . 


四 、 带 有 位 移 的 联 精 问题 


在 这 一 个 附录 中 ,我 们 葵 出 一 种 类 型 的 联 灶 问题 的 简单 介 阁 ， 
这 一 类 型 的 联结 国 题 是 这 一 本 书 中 所 计 论 过 的 联 桂 问题 的 推广 ， 
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ФЕЯ Аза Еа, ПОТИ НА 8 — 
АЕН, ЗАРИ АИНУ а (Е В. за й) Е 1° 
ВВ ЭЯ, ОН ЗР АИА Е УНИ АЦВ 
ЛЖ. 

15 假定 5" 是 由 一 条 简单 的 Janysos ВНИИ 荆 所 图 成 的 
有 界 区 域 , 而 4” 是 S+ 十 工 对 全 在 面 的 余 焦 ， 正 象 往常 那样 , 我 
个 假定 , 当 沿 着 Г, 的 正方 向 移动 时 , 5+ 保持 在 其 左 侧 . 

ЗЬ ИБ а Зеле П АПН, ЯБА, 
ЩЕ Л, та (НЭн Л; 与 此 相应 ,我们 
将 说 , 画 数 (ОНЕГИН 4 上 . 

我 们 现在 假定 a( 办 适合 下 列 条 件 : 

а) 在 荆 上 导 丙 数 (=- 虹 由 -处 处 都 不 等 于 震 , 并 且 它 是 
属于 五 类 的 ; 

b) а) 双方 单 值 地 井 且 保持 转向 地 把 工 变换 成 它 自己 。 


Ф*[0(00)1]=9 (2) Ф-(0) +900), (1) 
来 找 一 个 在 无 穷 有 限 阶 的 ， Ер Е «228605 о 1 2 


ооо ооо 
ооо ох 


+. ЗК ЗК 


т 中 所 考 碟 过 的 联结 问题 (那个 联 
ЖЕНУ УР а (0 =t 的 情形 ) 的 自然 推广 . 

С. Haseman 中 首先 研究 了 由 取 9(® =0 而 得 出 的 形式 为 (1) 
的 齐 次 竟 题 ,但 是 ,他 并 没有 成 功 地 得 出 比较 完善 的 解 . 

Д. A. Квеселава/”, (6 利用 了 和 О. Haseman 50 21 25 №} У 
Е, КАЮТ НОЕ. ЗИТ ЈНА е 2% — 
个 解法 ， = 

2 下 烈 引 理 对 于 求解 边 值 圈 题 (1) 是 具有 重大 意义 的 . 
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5188 УЗЫНА и Ф (2) 适合 在 


Ф+[а(0)1=Ф- (8), (2) 
арр. | 
假定 (2) 适合 边界 条 件 (2), МН Ф(оо) =0; ЖА, РА 
各 个 画 数 都 适合 条 件 (2) , ЗЕ НЕЈТАНА: 
Ф(:), [Ф(2)]?, [Ф(2)1°, ». (ж) 
当 画 数 @(z) 不 便 等 于 零 时 ，(*) |1 АСЯ ВЕСЕ. 
因此 ,即使 只 存在 一 个 适合 引 理 条 件 的 、 双 不 重 等 于 规 的 画 
5 ЖА, ТЕЗА Чу ОВЕН ЕЕ ВЕНУ) 画 数 、 所 
以 ,只 需要 能 证 明 , 边界 条 任 (2) Я 可 能 为 有 限 多 个 在 无 穷 远 处 取 
оц ХАНЕ ОЕ) ХИ. 
假定 画 数 $B(z) 适 合 引 理 的 条 件 、 那 么 ,由 我 们 所 采用 的 边 值 
概念 的 定义 本 身 ,可 以 知道 ( 当 不 存在 烙 点 时 ) ВФ (0) К Ф- (7) 
ЖЕ Г БН). 如 果 此 外 它们 还 适合 五 条 件 ,那么 根据 Qauchy 
公式 以 及 Сохоцкий-Р1еше]] 会 式 , 我 们 就 有 ,对 工 上 所 有 如 都 
成 立 的 等 式 : 


+ 
0) | ， 2200 пи =0, 


_ 1 ФО _ 
Bo) + = ti—to 0. 


但 是 ,可 以 证 明 ,上述 公 式 在 此 处 我 们 所 采取 的 假定 下 仍然 是 
正确 的 人 . 

НЕ ЖЗ (2), АЕ «(ОЕ Г 变换 成 它 自己 并 
且 保 持 转向 @ ,容易 看 出 ,公式 (* 的 中 的 第 一 个 可 以 改写 成 


(==) 


Ф ЕЖЕ КОЛЕ ЖМИ ЈЕ Т), Сохоцкий-Р1еше!} 公 
式 是 能 未 用 的 ,这 可 以 参看 И. И. Привалов [7]. 

Ф) 如果 方向 变 成 了 反方 向 那么 ,在 我 们 所 导出 的 公式 中 , 积分 号 前 面 的 符号 要 
改 成 相反 的 符号 ,从 而 ;我 全 的 推导 便 不 再 是 正确 的 了 , 
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1-чу 1 Ф- (а (ағ. 
3005) — 32 | аа = 


再 把 这 一 个 等 式 与 等 式 (**) 中 的 第 二 个 相 加 ,我 们 便 得 出 


0-00) +52. | КО, 9-0-0, (8) 
其 中 
| __1 "人 
K (to, t) -a ey | (4) 
ВЕН о рН Г АТА, ВНЕ , 


К(&, р, О<у= 1, (4а) 


其 中 К, (а, Ж 上 某 一 个 适合 瑟 条 件 的 面 数 . 

这 样 一 来 , 任何 一 个 在 无 穷 远 处 取 值 雳 的 、 适 合 条 件 (2) 的 分 
БАН Ф(@) 之 边 值 Ф-@ , МВ: Fredholm 积分 方程 (3) 
的 解 . 因此 ,只 可 能 存在 有 限 多 个 这 样 的 六 性 无 关 的 画 数 ， 由 此 
便 推导 出 我 们 的 论断 . | 

32 回 到 求解 边 值 问题 (上 ) , 我 们 从 研究 (О =1 的 情形 和 人手 . 
在 这 个 情形 下 ,我 们 有 边界 条 件 : 

Ф*[«()]=Ф-(®+9® ГЕ. (5) 

ФИ ВЕ 950 ЛЬ Н.Г Б, В В З ЕВ ПО АЕ 
Zi(2)， 亦 就 是 ,要 找 在 无 穷 远 点 的 邻 域内 可 以 表 成 形式 


& (2) =P (2 +0(2) 
的 解 ,其 中 P 了 (2) 是 已 知 多 项 式 (“ 主 要 部 分 ”). 
依据 上 述 业 果 , 容 易 看 出 ,这 个 问题 不 可 能 有 两 个 具有 同样 主 
要 部 分 的 不 同 的 解 ， 因 为 这 样 两 个 解 之 差 显然 是 对 应 的 齐 次 问题 
在 无 穷 远 处 取 值 雾 的 解 ,而 依据 已 亦 明 过 的 引 理 ,这 样 的 解 应 该 恒 
арж. 
我 们 现在 来 拷问 题 65) 的 下 述 形式 的 解 : 
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__1 Ф[8(#)14 、 
DC) 22% ЈЕ 2—2 5268", 


(6) 


__1 (р , - 
Ф (2) 925 ва 十 已 (2) м2е5-, 


Кофи Г ЕАН, Н. р (0) ЈАР Н 类 的 ， 
В(2) 8 а(0) БО 
Р (2) =О,+012 +. О," 
ЕЕ М ЗА, 
从 公式 (6) ‚ 再 利用 Сохоцкий-Р1ете] 公式 ,不 难 导 出 


21900) 252%) + ч | 5 оо 


ото |, ЗО +РЫ. 


ЕАН (5) Ни, ЗИРИНЗ 


Крра) — gs |, К, дф) Р), (Т) 


其 中 К (0, нА) Е, 

ФЕ ВЕ, АРЕ (Т) Заар Fredholm 
积分 方程 ， 这 一 个 方程 的 每 一 个 有 界 可 积 的 解 о 是 适合 五 条 
ДЕВ (参看 8 51) , 井 且 由 任意 一 个 这 样 的 解 ,从 公式 (6) 所 确定 的 
Эка Ф(0), 都 是 边 值 问题 (5) 的 某 一 个 解 . 

齐 次 方程 Kp 一 0 没有 非 雳 解 ， 事实 上 , 假定 9 区 是 这 个 方 
程 的 某 一 个 解 。 那 么 ,分 区 全 粮 画 数 


ФЕ и ФВ (0) 1а м:68*, 


й 一 多 


G2) = 工人 204 当 zES- . 


2% Јь 1—8 


适合 上 面 已 旋 明 过 的 引 理 的 条 件 ， 因 此， 


Ф иран Г 变换 成 它 自 己 , 并且 保 持 Г 的 转向 ,同时 ВО ДОТ 
ЖЕН 条 件 的 又 不 等 于 等 的 导 画 数 。 


"Ш, НИЯ 64 
1 [218010 segs, 


23% | tC—% 
1 pa _ КА _ 
24 |, t—% 0 М 2687, 


从 这 些 等 式 可 以 推出 ,p90 = (0, о[В(01 = (9, Д 
多 (z) 是 某 一 个 在 无 穷 远 处 取 值 适 的 分 区 全 炖 画 数 ， 琐 数 多 (2) 显 
然 适 合 边 界 条 件 

9+ [8(91=9-@® ГЕ 

因此 , 依据 同一 个 引 理 , 002) =0. 于 是 , р() 0+ 50, 
我 们 的 论断 因此 得 到 了 证 明 . 

从 上 可 以 导出 ,方程 (7) 对 于 р (0 总 是 单 值 可 解 的 . 

粽 合 上 面 所 述 和 结果 ,可 以 导出 下 述 知 果 . 

边 值 问题 (5) 的 任意 ЕЛИ а 


во в. и... 
我 们 指出 , 边 值 问题 (5) 只 有 一 个 在 无 穷 远 处 取 值 雳 的 解 ; 这 
个 解 由 公式 46) 葵 出 ,在 其 中 应 蔬 含 了 (z) =0， 而 把 ФИЛ 
程 (7) 当 了 (to) 一 0 时 的 解 . 
4% 我 们 现在 讨论 具有 齐 次 边界 条 件 
Ф*[а(0)1=9(0)9-(0) ЖІБЕ (8) 
的 问题 . 
利用 我 们 常用 的 和 号 , 含 
не [arg @ (0) 1, 
是 画 数 G 的 的 指标 . 我们 将 假定 , 点 z=0 位 于 区 域 S51 内. 此 
时 ,我 们 可 以 把 
900) = [7*G(#)] 
ЕЛ Ву НН СЕЛЕ Г БР Н 类 的 ). 
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1 
Х (2) =е = 当 268+, 


Х (2) оо, м 26 65- 
是 边 值 圈 题 (8) 的 某 一 个 ( 特 ) 解 ,此 处 (Е Ку 0" 的 
解 .我 们 把 这 个 夯 数 ХС) 叫做 齐 次 问题 (8) 的 典 则 解 ， 典 则 解 
Х (2) 在 有 限 距 询 内 处 处 都 不 取 值 畴 ,而 它 在 无 和 斩 远 处 的 阶 数 等 于 
я. | 
我 们 现在 把 边界 条 件 (8) 改 生成 形式 : 


Gr[a()] _ D0) 
Нат ЖЗ 在 “二 ， 


同时 利用 上 一 段 所 得 出 的 精 果 ,就 容易 得 出 下 述 精 险 ; 
齐 次 边 值 间 题 (8) 的 任意 一 个 在 无 穷 远 处 有 有 限 阶 的 分 区 全 


ee 


Ф(2) = 20 | ГОД 4 229+, 


т 1—2 


Ф(2) = Х (2) р pO +.Х (5) Р(2) 当 zES- 


224, 


НФ РО, ХО АТАР Т р (0 是 积 
分 方程 Ко-Р( 的 解 . 

当 x<s0 时 , 齐 其 边 值 问题 (8) 没 有 在 无 雳 远 处 取 值 夫 的 ( 非 下 
ЯВ; 当 x>0 时 , ЕЕ х 个 在 无 穷 远 处 取 值 零 的 万 性 无 关 
я. 

Б ЗЕРЕН НЕЕ (1). ВЕ ХДЕ СХ 
О) =0 而 得 出 的 齐 次 同 题 的 典 则 解 ， 那 么 ,边界 条 件 (了) 可 以 写 
成 形式 : 


Ф [аб] 00 gt _ 
Хх XH ХТ’ 


从 而 ,依据 在 3” 段 中 所 得 出 的 结果 ,容易 断言 : 
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非 齐 次 边 值 问题 (1) НИЕ ЛЕ ЬЕ ЈА 2 
ЖЕЛЕ ,都 由 公式 


6(z) = х0) | Ф[В (2) 14 ве 


1 1—2 


(9) 
МЕТ ГРА хорк) GES 
给 出 ,此 处 的 是 任意 一 个 多 项 式 ， 工 是 对 应 的 刘 丈 冉 是 的 


则 解 ,而 9 (是 积分 方程 


Kyv=P()+ (10) 


900) 

Х[а()1 
的 解 . 

对 于 在 无 穷 远 处 取 值 需 的 解 ,容易 导出 下 述 车 葵 : 

当 х>0 时 , 非 齐 次 二 题 ( ЕСА, НА 
(9) хан, Н Р (0) 应 该 理解 为 次 数 不 超 过 一 1 的 任意 多 项 
(М х=0 В, Р,_1(2) = 0). 

х0 时 ,如 果 在 (9) 中 取 Р(2) =0, 那么 , 在 无 穷 远 处 取 值 
零 的 (唯一 ) 解 仍 然 由 同一 个 公式 (9 给 出 ; 此 处 必需 适合 存在 在 无 
笼 远 处 取 值 震 的 解 的 充分 和 必要 条 件 : 


| hg) 4-0, 0-1, 2, +, —%, (11) 


其 中 ФЕВ 9 的 无 关 的 、 确 定 的 线性 无 关 的 西数 . 

我 们 指出 , 当 x 一 0 时 , 总 存在 一 个 井 且 仅 存 在 一 个 在 无 狼 远 
处 取 值 需 的 解 ， 当 x 二 0 时 ,一般 解 包含 * 个 复 的 任意 常数 

特别 是 从 (9) 可 以 推出 ,问题 由 ) 的 每 一 个 分 区 全 芳 解 Ф (2) 的 
ра $40 Е Фара Н А; 这 当然 是 由 于 我 们 要 求 画 数 
а) то Н 条件 的 结果 . 

最 后 , 我 们 指出 ， 最 近 Б. В. Хведелидзе 20 在 对 于 画 数 G (0) 
及 g( 引 加 了 很 广泛 的 假定 后 , 答 出 了 边 值 间 题 (1) 在 能 表 成 Oauchy 
型 积分 的 画 数 类 中 的 解 ， 
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6° 到 现在 为 正 ,我 们 傅 沟 假定 了 , 当 a( 的 把 卫 变 成 它 本 身 时 ， 
保持 了 工 的 转向 ， 在 a 愉 改 变 工 的 转向 为 它 的 反方 向 时 , 情 妮 就 
和 .上 述 的 大 为 不 同人 @. 

与 此 相反 ,在 对 a() 所 作 的 上 述 假 定 下 ,可 以 相当 完整 地 研究 
与 前 面 类 似 的 ,并 且 带 有 下 述 边 界 条 件 的 问题 : 

Ф*[4(0)1]=6 Dt) +90, (12) 

其 中 FB (0) Фок Ф- (0) НИЗ. 

在 问题 (1) 的 提 法 中 , 对 画 数 GL() 和 g(t) 所 加 的 条 件 下 ， 
Д. А. Квеселава 19 首先 提出 和 解决 了 这 一 个 边 值 问题 . 

在 假定 了 «(ра Г 的 转向 变 成 它 的 反方 向 以 后 ,又 添 了 补充 
条 件 


а[«(#)] = (18) 
的 情形 下 , Т. Carleman Е у БУ КЭА ЖА ЛУ 的 齐 
КН: 

要 求 根 据 Г 上 的 边界 条 件 : 

Ф*[а(0)1=9(0)Ф* (0) +90), (14) 
来 找 一 个 在 区 域 S+ 内 ,除了 有 有 限 多 个 极点 外 ,处 处 都 是 全 纯 的 、 
з нп рн Ит 81 2 ЕВ Ф (2), 此 处 G 的 与 9 的 在 二 上 
都 适合 已 条件, 并且 在 В 上 处 处 都 有 GO 关 0. 

Т. Oarleman ФЕН Ф*( 所 适合 的 Fredholm 积分 方程 ， 
НЕ КЕ. 在 同样 的 条 件 下 , НТ БТ. 
Oarleman 的 方法 略为 不 同 的 方法 , Д. А. KBecexapa5l ‘给 出 了 .上 
述 边 值 问题 的 合理 的 解 . 

7% ИЖ а (ғ) 加 了 稍为 一 般 的 假设 ( 亦 就 是 ,假定 a(t) 把 园 
多 工 变 成 另 一 条 具有 同样 性 质 的 国 效 ) 后 ,可 以 讨论 带 有 位 移 的 
ЕН. ТЕЖ Л. И. Чибрикова 和 В. С. Рогожин! 所 指出 过 


Ф 特别 是 ， 用 一 些 简单 的 例子 容易 证 实 : 齐 次 问题 在 这 种 情形 下 可 能 有 无 穷 多 
个 在 无 穷 远 处 取信 零 的 解 。 
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的 , НГ а ЕЗЖУ Д. А. Квеселава 的 方法 直接 应 用 到 这 一 个 情 
形 ， 此 外 ,利用 保 角 映 射 ,容易 把 这 一 个 情形 化 为 wb ШГ 
成 它 自 己 的 情形 . 

Л. И. Чибрикова"? #9: 7 Е ИЕЯЕ 工 ВОР К 
НОЛЕ. АЕ ДЕР АО ЗО Ц Е 7 (7) ят Сг) Я РЕ 
О А ЧАЈ ИЕ В БОННЕ 
个 第 一 类 图 断 点 的 情形 . 

8。 可 以 这 样 提出 若干 个 未 知 面 数 的 联 硅 问题 : 

要 求 根据 边界 条 件 

@*[а()]=9(0Ф-() +70) ЯЕ Е, (15) 
ХЕ УЕЗ ОДАН ЕТО 5 ОЗ 8(z) ~ (Ф, Ф, 
о Ф), ШАБ 9190 (6, 3—1, 2, …， п) ев анир, 900) 
ЖГ АН ЖЕ, ВРЕ 2 БАБКЕ, 0 (0 = 
(йо, 9s，… У Н 条件 的 已 知 向 量 ,而 а (0 是 有 具有 19 82 
中 性 质 a) 和 hb) 89. 

Н. П. Begya "首先 给 出 了 这 一 个 问题 的 完全 解 9( 亦 可 
以 参看 H. П. Bexya 的 书 [16] 80038). 

在 上 面 提 到 的 Н. П. Векуа 的 书 中 , 还 解决 了 与 下 述 边 界 条 
件 对 应 的 更 一 般 的 问题 : 

Фа, (01-09000) +000, 12, 5, в, 


Р а (0), аз ($), 5, а (0) АЕС Г ЕА 1° 段 性 质 
а), 0) 的 已 知 两 煞 ， | 

在 Л. И. Чибрикова 的 上 壕 论 文 [1] 中, ВЕЗЕ У мн а (© 
КЗК Г 上 的 有 限 个 点 处 具有 第 一 类 间断 点 的 情形 下 的 
边 值 问 题 (15). 

ХЕ Г. Ф. Манджавидзе 和 Б. В. Хведехидзе 的 论文 [1] 中 , 指 


Ф Н. П. Векуа 把 这 个 阅 题 叫做 若干 个 未 知 画 数 的 广义 的 Hilbert АЯ, 
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出 了 边 值 阅 题 (15) 可 以 归 糙 为 普通 的 联 烙 问 题 . 

9 ФЕ Н. П. Векуз 的 论文 [22]，[24] 中 , 提出 和 解决 了 在 
$187 中 所 讲 到 过 的 在 若干 个 未 知 画 数 情形 下 形式 为 (137.1) 的 ， 
但 是 带 有 位 移 的 各 种 广义 边 值 问 题 ， 在 论 交 [24] 中 还 解决 了 比 
这 种 形式 更 一 般 的 具有 下 列 边 界 条 件 的 问题 : 

Ф,[а, (6) = >} Ан (6) Фе (&) + > Brlt) ФЕ) +в), 

3=1, 2, т, 
яф Аж, Ви, 9000 (7, 2—1, 2, …, п) Ет, Н, 
Е АЕ, ау (0) (3—1, 2, …, т ЗВ 1° 段 中 条 
44а), 5) 的 画 数 ， Ф,(2), Ф,(2), --., Ф,(2) 是 未 知 的 分 区 全 纯 向 
ФО. 

Н. П. Begya 作出 了 与 所 讨论 的 问题 是 等 价 的 积分 方程 ,并 和 且 
依据 对 这 些 方程 的 研究 得 出 了 所 考虑 的 问题 的 解 . 

在 Н. П. Berya 的 论文 [19]，[20], [28], ，[25] ~ [27] 中 ,也 
计 论 了 车 干 个 未 知 画 数 的 0arleman 边 值 问 题 以 及 某 些 其 他 问 
题 ， 从 这 些 冤 文中 特别 应 该 指出 已 提 到 的 论文 [23] , 在 这 一 篇 论 
文中 , 答 出 了 在 条 件 (13) 换 成 更 一 般 的 条 件 

am (Р) =$ 
后 的 Qarleman ВЕ , Н т 是 任意 一 个 正 的 偶数 @. 

ЛЕ Г. Н. Александрия 的 论 交 [1], [2] # р № С. С. Чакве- 
тадве 的 论文 [1] 中 ,都 讨论 了 带 有 位 移 的 联 精 问题 的 另 一 些 推广 ， 

10° М. П. Ганин! 考虑 了 多 连通 区 域 上 若干 个 未 知 画 数 的 、 
形式 为 (81.1) 的 .但 是 带 有 位 移 的 边 值 问题 . 

Н. П. Векуа 2801 还 讨论 了 带 有 位 移 的 , 同时 在 边界 条 件 
中 弃 包 含 了 未 知 男 数 ， 又 包含 它 的 导 画 数 以 及 它们 的 复 值 共 二 什 


”此 处 条 用 了 读 号 


а (0) =a (а КЮ), k=1, 2 т, 
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的 边 值 问题 ， 为 了 求解 每 一 个 所 讨论 的 问题 ,H. П. Векуа 利用 
了 解 的 确定 的 积分 表示 式 ， 把 这 些 问题 都 归 业 为 在 他 的 论文 [28] 
中 研究 过 的 奇异 积分 -微分 方程 . 

在 Р. С. Исаханов 的 论文 [2] 中 ， 亦 研究 过 形式 为 (81.1) 但 
是 带 有 位 移 的 边 值 问题. 


五 、 关 于 参考 文献 的 一 些 补充 说 明 


在 这 一 个 附录 中 ,我 们 要 对 某 些 参考 文献 作 一 个 简单 介 阁 , 在 
这 些 文献 中 , 有 些 是 出 现在 著者 向 出 版 社交 稿 (1960 年 5 月 ) 以 后 
的 , 有 些 是 著者 在 交 稿 以 后 才 知 道 的 , 由 于 这 种 或 者 那 种 原因 , ЗЕ 
者 没有 能 在 本 书 正文 中 介 帮 它们 ， 

1。 蛋 憾 的 是 ,著者 到 最 近 为 止 一 直 并 不 知道 , G. Hardy 专题 
”研究 在 Cauchy 主 值 意义 下 的 积分 的 论文 [1] ~ (41, засна 
ЖЕ 1901—1908 年 就 已 发 类 了 . 

这 些 论文, 亦 正 象 其 他 一 些 著者 早 就 发 表 过 的 有 关 0auchy 型 
积分 的 一 些 论文 (例如 ,I0. В. Сохоцкий 及 Ј. Plemelj 的 论文 ) 那 
样 ,没有 及 时 引起 应 有 的 重视 ,这 是 由 于 在 这 一 个 领域 内 的 论文 只 
是 在 近年 来 由 于 要 应 用 到 边 值 问题 上 时 , 才 受 到 重视 . 

在 GQ. Hardy 的 上 述 论文 中 包括 了 一 些 值得 注意 的 精 果 ， 但 
是 , 在 现在 主要 是 从 Qauchy 型 积分 理论 的 发 展 史 的 角度 来 看 待 
这 些 结 果 的 重要 性 的 ， 

值得 注意 的 事实 是 , 一 个 合 窜 我 们 称 做 Poincaré-Bertrand 
置换 公式 的 极 重要 的 公式 ,事实 上 在 О. Hardy 的 论文 [3], [4] 
中 早已 得 出 过 ,当然 他 是 在 比 之 在 $28 中 更 特殊 的 假定 下 得 出 的 . 

亦 就 是 ,这 一 位 著者 的 相应 烙 果 能 够 叙述 如下: 

假定 9(z, у) 是 葵 定 在 矩形 (6, А; 5, В) 中 两 个 实 变 量 z 及 
У 的 画 数 ,具有 直到 二 阶 的 连 种 偏 导 画 数 ;那么 ,就 有 
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|А 4х | 0(=, у) dy 


4 2-а 9-х 


арбау 00а, 3) 
аа) | Е 


(sc<x< 4) .此 处 积分 是 对 实 变 量 来 进行 的 这 个 事实 当然 没有 重 
2° 我 们 指出 ,在 И. И. Данилюк #9855 [11 , [2] 中 ,在 И. Б. 
Симоненко у 3С [2] 中 ,在 Н. Widom 的 论文 [11 = ВЕ 
问题 边界 条 件 中 的 系数 以 及 在 奇异 积分 方程 中 的 系数 所 亡 蔚 的 画 
数 类 大 大 地 加 以 扩充 了 . 
8° 我 们 还 要 指出 最 近 发 表 的 МУ. Koppelman 的 论文 [1] 以 
及 Ю. Л. Родин 的 论文 [11, [2], 在 这 些 论文 中 ,得 出 了 一 系列 有 
ЭЕ Riemann 暴 面 上 的 联结 问题 的 重要 结果 . 
4 最 近 在 解决 理论 物理 中 的 某 些 于 题 时 ,特别 是 , 在 解决 最 
子 场 验 中 的 闫 题 时 ， 兆 常 要 用 到 在 本 书 中 所 令 述 过 的 那样 形式 的 
奇异 积分 方程 的 理论 .遗憾 的 是 , 发 表 在 物理 杂志 上 的 一 些 论文 
到 目前 为 止 超出 了 我 所 看 到 的 范围 . 因此 , 著者 仅 能 指出 Н. Н. 
Боголюбов, Б. В. Медведев, А. Н. Тавхөлидзе 的 论文 [1], 在 这 一 
篇 论文 中 ， 对 关于 量子 场 论 中 和 本 书 所 和 斤 述 到 的 方法 有 联系 的 一 
些 论文 作 了 得 要 的 评论 . 


六 、 有 限 爸 展 机 轰 理 论 中 的 积分 -微分 方程 的 解 ® 


(一) 有限 爱 展 机 经 理论 中 的 积分 -微分 方程 
下 述 Prandtl 积分 -微分 方程 在 有 限 杰 展 机 了 理 窒 中 起 着 重要 的 作 


Ф ”这 一 个 附录 是 由 课 者 根据 本 书 第 一 版 英 胜 本 第 下 部 分 第 十 七 意译 出 的 , 井 参 
考 了 本 书 作 了 必要 的 修改 ,本 书 第 一 版 的 英文 课本 : Singular Integral Equations, 
Boundary Problems of Function Theory апа their Application to Mathema- 
tical Physics 是 由 J. В. М. Radok у, Р. Noordoff, N,V .Groningen-Holland 
出 版 ， 1953 年 , 它 是 根据 本 书 第 一 版 (1946 年 ) 鹿 出 的 ,著者 在 燥 写 这 一 章 时 主要 利用 
了 И.Н. Векуа [9] Ж Л. Г. Магнарадзе [1]. 


ж. НЕНИЯ -微分 方程 的 解 651 
用 (例如 ， 可 以 参看 ТЬ. yon Kirmin 及 Ј. М. Burgers: General Aero- 
dynamie Theory— Perfect Fluid. уо]. П. of Aerodynarmie Theory (edited 
Бу W. Е. Durand) Julius Springer Berlin 1936, 第 167 Е) (В. В. Голу- 


беев: Теория Крыла Аэроплана Конечного Размаха, Труды ЦАГИ, вып. 
108, 1931.) 


га) та гра, 
Be -二 三 t—to f(to), 中 
р га) ЛВ, ГО = 人 人 2， BCG) 及 了 (6) 都 是 已 知 图 数 ,并 且 
BO = "000, уф-ат.®. 四) 


上 流 公 式 中 的 各 个 量 的 物理 意义 如 下 :假定 机 杭 对 称 于 某 一 个 平面 0yz， 
ЖД Ог 轴 的 方向 和 和 空气 径流 在 无 穷 远 人 处 的 方向 是 一 致 的 .24 ле ЪЗ ВУ 39 
展 . 如 果 Ос 是 横 轴 , ЕЕ Оу: 平面 ， 此 时 , b(w) 是 对 应 于 横 坐 标 7 的 
«ТЕ В”, T(z) 是 环 砂 这 一 个 剖面 的 气流 的 循环 量 ,a《z) 是 “几何 冲 角 ”， 
Ve 则 到 作 气 流 在 无 穷 远 处 的 速率 ，m 为 常数 , 通常 把 它 取 为 2л, т 的 更 精 
确 的 值 为 5.5 (Е ТЬ. von 有 Krmén 及 Ј. М. Burgers 的 上 述 著作 第 166 
页 ) . 

Ва, 

Т0) =г(-0, В) = В-Ф), РО) 一 太一 及 (3) 
此 外 ,通常 还 假定 


Г(-а) =Г(а) =9. (4) 

去 题 研究 方程 (1) 及 其 解 法 的 论文 全 发 表 过 很 多 ， 除 了 在 В. В. Голу- 
6eeB 及 Th. уоп Кахшал 和 J. М; Burgers 的 上 述 著 作 中 提 到 的 文献 外 ,还 
应 该 提 到 | 论 交 К. беһхбаег [1] № 5. Weissinger [1] (在 这 两 篇 论文 中 合 
ЛЯ аус). ДНЕ, 著者 认为 最 有 效 的 解法 是 由 И. Н. Векуа 
和 Л. Г. Магнарадзе ЖНА СТЕВА ЕЕ СКН), ЕТК 
ЛВ ЭЛЧ РА. 

(二 ) 正 则 化 为 正则 型 的 Fredholm 方程 

今后 我 们 假定 , ВА В ($) 除了 端点 可 能 例外 ，, 处 处 者 不 等 于 零 , 又 假定 
ТВД Н* 类 的 , 此 外 还 假定 事 数 a(t) 是 适合 Н 条 件 的 ， 我 们 要 求 
Баа 互 * 类 的 解 . 

把 二 程 (1) 左 端的 第 一 项 移 到 右 端 ， 并 应 用 $ 86 中 的 反 演 公 式 , 便 可 以 
得 出 
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1 +а л/а tT (td 


хла). ВФ + ®, 5) 


ro) =— 


其 中 
— 1 +а ^/ 12—12} (dt 
F(to) 一 х Ма? 0 в 1—00 э 
并 且 根 式 仅 取 它 的 正 值 人 @. 
在 现在 的 情形 下 ,依据 (3) ， 再 车 注意 到 ， 由 了 人 =T( 一 引导 出 的 "G4) 
= 一 (一 从 ,以 及 由 此 而 导出 的 (0) =0, 那么 ,容易 看 出 , 在 (5) 式 右 端 形 
эу сма — 0 的 项 是 等 于 零 的 . 
(5) 的 两 端 对 记 № 1—0 到 加 = 加 (to 为 变量 ) 积 分, 便 可 以 得 出 
1 /to 6-0 ма Май 12) ГО) 
2 16) 一 元 fn MT | Во & 


(6) 


= 人 GO + (7) 
其 中 oo 是 待定 的 常数 ; 爸 
“t= — а соѕ оу 
to= ~— 4 208 0; 
些 时 ,这 个 方程 变 成 了 
. sin = 
а [* зто 
To) | Вы) | ото | @4 to (8) 
2 


Ж бе ХЕ НОФ, ЕНЕНЕ НИЕ, В 
28 ГО) 及 BQ() 5 Г(ш) 及 В. 

方程 (122.4) 是 一 个 拟 正则 型 的 Fredholm 方程 ; НУХА 
б, 因此 我 们 不 再 研究 它 了 .我 们 将 把 (5) 改 成 另 一 个 从 应 用 的 观点 来 看 较 
为 方便 的 Fredholm 方程 

为 了 进行 这 一 改变 , 我们 重新 考虑 方程 (5)， 并 且 把 它 改 写成 下 述 形 式 : 


вога) |" ГО вага) 


BOto) +а 
FV Г R(to, ОГ, (9) 


Ф 在 现在 的 情形 下 , 由 于 假定 了 Г 是 属于 Н* 类 的 , 故 在 (86.9) 中 р=1, 
9=0 ОЖ ГО 是 属于 加 类 的 ) ; в Ма 0 0 вв УР-@, 
而 根 式 У 02-0 фс -а<і<а 内 则 取 正 值 。 
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其 中 
_ 1 /Ve—t Ма 0 
Е, 9-31. Ва) Ва }. (10) 
为 了 简单 起 见 , 我 们 假定 
ри, аа а 


АННЕ, РЕ, В, ТОБОН ЕИ, 
现在 指出 ,在 目前 的 条 件 下 多 ， 


а fre Г dt fto Га 
Я -4 5 ее, < 
依据 (9)， 
а Гваог Фә Ой ,, (2) 
其 中 


00) = а 0 Fo 一 -人 Se 2 во, ога). аз) 
 ававнызн 
В СЕ [В (в) гга) = В) б) +906). (0) 


(14) Ага РЕС АЕ Кель ГОНКУ 
分 右 程 ， 求 解 这 个 方程 , 便 可 以 得 出 
T(to) =c1 Cos T(to) +0 пт (ё) 


+ у обо} епоса) 4 а) 
其 中 
| ri) =| 2, 、 (6) 
而 cu o 都 是 待 确定 的 常数 ， 在 (15) 中 仿 加 =0; 我 们 便 可 以 得 出 a=T(0); 
依据 (3); =0. 
用 ФЕИ: (0), 再 做 一 些 简单 的 变换 , 便 可 
以 得 到 积分 方程 


Ф 通过 分 部 积分 法 ,容易 得 出 


| той |“ гфаш |t-to|=-{™ Г) In |018, (sa) 
-a 一 加 -0 -6 


此 式 两 端 对 如 微分 ,再 利用 5 13 中 的 蒜 果 , 便 可 以 得 出 (9)， 在 推导 Снн) 时 ,需要 用 到 
假定 ! (人 一 Г(-а) 一 0， 
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га+1 [ко гда), ал) 
共 中 
ко 0 | 0 совре) е0, 48) 


Һа) ГО) сов т) + |" {sin е) ДУ) 
— т +а 2 +2 Я 
+ 803 Б т 广 > Е: 1 аа, 

不 考虑 (17) 右 端的 未 知 党 数 Г(0), АЕ ЈЕ ДН № Fred- 
Һот 方程 。 

И. Н. Векуа!91 首先 在 函数 РЛЕЕ(Ыа, +а) .上 是 一 个 解析 丙 数 
的 假定 下 用 其 他 方法 得 出 了 方程 (17); .上 述 假 定 对 他 所 用 的 方法 是 很 重要 
В. Л. Г. Магнарадзе! 立刻 推 广 了 由 И. Н. Векуа 所 得 出 的 精 果 . 他 
所 作 的 假定 与 这 里 所 作 的 假定 是 相近 的 ， 方程 (17). 上 面 的 推导 , 基本 上 是 重 
复 他 在 其 文中 所 作 的 推导 ; 但 是 由 于 他 并 没有 假定 T( 一 从 =TQ), Г(-а) = 
Г(а) =0， 因 此 ,在 他 所 得 出 的 方程 中 包含 了 几 个 任意 常数 . 

初 看 起 来 ,方程 (17) 似 乎 比方 程 (8) 要 复杂 一 些 , 但 是 ， 从 应 用 的 观点 来 
Ж, 上 方 程 (7?) 实际 上 要 简单 得 多 ， 这 是 由 于 它 的 极 是 正则 型 的 , 而 且 更 主要 
的 优点 还 在 于 , 它 在 很 多 实际 应 用 问题 中 用 很 简单 的 方法 全 可 以 求解 . 例 
如 ,在 下 壕 情 形 中 , 极 简 单 地 便 可 完整 地 求解 方程 (17): 由 (11) 所 确定 的 画 数 
Ма? 

ВО) 

Н КЗ, КВТ, ПН Бг) 可 以 麦 成 


(19) 


Р(@) = 


ъ= 1-р) < (20) 


的 形式 ,其 中 рО) МЕНА, 

读者 如 有 必要 可 以 参看 上 面 所 提 到 的 И. Н. Веку 和 Л. Г. Магна- 
радзе 的 花 文 ， 在 大 多 数 具有 实际 价值 的 情形 中 , ВАЗ 59 都 可 以 表 成 形式 
(20) ,而 p 信 是 仅 包 售 少 量 参 数 的 一 个 有 理 列 数 ;用 这 样 的 形式 来 表示 0b(?) ， 
已 能 保证 足够 的 精确 庭 . 

п, р) =bo 一 常数 ,即今 


о, @) 


我 们 便 可 以 得 到 椭圆 形 的 机 票 . ЕРЕ, 显然 有 RCo, 0 =0, 
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К (ёо, р =0, 由 (17) 立 可 得 出 TQW)， 而 且 亦 不 难 确 定 《17) 右 端 所 出 现 的 常 
数 了 (0)， 


亦 很 容易 找 出 下 迹 清 形 的 解 : 
| в 
— 1+2 
ъ= (1-8. 一 所-， (22) 
и 


其 中 bo & Ко ЖЕН, НВ 500>0, п> —1, р —1 (И. Н. Векуа [9]) . 
变更 常数 及 “的 值 ,就 可 以 得 丹 许 多 具有 实际 意义 的 情形 ， 例 如 4 а=0, 
2=0.9 时 ,就 可 以 得 出 几乎 是 矩形 的 机 标的 情形 , 这 一 点 可 以 从 下 才 看 出 . 


对 下 还 情形 来 讲 , 亦 同样 能 得 出 一 个 非常 简单 的 精 果 : 
{2 12" 


1+ 2 7 НЕ», ат 


ыы 1-5 (23) 


{ан 了 


12 
1+ еа 


а?" 
其 中 Do， His Ds 此 为 常数 . 当 所 有 и;=0 时 ， 我 们 可 以 得 到 一 个 特殊 形状 的 
Ж, Н. Sehmiqt 代沟 研究 这 一 种 情形 但 是 ， 他 所 答 出 的 解法 是 非常 复 
2. 
读者 还 可 以 从 前 面 已 构 提 到 过 的 Л. Г. Магнарадзе 及 И.Н. Векуа 的 
асна, 特别 ， 从 后 一 位 著者 的 论文 中 , 找到 对 方程 (17) 更 深入 一 层 的 研究 
以 及 刚才 所 讲 到 的 一 些 特殊 情形 的 详 釉 解法 . ” 
本 书 $117 全 远 对 奇异 积分 -微分 方程 作 过 一些 介 绍 , 著者 可 以 尹 考 那 
一 节 。 
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